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Zusammenfassung: Wir zeigen, dass jedes reelle Vektorbiindel von einem universellen
Biindel und auf eindeutige Weise bis auf Homotopie induziert wird. Der Vortrag basiert
auf [3, Kap. 5] und setzt Kenntnisse aus der Differentialgeometrie von Faserbiindeln (insbes.
Lie-Gruppen und homogenen Rdumen) voraus, siche z.B. [1].

1 Graflmann’sche Mannigfaltigkeiten und ihr
kanonisches Vektorbiindel

1.1 Graflmann’sche Mannigfaltigkeiten

Definition 1.1 Fir natiirliche Zahlen n,k € N wird die Gramann’sche
Mannigfaltigkeit der n-dimensionalen Untervektorriume von R"* definiert

als
Gn(R™F) .= {V € R"™ |V n-dim. Untervektorraum}.

Sie heiflt nicht zufillig Mannigfaltigkeit:

Proposition 1.2 Seien n,k € N, dann trigt G,(R""*) die Struktur einer
glatten nk-dimensionalen kompakten Mannigfaltigkeit, die zum homogenen
Raum O("H‘k)/()(n) x O(k) diffeomorph ist, wobei O(n) die orthogonale
Gruppe von (R™, (- ,-)) bezeichnet.

Beweis: Die Abbildung
O(n+ k) x G (R — G, (R")
(A, V) — A(V)
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definiert eine transitive Linksgruppenwirkung und der Stabilisator von R™ x
{0} € G (R"F) ist O(n) x O(k) (lisst eine orthogonale Abbildung einen
Untervektorraum invariant, so lédsst sie ihr orthogonales Komplement auch
invariant). Deswegen induziert diese Linksgruppenwirkung eine bijektive Ab-

bildung O(n + k)/O(n) x O(k) 2, G, (R™F). Da O(m) eine %—dimen—
sionale kompakte Lie-Gruppe ist, folgt aus [I, Satz 1.23], dass der Rechts-
quotient O(n + k)/O(n) x O(k) ein nk-dimensionaler glatter kompakter ho-
mogener Raum ist. Mittels der obigen bijektiven Abbildung ¢ wird damit
eine eindeutige glatte Struktur auf G, (R"**) so definiert, dass ¢ ein glatter
Diffeomorphismus ist.

Alternativ kann ein Atlas von G, (R""*) folgendermafien definiert werden:
fir 1 <i < ... <i, <n+kseim, i R — &7 R - e die
Orthogonalprojektion (wobei (e;)1<j<nix die kanonische Basis des R"™ be-

..........

Die entsprechende Karte wird definiert durch ¢;, ;. 1 U, ., — R V —
(mto W;IZ (€i),...,m om " ; (e;,)), wobei 7+ die Orthogonalprojektion
von R™* auf (7_R-e; ) = &  R-e; bezeichnet. O

Bemerkungen 1.3 Seien n,k € N.

1. Die Inklusionsabbildung R™** TR Rk (x,0rt), induziert eine
I
glatte Einbettung Gn(Rn+k) kijl Gn<Rn+k+l) mit Ik+l,k+l’ o) ]k,k—i-l =
Ik,k—i—l’ fir alle { S U e N.

2. Die Abbildung G,,(R"**) — G} (R"™*), V —— VL, definiert einen Dif-
feomorphismus; diese Abbildung entspricht der Konjugation in O(n+k)
mit dem Element aus O(n+ k), welches R x {Ogx } auf {Ogx} x R™ und
{Ogn} x R* auf R* x {Og~} kanonisch abbildet.

3. Fiir n = 1 ist G, (R™™*) die Menge aller linearen Geraden im RF!
d.h., G1(RF1) ist der k-dimensionale reelle projektive Raum.

1.2 Das kanonische Vektorbiindel iiber G, (R""*)

Definition 1.4 Fiir n,k € N ist das kanonische Biindel iiber G, (R"**) das
Tripel (y"(R™™), 7, G,,(R™™)), wobei

Y R™MF) = {(V,v) € Gu(R™*) x R** |v € V}

und 7 : YY(R"™F) — G, (R™™), (V,v) — V.



Es heifit auch nicht zufillig Vektorbiindel:

Proposition 1.5 Das kanonische Biindel iber G,(R™*) trigt die Struktur
eines glatten n-rangigen reellen Vektorbiindels iiber G, (R %),

Beweis: Nach Proposition ist G,,(R"*) diffeomorph zum homogenen
Raum O(n + k)/()(n) x O(k)- Die Lie-Gruppe O(n+k) kann daher als (O(n) x
O(k))-Hauptfaserbiindel iiber G,,(R"**) aufgefasst werden [II, Bsp. 2.6]. Nun
betrachte die lineare Lie-Gruppen-Darstellung ¢ : O(n) x O(k) — GL(n),
(A, B) — A. Nach [I], Satz 2.7] trigt der zur Rechtswirkung

(O(n+ k) xR") x (O(n) x O(k)) — O(n+k) xR"
(A, v),h) +— (AR, 6(h™")(v))

gehorige Quotient die Struktur eines glatten n-rangigen reellen Vektorbiindels
O + k) X R"oy (1) » O(k) — Gn(R™*). Die Abbildung

®: On+k) xRYo ) « (k) — 7" (R™)
[(A,0)] = (AR" x {0gr}), A(v))

ist dann wohldefiniert, bijektiv und “faserweise linear” (py o ®([(A, \v +
pw)]) = Ape o ®([(A,v)]) + up2 0 P([(A, w)])) mit 7o P = ¢ on’. Insbesondere
induziert das Paar (®,¢) auf (y*(R"™), 7, G,,(R"™*)) eine eindeutige Struk-
tur eines glatten n-rangigen reellen Vektorbiindels iiber G,,(R"**) so, dass
(®, ¢) ein Vektorbiindelisomorphismus ist. O

Bemerkung 1.6 Fiir k,l,n € N sei [} ;4; die in Bemerkung .1 definier-
te Einbettung G, (R"*) — G, (R"***!). Dann induziert Ij;,; einen Vek-
torbiindelhomomorphismus fk,k+z Y RMF) — (R (mit 7o fk’kH =
I 1 0 ), welcher faserweise bijektiv ist ( Ubungsaufgabe). Daraus folgt ins-

Tk k1 ~ ~
besondere 7" (R"F) = ];Hl('y"(R"*k“)). AuBerdem gilt Iy iy 0 L ot =

fk,kH/ firallel <! € N (Ubungsaufgabe).

2 Unendliche Graimann’sche und universelle
Biindel

Von hier aus wird mit R* die direkte Summe @ R bezeichnet. Alterna-
kEN

tiv kann R> als (unendlich dimensionaler) reeller Vektorraum der endlich
getragenen reellen Folgen angesehen werden.
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2.1 Die unendliche Grafimann’sche G, (R*)

Definition 2.1 Fir n € N wird die unendliche Grafimann’sche der n-di-
mensionalen Untervektorrdume von R* definiert als

Gn(R*) :={V C R*®|V n-dim. Untervektorraum}.

Jedes R” lisst sich auf kanonische Weise in den R* linear einbetten: die
Abbildung ¢, : R¥ — R* z + (z,0,0,...) ist linear und injektiv. Auf
triviale Weise gilt t4; 0 tg x11 = v fiir alle £, € N. Damit induzieren die

1p’s injektive Abbildungen G, (R™"*) L, Gp(R*®) mit Iy o Iy = I

fiir alle k,1 € N. Nach der Definition von R* gilt auflerdem G,,(R*>) :kUN
S

I, (G, (R™")). Die von der Familie (I})rey induzierte Bildtopologie definiert
eine Topologie auf G,,(R*) so, dass alle I;,’s stetig sind (sie ist sogar die feinste
Topologie auf G,,(R*>) mit dieser Eigenschaft). Konkret: eine Teilmenge U C
G, (R*®) ist genau dann offen, wenn I, '(G,,(R*®)) offen in G,,(R"**) ist fiir
alle k € N. Der Raum G,,(R*) ist somit der sogenannte direkte topologische
Limes der Folge (G, (R""*))en.

Bemerkung 2.2 Es kann elementar bewiesen werden, dass der mit die-
ser Topologie versehene Raum G, (R*) als direkter Limes einer Folge von
kompakten (Hausdorff’schen) topologischen Rdumen selber parakompakt ist
(d.h., G,(R*®) ist Hausdorff’sch und jede offene Uberdeckung von G,,(R*)
besitzt eine lokal-endliche Verfeinerung), siehe [3, Cor. p.66]. Um aber ei-
ne (topologische bzw. glatte) Mannigfaltigkeit-Struktur auf G,,(R*) zu de-
finieren so, dass alle I}’s (stetige bzw. glatte) Einbettungen sind, miissten
wir Begriffe aus der unendlichdimensionalen Differentialgeometrie einfiihren,
was uns zu weit treiben wiirde. Deswegen betrachten wir G,,(R>) weiterhin
lediglich als parakompakten topologischen Raum.

2.2 Das universelle Biindel iiber G, (R*)

Analog wie bei G, (R""*) wird ein Biindel auf kanonische Weise auf G,,(R>)
definiert.

Definition 2.3 Fir n € N ist das universelle Biindel iiber G,,(R*) das
Tripel (y*(R*>), 7, G, (R>)), wobei

YR == {(V,v) € G,(R™) x R* |v € V'}

und m : Y (R®) — G,(R*), (V,v) — V.



Und wie bei G, (R™*) ist das universelle Biindel ein Vektorbiindel:

Proposition 2.4 Das universelle Biindel tiber G,(R>) trdagt die Struktur
eines stetigen n-rangigen reellen Vektorbiindels tiber G, (R*).

Zur Erinnerung ist ein stetiges reelles n-rangiges Vektorbiindel iiber einem
topologischen Raum B ein Tripel (F,m, B), wobei E ein topologischer Raum
ist und m : £ — B eine stetige Abbildung mit lokalen stetigen Trivialisie-
rungen: zu jedem Punkt b € B existieren eine Umgebung U, von b und ein
Homd&omorphismus 7~ 1(U;) N U, x R™ so, dass p; o ¢, = 7 (wobei p; die
erste Projektion U, x R" — U, ist) und, falls U, N Uy # &, die Abbildung
ooy’ (UyNUy) X R" — (UyNUy) x R™ der Form (x,v) — (x, agy (2)(v))
ist fiir eine stetige Abbildung ayy : U, N Uy — GL(n). Insbesondere tragt
jede Faser Ej, := 7~ ({b}) die Struktur eines n-dimensionalen reellen Vektor-
raumes.

Beweis von Proposition [2.4f Zu bemerken ist, dass fiir jedes k € N eine Ab-

bildung " (R™**) RN (R>°) existiert, die mit den entsprechenden Projek-
tionen kommutiert (wol, = I o) und die faserweise ein linearer Isomorphis-
mus ist mit ka ) fk7k+l = I, fiir alle k,[ € N. Zusammen mit der Beziehung
ik:-i—l,k—&-l’ o jk,k—i—l = ik:,k:-i—l/ fOlgt, dass (’yn(ROO), T, Gn(Roo)) als direkter Limes
der Familie {(y"*(R""*), 7, G,(R""*))}ren aufgefasst werden kann. Die Vek-
torbiindelstruktur auf (y"*(R*), w, G,,(R*)) ergibt sich aus diesen Tatsachen,
siehe auch [3, pp. 64-65] fiir eine explizite Beschreibung der lokalen Triviali-
sierungen. O

3 Hauptergebnisse

In diesem Abschnitt erklaren wir, warum (" (R>), 7, G,,(R>)) als “univer-
sell” bezeichnet wird.

3.1 Einbettung von Vektorbiindeln in das universelle
Biindel

Satz 3.1 Sei (E,m, B) ein n-rangiges stetiges reelles Vektorbiindel iber ei-
nem parakompakten topologischen Raum. Dann existiert ein stetiger Vektor-
bindelhomomorphismus (F, f) von (E,m, B) nach (v"(R*), 7, G,,(R*)), wel-
cher faserweise ein Isomorphismus ist. Insbesondere ist (E, 7, B) isomorph
zu (f*y"(R*>),mo F, B).



Beweis: Zu finden ist eine stetige Abbildung f : E — R™, deren Ein-
schrinkung auf jeder Faser ein linearer injektiver Homomorphismus ist. Dabei
ist die Topologie auf R die von der Familie (¢4)ren induzierte Bildtopolo-
gie und stimmt mit der vom euklidischen Skalarprodukt (u,v) 1= 72 uzv
induzierten Topologie iiberein. Mit Hilfe von diesem f kann das Paar (F), f)
definiert werden durch: f(b) := f(E,) und F(v) := (f(Ew(v)); f(v)) fiir alle
v € Ey und b € B. Es ist elementar, zu iiberpriifen, dass (F, f) den gesuchten
stetigen Vektorbiindelhomomorphismus liefert.

Konstruktion von f: Wegen B parakompakt existiert eine lokal endliche

abzihlbare offene Uberdeckung (U,),eny von B, die erfiillt: fiir jedes p € N

existiert ein Homdomorphismus 7~*(U,) e, U, x R™ mit p; o ¢, = 7 und

Py © P, 1 ist faserweise linear (im Sinne der Definition oben) fiir alle p, p’ mit
U, N Uy # @. Die Existenz einer solchen Uberdeckung wird in [3, Lemma
5.9] bewiesen. Fiir jedes p € N betrachte die injektive lineare Abbildung
Z,: R*" — R, v — (Ognp,v,0,0,...). Wihle nun eine zu (U,),en gehorige
stetige Teilung der Eins (x,)yen und definiere

f:E— R, v — pr(ﬁ(v)) - T, 0 pa 0 ¢,(v).

peEN

Hierbei ist ¢,(v) per Konvention 0 € R*, sobald w(v) ¢ U,. Beachte, dass
wegen (Up,)pen lokal endlich die Abbildung f wohldefiniert und stetig ist. Fiir
alle b € B ist ﬁ 5, Der Definition linear und wegen der Injektivitdt von allen
p2 © ¢, und der Beziehung Z,(R") N Z,(R™) = {0} C R fiir alle p # p" auch
injektiv. 0J

Bemerkungen 3.2

1. Im Fall, wo (E, 7, B) glatt ist, folgt das Ergebnis unmittelbar aus dem
Whitney’schen Einbettungssatz [2]: bette den Totalraum von TE —
E in ein R™ ein, schrinke diese Einbettung auf das sogen. vertikale
Untervektorbiindel VE|  , — so(B) von TE entlang des Nullschnittes
sp von (E, 7, B) ein und benutze die Tatsache, dass das Vektorbiindel
VE|, 5 — So(B) isomorph zu (£, m, B) ist.

2. Man beachte, dass die zum Vektorbiindelhomomorphismus (F) f) ge-
horige Abbildung f : B — G,(R*) nicht notwendigerweise injektiv
ist. Sei z.B. B C R™ eine glatte Untermannigfaltigkeit des R™ und
E .=TB C BxR™, dann kénnen die Untervektorrdume 7,8 und 1} B
von R™ eventuell gleich sein ohne, dass b = b’ gilt (wéhle beispielsweise
B:=S""1CR"™ und ¥ = —b).



Satz impliziert, dass jedes n-rangige reelle Vektorbiindel vom universel-
len Biindel v"(R*°) induziert wird. Dies gilt schon als iiberraschend, weil
selbst auf einer festen Basis B durchaus viele “verschiedene” (zueinander
nichtisomorphe) Vektorbiindel existieren kénnen. Andererseits existieren fiir
ein festes Vektorbiindel (£, 7, B) i.A. verschiedene solche faserweise injektive
Vektorbiindelhomomorphismen nach (y"(R>), 7, G,,(R*)). Z.B. gibt es i.A.
viele zueinander nichtkongruente Einbettungen einer festen glatten Mannig-
faltigkeit B in ein R™ (insbesondere in den R*), und jede dieser Einbet-
tungen liefert jeweils einen “anderen” Vektorbiindelhomomorphismus von
(T'B,m, B) nach (7"(R*>), 7, G,,(R*>)). Allerdings - und es ist vielleicht noch
iiberraschender - wird jedes n-rangige reelle Vektorbiindel auf eindeutige Wei-
se vom universellen Biindel 4"*(R*) induziert. Dies ist der Gegenstand des
néchsten Abschnitts.

3.2 Eindeutigkeit der Einbettung bis auf Homotopie

Dazu soll noch erldautert werden, was “eindeutig” heif3t.

Definition 3.3 Sei (E, 7, B) ein n-rangiges reelles Vektorbindel iber einem
parakompakten topologischen Raum. Zwet faserweise bijektive Vektorbiindel-
homomorphismen (Fy, fo), (F1, f1) von (E,m, B) nach (y"(R*), , G,(R*))
heiffen genau dann biindelhomotop zueinander, wenn es ein Paar (H,h)
von stetigen Abbildungen E x [0,1] A, Y"(R*>), B x [0,1] N Gn(R>)
gibt so, dass mo H = ho (m xid) gilt und H(-,t) : E — ~7™(R*>) ein
faserweise bijektiver Vektorbiindelhomomorphismus ist fir alle t € [0,1] mit
H(-,0)=Fy und H(-,1) = F.

Beachte, dass insbesondere h eine Homotopie zwischen f, und f; definiert.
Die Biindelhomotopie definiert trivialerweise eine Aquivalenzrelation auf der
Menge der faserweise bijektiven Vektorbiindelhomomorphismen von einem
festen n-rangigen reellen Vektorbiindel (£, 7, B) nach (7"(R*), 7, G,,(R*)).

Satz 3.4 Sei (E,m, B) ein n-rangiges reelles Vektorbiindel iber einem para-
kompakten topologischen Raum und (Fy, fo), (F1, f1) zwei faserweise bijekti-
ve Vektorbiindelhomomorphismen von (E,m, B) nach (y"(R*), 7, G, (R*®)).
Dann sind (Fy, fo), (F1, f1) bindelhomotop zueinander.

Beweis: Die Vektorbiindelhomomorphismen (Fp, fo) und (£, f1) induzieren
stetige Abbildungen f; : E — R>®, v +— py o F;(v), i = 0,1, deren Ein-
schrankung auf jeder Faser von (E,m, B) linear und injektiv ist.



1. Fall: Gilt Ker((fy + )‘fl)\E,) = {0y} fur alle b € B und A € [0,00[, so
definiert

H:Ex[0,1] —R>  (t,v)— (1—8)fo(v)+tfi(v)

eine stetige Abbildung, fiir die H(-,1)|,, injektiv und linear ist fiir alle b € B

und ¢t € [0,1] mit H(-,i) = f; fiir alle i € {0,1}. Wie im Beweis von Satz
definiert dann H (v,t) := (H(Exw),t), H(v,1)), h(b,t) := H(Ey,t) die ge-
suchte Biindelhomotopie zwischen (Fy, fo) und (Fi, f1).

2. Fall: Seien nun (Fy, fo) und (F, f1) allgemein. Definiere die faserweise bi-
jektiven Vektorbiindelhomomorphismen (7;,¢;) von (v(R*), 7, G\,(R*>)) nach
(v(R*), m, G, (R*)), i = 0,1, durch

75
v = E Vgl — E VE€2k+i+1,

keN keN

wobei (ex)ren die kanonische Basis von R* ist (Ubungsaufgabe: zeige, dass
die 7;’s wohl faserweise bijektive Vektorbiindelhomomorphismen definieren).
Wegen 7;(v) + Av # 0 fiir alle 0 # v € R™ und A € [0, 00[ sind (£}, f;) und
(1;0 F}, t;o f;) biindelhomotop zueinander fiir alle i = 0, 1. Nach Definition der
7;’s liefert der 1. Fall die Biindelhomotopiedquivalenz zwischen (g0 Fy, tgo fo)
und (7 0 Fy,t1 0 f1). O

Als Folgerung von Satz [3.1] und Satz [3.4 bekommen wir das

Korollar 3.5 Jedes n-rangige reelle Vektorbindel (E,m, B) iber einem pa-
rakompakten topologischen Raum B definiert ein eindeutiges Element in der
Menge [B,G,(R*>)], d.h., eine eindeutige Homotopieklasse von stetigen Ab-
bildungen B — G, (R*).

Literatur

[1] H. Baum, Fichfeldtheorie. Eine Finfihrung in die Differentialgeometrie
auf Faserbiindeln, Springer-Verlag Berlin, 2009.

[2] T. Brocker, K. Jénich, Finfihrung in die Differentialtopologie, Heidel-
berger Taschenbiicher 143, Springer-Verlag, Berlin-New York, 1973.

[3] J. W. Milnor, J.D. Stasheff, Characteristic classes, Annals of Mathema-
tics Studies 76, Princeton University Press, 1974.



	Graßmann'sche Mannigfaltigkeiten und ihr kanonisches Vektorbündel
	Graßmann'sche Mannigfaltigkeiten
	Das kanonische Vektorbündel über Gn(Rn+k)

	Unendliche Graßmann'sche und universelle Bündel
	Die unendliche Graßmann'sche Gn(R)
	Das universelle Bündel über Gn(R)

	Hauptergebnisse
	Einbettung von Vektorbündeln in das universelle Bündel
	Eindeutigkeit der Einbettung bis auf Homotopie

	Literatur

