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Aufgabe 1 [10 Punkte]
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind (keine Begriindung
erforderlich):

i)

ii)

iii)

iv)

vi)

vii)

viii)

Sei (fn)nen eine beschriankte Folge aus CY([0, 1], R), welche punktweise fast-iiberall
konvergiert. Dann gilt lim fol fo(z)dx = fol lim f,(x)dx.

WAHR: Satz iiber majorisierte Konvergenz (Satz 3.45 im Skript).
Die Losungen einer beliebigen homogenen linearen Differentialgleichung bilden im-

mer einen endlich dimensionalen Vektorraum.

WAHR: Korollar 4.17 im Skript.

Jede exakte Differentialform ist geschlossen.

WAHR: da d? = 0, siehe Proposition 5.38 im Skript.

Ist ¢ € R? ein beliebiger Wert einer C* Funktion f : R" — R?, so ist f~*({c})
eine (n — 2)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.

FALSCH: ¢ muss ein regularer Wert sein, damit die Aussage richtig ist. Ein Gegen-
beispiel ist der Kegel mit Spitze, siehe Beispiel 5.7.4 im Skript.

Die Kriimmungsfunktion einer regular parametrisierten ebenen Kurve legt die Kurve
eindeutig fest.

FALSCH: Die Kurve ist nur bis auf eine orientierungserhaltende euklidische Bewe-

gung bestimmt, nach dem Hauptsatz der Theorie der ebenen Kurven, siche Satz
1.29 im Skript.

Ist f:[0,1] x I — R eine C' Funktion, so gilt immer 4 (folf(x,t)d1:> =
1
0 %(m,t)dm.

WAHR: Korollar 3.57 im Skript.

Jede auf einer abgeschlossenen beschriankten Teilmenge des R™ definierte stetige
reellwertige Funktion besitzt ein Minimum und ein Maximum.

WAHR: Korollar 2.32 (Maximum und Minimum einer Funktion auf einem kompak-
ten Raum) und Satz 2.28 (Heine-Borel) im Skript.

Die Differentialgleichung y” = —2y hat eine eindeutige Losung y mit y(0) = —1.

FALSCH: Die Losung ist durch y(0) und y'(0) eindeutig bestimmt. Die allgemeine
Losung ist gegeben durch y(t) = ¢; cos(v/2t) + ¢y sin(v/2t), mit ¢;, ¢, € R. Damit
erfilllen alle Lésungen der Form y(t) = — cos(v/2t) + ¢y sin(v/2t), mit ¢, € R, die
Bedingung y(0) = —1.



ix) Partielle Ableitungen nach verschiedenen Variablen kénnen immer miteinander ver-
tauscht werden.

FALSCH: siehe Bemerkung 2.84 im Skript.

x) Jedes auf R? definierte wirbelfreie C! Vektorfeld besitzt ein Potential.
WAHR: Satz 2.104 (da R? sternformig ist) im Skript.



Aufgabe 2 [10 Punkte]

Fiir ein v €]0, 00 heifit eine Abbildung f : R™ \ {0} — R genau dann homogen vom
Grad o, wenn

fltx) =t°f(x)
fir alle ¢ €]0,00] und = € R \ {0} gilt. Zeigen Sie: eine differenzierbare Abbildung
f:R™\ {0} — R ist genau dann homogen vom Grad «, wenn

fur alle z € R™ \ {0} gilt.

(Hinweis: fiir die Riickrichtung fiziere man x € R"™ \ {0} und zeige, dass die Funktion
t — f(tz) die Differentialgleichung y' = Sy auf dem Intervall |0, 0o ldst.)

Lésung: Angenommen, f sei homogen vom Grad «. Sei x € R™\ {0} beliebig. Dann gilt
f(tx) = t*f(x) fir alle t €]0,00[. Da f differenzierbar ist, ist die Funktion |0, co[— R,
t — f(tx), ableitbar mit Ableitung gegeben durch (Kettenregel)

tHdtIf(%(tl‘)):dtxf(x) gf( ) - ;.

j=1

Andererseits ist ¢ — t*f(x) ebenfalls ableltbar mit Ableitung ¢t — at®~!f(x). Da diese
Ableitungen gleich sein miissen, folgt » 7 a L (tr)-2; = at® ' f(z). Setzt man t = 1 ein,
so bekommt man die gesuchte Identitat.

Sei umgekehrt die Identitdt af(z) = >0 x5 8 L(z) fiir alle 2 € R™\ {0} erfiillt. Fiir
ein beliebiges x € R™ \ {0} betrachten wir die Funktion y :]0,00[— R, y(t ) = f(tac)
Wegen f differenzierbar ist y ableitbar mit Ableitung y/(t) = dy. f(x) = Z” L(tx) . x

j=1 8:(:
(siehe Rechnung oben) Wegen t # 0 kann die rechte Seite umgeschrieben werden es gllt
> gg( T) x; =1 DD a L (tx) - tx;. Mit der Voraussetzung folgt dann > &C L (tz) -
T = la f(tx) = ty( ). Insbesondere erfiillt y die lineare Differentialgleichung y' = ¢y auf

10, 00[. Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist aber gegeben durch t — C' - e/ =
C - e = C .t wobei C € R eine Konstante ist. Wegen y(1) = f(x) folgt dann
y(t) = f(x) -t~ fir alle t €]0, co[. Insbesondere folgt f(tx) =t f(x), was zu zeigen war.



Aufgabe 3 [10 Punkte]

Man betrachte die Funktion f: R?* — R, (z,y) — 2* + y? — 2y — 22 + .

1. Zeigen Sie, dass f ein eindeutiges lokales Minimum besitzt.

2. Zeigen Sie, dass dieses lokale Minimum ein globales Minimum von f ist.
(Hinweis: leiten Sie aus einer Taylor-Formel folgende Identitdat her:

sa =5 7))o (U0 ))

fir alle (z,y) € R?, wobei H;(x,y) die Hesse-Matriz von f an der Stelle (z,y)
bezeichnet; folgern Sie die Behauptung.)

Losung:

1. Die Funktion f ist als Summe von C'*° Funktionen C'*° und es gilt fiir das Gradien-
tenvektorfeld von f an einer beliebigen Stelle (z,y) € R%:

(z,) ) ( 21—y —2 )
Vi), y) = = :
e (500 )= (570
Hat f ein lokales Extremum in (x,y), so muss nach der Vorlesung (Vf)(x,y) = 0

gelten, d.h.,
20—y =2
—x+2y =-—1

Dieses lineare Gleichungssytem besitzt eine eindeutige Losung: (x,y) = (1,0). Der
Punkt (1,0) ist also das einzige mogliche Extremum von f; insbesondere besitzt
f hochstens ein Extremum. Desweiteren ist die Hesse-Matrix von f an der Stelle
(1,0) gegeben durch

_( S0 50,0 2 -1
}ﬁ“ﬁ%‘<imao>aaao>) (—4 2)'

Da diese (nach dem Satz von Schwarz symmetrische) Matrix positiv-definit ist (ihre
Eigenwerte sind 1 und 3), folgt aus der Vorlesung, dass (1,0) ein lokales Minimum
ist. Da f nur ein Extremum haben kann, besitzt f genau ein lokales Minimum.

2. Fiir ein beliebiges (x,y) € R? schreiben wir die Differenz f(z,y) — f(1,0) mit Hilfe
der Taylor-Formeln. Wir haben schon %(1,0) = 3—5(1,0) = 0 bewiesen und ken-
nen die Hesse-Matrix von f an der Stelle (1,0) (siehe oben). Da jeder Summand
von f ein Polynom Vom Grad hochstens 2 in x,y ist, verschwinden alle partiellen
Ableitungen der Form (x y) fir alle Multiindizes o € N? mit |a| > 3. Deswegen
lautet die Taylor Formel mlt integralem Rest bis um die 2. Ordnung von f an der

Stelle (1,0):

1) o
Fa) - (0.0 = @=L+ Lo T E S )

| @
R::—/l 0 o= a! ox
= =0
@1 & PL gy O

_ ;(mgl)Jﬁam»(xgl)»



Da die Hesse-Matrix von f an der Stelle (1,0) positiv-definit ist (siehe oben), ist
die rechte Seite der letzten Gleichung nichtnegativ (und verschwindet genau dann,
wenn z — 1 =y = 0, d.h., wenn (x,y) = (1,0)). Dies beweist f(z,y) — f(1,0) >0
fiir alle (z,y) € R?. Somit ist (1,0) ein globales Minimum von f.



Aufgabe 4 [10 Punkte]
Berechnen Sie den Flicheninhalt von P := {(x,y) € R?|(2* + y?)3 < 922}.

Losung: Das Gebiet P ist invariant unter den Transformationen z +— —z und y —
—y, d.h.; unter den Orthogonalspiegelungen an den y- und x-Achsen. Somit ist der
Fliacheninhalt A(P) von P gleich vier mal dem von P N {(z,y) € R*|z > 0,y > 0}.
Beachte auBerdem dass, fiir jedes (x,y) € P, die Ungleichung (2? + y?)3 < 922 die
Ungleichung (22)® < 922 impliziert, d.h., |z| < v/3. Nun gilt, fiir = € [0,v/3] und y > 0:

(2 +7)° <927 = 2 +yP < (%)}
= > < (32)7 — 2
— y<4/(3z)5 — a2

1 2
— y<x3-43% —as.

Bemerke, dass die rechte Seite der letzten Ungleichung wegen |z| < v/3 wohldefiniert ist.
Mit der Transformationsformel folgt

\/g 1 2 4
A(P) = 4/ x3 -\ 33 —x3de
0
8o, 3 .
= 4/ 33 —u-—du wobel 4 := z3
0 4
1

= 3/ 3%'\/1—0-3§dv Wobeiv::i%’%u
0
1

= 9/ vV1—vdv
0

wino

o o]
6.

Lésung unter Anwendung der Polarkoordinaten: x = r cos(p),y = rsin(p), r €]0, +oo[, ¢ €
] — 7, w[. Wir bemerken zuerst, dass (22 +92)® < 922 ist dquivalent zu r < v/31/] cos()].
Wegen der Symmetrie von P unter der Orthogonalspiegelung an die x-Achse, folgt:

5 \/ 3 cos(p)
A(P) = 2/ / rdrdy = /
-z Jo —

:/ 3 cos(p) dp = 3sin(g0)|§ = 6.

jus

2 3cos
(2"

INE]

NIE



Aufgabe 5 [10 Punkte]

Bestimmen Sie die allgemeinen Losungen folgenden Differentialgleichungssystems:

y1 =3y1t+y2+1 (1)
Yo = —Y1+y2—1

Losung:

e Man muss zuerst folgende homogene Gleichung 16sen:

(B)-(5 1)) o

_31 1 > sind gegeben durch

33— 1
det( 1 1_)\)—0,

also A2 — 4\ + 4 = 0 und damit \; = \y = 2. Der Eigenraum zum Eigenwert 2 ist
gegeben durch:
Ey\ = span( _11 ) .

Damit ist eine Losung der Differentialgleichung (12)) gegeben durch: y(t) = e

Die Eigenwerte der Matrix <

ot [ 1
-1
Um eine weitere (davon linear unabhéngige) Losung zu finden, machen wir folgenden

Ansatz: y(t) = e* {t ( _11 ) + ( . )} Nach Einsetzen in (2)) folgt we + w; = 1.

%)

Z.B. fiir w; = 0 bekommen wir folgende Losung: y(t) = e* ( —tt—i— 1 ) Damit

sind die allgemeinen Losungen von gegeben durch:

yn(t) = e {cl ( _11 ) +c2( —tt+ . )} ,  mit ¢y, € R, (3)

e Wir suchen eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung. Dafiir kann
man entweder die Variation der Konstanten benutzen oder einen speziellen Ansatz
machen (die von der Form des inhomogenen Terms abhéngt).

Nach dem Ansatz der Variation der Konstanten nehmen wir an, dass die Losung
von folgender Form ist:

y(t) = e [cl(t) ( ! ) + ealt) ( e )} | (4)

Nach Einsetzen in (1)) folgt:

a2 )rao( )= ( 50



Aquivalent dazu

(A=) () = ()

Daraus folgt:

Nach Integrieren folgt:

1
a(t) = —1(215 +1)e 475
ca(t)

mit 61,62 € R.

Co

Damit ist z.B. eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung (1)) gegeben
durch:

1 1
Ymn(t) = _Z(2t+ 1) ( 1 ) .
und die allgemeine Losung von ist:

cre® + cpte? — L2t + 1 .
y(t> = yh(t) + yinh<t) - ( _Cle%t _ Cg(lf— 1)62%(—1— 1(2t)+ 1) ) mit C1,Co € R.



Aufgabe 6 [10 Punkte]
Sei M :={(x,y,2) € R?|a? —y* + 2* =1} C R

i)
ii)

iii)

Zeigen Sie, dass M eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des R3 ist.

Bestimmen Sie eine lineare Gleichung, welche den Tangentialraum 7,M von M an
der Stelle p = (0,0, —1) beschreibt und geben Sie eine Basis von 7,,M an.

Zeigen Sie, dass X : M — R3, (z,y,2) — (—x,2y%, —223), ein C* Normalenfeld
auf M definiert.

Losung:

i)

ii)

iii)

Die Abbildung f : R® — R, (z,y,2) — 2* — y* + 2% — 1, ist offenbar C'* mit
(V)(z,y,2) = 2z, —4y?,423) fiir alle (x,y, z) € R3. Damit verschwindet der Gra-
dient (Vf)(z,y, z) genau dann, wenn (z,y,z) = (0,0,0). Ist nun (z,y,2) € M =
F71{0}), so gilt 2 — y* + 2* = 1, insbesondere (x,y,2) # (0,0,0) und daher
(V) (z,y,2) # (0,0,0). Das zeigt, dass 0 € R ein regularer Wert der Funktion
f ist. Aus dem Satz iiber den reguldren Wert (Korollar 5.6 im Skript) folgt, dass
M = f~1({0}) eine 3 — 1 = 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R ist.

Bemerke, dass wegen f(p) = 0 der Punkt p wohl auf M liegt. Nach der Vorlesung
(genauer: Proposition 5.10 im Skript) ist 7,M gegeben durch T,M = ker(d,f),
wobei d,f : R® — R das Differential von f an der Stelle p = (0,0, —1) ist. Da
aber d,f(X) = ((Vf)(p), X) fiir alle X € R® gilt, ist T,M = (Vf)(p)*: = {X €
R3[| (X, (Vf)(p)) = 0}. Nun ist nach den obigen Rechnungen (V f)(p) = (0,0, —4),

somit ist
T,M ={X € R’ (X,(0,0,—4)) = 0} = {X = (X1, X2, X3) € R’ | X3 = 0}.
Damit ist eine Basis von T,,M gegeben z.B. durch {u := (1,0,0),v := (0,1,0)}.

Die Abbildung X ist offenbar C*°, da sie die Einschrinkung der auf R3 definierten
C*> Funktion (z,y, z) — (—x, 2y, —22%) auf M ist. Ein Normalenfeld auf M ist ein
Vektorfeld, das in jedem Punkt ¢ € M senkrecht auf dem Tangentialraum T, M ist.
Da hier T,M = ker(d,f) = (Vf)(q)*, geniigt es, zu zeigen, dass X (q) proportional
zu (Vf)(q) ist, fiir alle ¢ € M. Nach der obigen Rechnung in i) folgt sofort, dass
X(q) = —2(Vf)(q), fir alle ¢ € M und damit ist X ein Normalenfeld auf M.



