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Chapitre 1

Introdution

Dans e mémoire, on dégage d'une part quelques propriétés des strutures et onnexions hermitiennes,

qui s'introduisent naturellement dans l'étude de l'espae des twisteurs d'une variété onforme, et d'autre

part les bases de la géométrie spinorielle onforme.

La première partie est onsarée aux strutures presque-hermitiennes sur les variétés orientables de di-

mension paire. Une struture presque-hermitienne sur une variété onsiste en la donnée d'une struture

presque-omplexe et d'une métrique faisant de elle-i une isométrie. Après avoir détaillé, puis transposé

au as des variétés, les propriétés des strutures presque-omplexes et presque-hermitiennes sur un espae

vetoriel réel, on donne di�érentes déompositions de l'espae des 2-formes à valeurs dans le fibré tangent.

L'appliation de ette déomposition aux divers tenseurs naturels sur une variété presque-hermitienne

permet en partiulier d'a�irmer qu'une variété est kählérienne si et seulement si elle est à la fois hermi-

tienne et sympletique.

Si une struture presque-hermitienne sur une variété est fixée, on peut d'autre part définir la notion de

onnexion hermitienne. Une onnexion hermitienne est une dérivée ovariante sur la variété qui préserve

la struture presque-omplexe et la métrique. Une onnexion hermitienne étant uniquement déterminée

par sa torsion, qui s'identifie à une 2-forme à valeurs dans le fibré tangent, on peut appliquer les théorèmes

de déomposition préédents à elle-i; il en résulte en partiulier l'existene et l'uniité d'une onnexion

hermitienne de torsion de norme minimale.

En seonde partie, on s'intéresse aux strutures de Weyl sur les variétés onformes, i.e. aux dérivées

ovariantes sur la variété préservant la struture onforme et sans torsion. Celles-i englobant naturelle-

ment les onnexions de Levi-Civita des métriques de la lasse onforme, on va herher à généraliser les

onstrutions et les résultats de la géométrie spinorielle riemannienne. Le théorème de Weyl permet tout

d'abord, sur une variété onforme donnée, de mettre en orrespondane a�ine l'ensemble des strutures

de Weyl et l'espae des dérivées ovariantes sur le fibré des salaires de poids 1, L

1

. On peut alors dé-

omposer de plusieurs manières le tenseur de ourbure d'une struture de Weyl, en faisant apparaître le

tenseur de ourbure de la dérivée ovariante assoiée sur L

1

. Les notions de tenseur de Rii, de ourbure

salaire, de variétés d'Einstein-Weyl, i.e. dont la partie symétrique sans trae du tenseur de Rii s'annule,

s'introduisent aussi de manière naturelle.

Par analogie ave la géométrie spinorielle riemannienne, où la métrique est fixée, on définit les stru-

tures CSpin sur les variétés onformes, où CSpin

n

= Spin

n

�R

�

+

. La seule di�iulté pour définir les autres

objets sur une variété CSpin onsiste à rendre `onforme' e qui a été onstruit dans le adre riemannien,

i.e. indépendant du hoix d'une métrique dans la lasse onforme; d'où, par exemple, l'introdution de

spineurs à poids.

L'opérateur de Dira assoié à une struture de Weyl sur les spineurs à poids apparaît alors naturel-

lement. Par l'intermédiaire de deux formules liant le tenseur de ourbure sur les spineurs à poids et elui

de la struture de Weyl, on obtient la formule de Shrödinger-Lihnérowiz onforme, qui généralise elle

du adre riemannien. L'appliation immédiate de ette formule à l'étude des spineurs twisteurs puis des

spineurs de Killing donne des onditions néessaires d'existene de spineurs de Killing non triviaux. Là,
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2 Chapitre 1. Introdution

des di�érenes ave le adre riemannien surgissent.

Ce travail est basé sur l'artile de Paul Gauduhon [Gau1℄ pour la géométrie presque-hermitienne, et

sur elui de Volker Buhholz [Bu℄ pour la géométrie onforme.



Chapitre 2

Préliminaires

2.1 Préliminaires algébriques

Dans toute ette partie, V désigne un espae vetoriel réel de dimension n. Lorsque n est pair, on

note m =

n

2

.

2.1.1 Struture presque-omplexe sur un espae vetoriel réel

Définition 2.1 Une struture presque-omplexe sur V est un endomorphisme J de V tel que J

2

=

�Id

V

.

Remarques 2.1

1. L'espae V est de dimension paire si et seulement si V admet une struture presque-omplexe.

2. Si J est une struture presque-omplexe sur V , on peut dé�nir une struture de C -espae vetoriel

sur V en posant

8v 2 V; iv = J(v):

Dans e as:

� Un R-sous-espae vetoriel F de V est un C -sous-espae vetoriel si et seulement si J(F ) � F .

� Si J

0

est une struture presque-omplexe sur un autre R-espae vetoriel V

0

, alors une appli-

ation R-linéaire f : V �! V

0

est C -linéaire si et seulement si f Æ J = J

0

Æ f .

Proposition 2.1 Soit J une struture presque-omplexe sur V . Il existe une famille (e

1

; : : : ;e

m

) de ve-

teurs de V telle que (e

1

; : : : ;e

m

;J(e

1

); : : : ;J(e

m

)) soit une base de V .

Corollaire 2.1

1. Le groupe GL

n

(C ) s'identifie au sous-groupe de GL

2n

(R) des matries de la forme

�

A B

�B A

�

où A;B 2M

n

(R) et det

�

A B

�B A

�

6= 0:

2. Si B = (e

1

; : : : ;e

m

;J(e

1

); : : : ;J(e

m

)) et B

0

= (e

0

1

; : : : ;e

0

m

;J(e

0

1

); : : : ;J(e

m

0

)) sont deux bases de V

omme dans la proposition (2.1), alors B et B

0

ont même orientation, i.e. si P

B

0

B

est la matrie de

passage de B à B

0

, alors det(P

B

0

B

) > 0.

Remarque 2.1 Au lieu de onsidérer des bases de la forme (e

1

; : : : ;e

m

;J(e

1

); : : : ;J(e

m

)) de V , on peut

prendre des bases de la forme (e

1

;J(e

1

);e

2

;J(e

2

); : : : ;e

m

;J(e

m

)); le dernier résultat subsiste.

3



4 Chapitre 2. Préliminaires

2.1.2 Déomposition des formes alternées en types

Soit J une struture presque-omplexe sur V . Soit

V



= V 


R

C

le omplexi�é de V . L'endomorphisme J induit un endomorphisme J



: V



�! V



prolongeant J ; J



vérifie (J



)

2

= �Id

V



= i

2

Id

V



don

V



= ker(J



� iId

V



)� ker(J



+ iId

V



) (2.1)

Posons V

1;0

= ker(J



� iId

V



) et V

0;1

= ker(J



+ iId

V



).

Proposition 2.2

1. V

1;0

= fX � iJ(X); X 2 V g et V

0;1

= fX + iJ(X); X 2 V g

2. La onjugaison

onj : V



= V � iV �! V



;

X + iY 7�! X � iY;

éhange V

1;0

et V

0;1

. En partiulier, dim

C

V

1;0

= dim

C

V

0;1

= m.

On peut e�etuer le même travail sur V

�

, à ondition de passer J au dual: si la onvention usuelle impose

J

�

(�)(X) = �(J(X));

en revanhe si on veut que J ommute ave la dualité riemannienne, i.e. que

e

J(< X;� >) =< J(X);� > ;

il faut poser

e

J(�)(X) = ��(J(X)):

L'endomorphisme

e

J est une struture presque-omplexe sur V

�

, et si on pose

V

1;0

= f� 2 (V

�

)



;

e

J



(�) = �i�g

et

V

0;1

= f� 2 (V

�

)



;

e

J



(�) = i�g;

alors on obtient de même

(V

�

)



= V

1;0

� V

0;1

et, par (V



)

�

�

=

(V

�

)



,

V

1;0

= (V

0;1

)

o

(= (V

1;0

)

�

)

V

0;1

= (V

1;0

)

o

(= (V

0;1

)

�

);

où, pour un sous-espae vetoriel F de V , (F )

o

désigne le polaire de F , i.e. l'ensemble des formes linéaires

sur V s'annulant sur F . On peut ainsi déomposer les formes alternées sur V



.

Proposition 2.3

1. L'algèbre des formes alternées sur V



se sinde sous la forme:

^

V

 �

=

M

0�r�n

M

p+q=r

p;q

^

V

 �

où

p;q

^

V

 �

= f0g si p ou q > m,

= V et

C

f� ^ �; � 2

p

^

V

1;0

; � 2

q

^

V

0;1

g sinon.
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2. La onjugaison, étendue en un R�automorphisme de

V

V

 �

, éhange

V

p;q

V

 �

et

V

q;p

V

 �

.

Remarques 2.2

1. Si (e

1

; : : : ;e

m

) est une C -base de V

1;0

, soit (e

�

1

; : : : ;e

�

m

) la C -base duale de V

1;0

; (e

�

1

; : : : ;e

�

m

) est une

C -base de V

0;1

, don une C -base de

V

p;q

V

 �

est formée par les

e

�

i

1

^ : : : ^ e

�

i

p

^ e

�

j

1

^ : : : ^ e

�

j

q

; 1 � i

1

< : : : < i

p

� m; 1 � j

1

< : : : < j

q

� m:

2. Si ! 2

V

r

V

�

, puisque

V

r

V

�

,!

V

r

V

 �

, ! peut être vue omme une r-forme sur V



; or ! est à

valeurs réelles, don

8(X

1

; : : : ;X

r

) 2 V

r

; !(X

1

; : : : ;X

r

) = !(X

1

; : : : ;X

r

);

don si les 

i

1

;:::;i

p

;j

1

;:::;j

q

sont les oe�iients de la déomposition de ! dans la base préédente, alors



i

1

;:::;i

p

;j

1

;:::;j

q

= (�1)

pq



j

1

;:::;j

q

;i

1

;:::;i

p

:

3) On peut étendre J



en un C -automorphisme de l'algèbre

V

V

 �

, noté ^J



; si J

k

= ^

k

J



,

(J

k

)

2

= (�1)

k

Id

V

k

V

 �

, don

si k est pair :

k

^

V

 �

= ker(J

k

� Id

V

k

V

 �

)� ker(J

k

+ Id

V

k

V

 �

)

si k est impair:

k

^

V

 �

= ker(J

k

� iId

V

k

V

 �

)� ker(J

k

+ iId

V

k

V

 �

)

Par exemple, si k=2,

V

2

V

 �

=

V

2;0

V

 �

�

V

1;1

V

 �

�

V

0;2

V

 �

ave

V

1;1

V

 �

= ker(J

2

� Id

V

2

V

 �

)

i.e.

V

1;1

V

 �

= f! 2

V

2

V

 �

; 8X;Y 2 V; !(J(X);J(Y )) = !(X;Y )g

V

2;0

V

 �

�

V

0;2

V

 �

= ker(J

2

+ Id

V

2

V

 �

) et

V

2;0

V

 �

= f! 2

V

2

V

 �

; 8X;Y 2 V; !(J(X);Y ) = i!(X;Y )g

V

0;2

V

 �

= f! 2

V

2

V

 �

; 8X;Y 2 V; !(J(X);Y ) = �i!(X;Y )g:

2.1.3 Produit salaire hermitien sur une struture presque-omplexe

Définition 2.2 Soit J une struture presque-omplexe sur V . Un produit salaire hermitien sur (V;J)

est un produit salaire g sur V tel que J est g-orthogonal, i.e.

8X;Y 2 V; g(J(X);J(Y )) = g(X;Y ): (2.2)

Dans toute la suite des préliminaires algébriques, sauf mention expresse, J désigne une struture

presque-omplexe sur V .

Remarques 2.3

1. Si g est un produit salaire sur V , alors la forme R-bilinéaire h définie par

h(X;Y ) = g(X;Y ) + g(J(X);J(Y ))

est un produit salaire hermitien sur (V;J).
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2. Si E est un C -espae vetoriel, et si J est la struture presque-omplexe naturelle définie sur E par

J(X) = iX, ette notion de produit hermitien oïnide ave la notion usuelle au sens suivant: si

s : E �E �! C est une forme sesquilinéaire hermitienne définie positive, alors Re(s) vérifie (2.2).

Inversement, si g vérifie (2.2), alors

s : E �E �! C

(X;Y ) 7�! g(X;Y )� ig(J(X);Y )

est une forme sesquilinéaire hermitienne définie positive.

Proposition 2.4 Soit g un produit salaire hermitien sur (V;J). Il existe m éléments de V , (e

1

; : : : ;e

m

)

tels que (e

1

; : : : ;e

m

;J(e

1

); : : : ;J(e

m

)) soit une R-base g-orthonormée de V .

Preuve: On onsidère un veteur non isotrope e

1

; on montre que e

1

est orthogonal à J(e

1

) puis on

termine par réurrene sur (V et

R

fe

1

;J(e

1

)g)

?

. 2

On peut étendre un produit salaire hermitien g sur (V;J) en une forme C -bilinéaire sur V



; soit

g



: V



� V



�! C ette extension. L'appliation g



est symétrique, et vérifie :

8Z 2 V



; g



(Z;Z) � 0; et g



(Z;Z) = 0 () Z = 0

8(Z;Z

0

) 2 (V

1;0

)

2

; g



(Z;Z

0

) = 0:

Réiproquement, si on se donne ~g : V



� V



�! C une forme C -bilinéaire symétrique vérifiant

8Z 2 V



; ~g(Z;Z) � 0; et ~g(Z;Z) = 0 () Z = 0

8(Z;Z

0

) 2 (V

1;0

)

2

; ~g(Z;Z

0

) = 0;

en posant g = ~g

jV�V

, g est réelle et est un produit salaire hermitien tel que g



= ~g.

Définition 2.3 Soit g un produit salaire hermitien sur (V;J). La forme de Kähler de g est la 2-forme

alternée F définie par

F (X;Y ) = g(J(X);Y ):

Remarques 2.4

1. F est alternée ar J est g-orthogonal, et vérifie

F (J(X);J(Y )) = F (X;Y );

en partiulier F est de type (1,1).

2. Comme on vient de le voir, J



est g



-orthogonal; on peut, omme dans le as eulidien, dé�nir g



sur V

�

et dans e as,

e

J



(ou (

~

J)



) est g



-orthogonal. On en déduit que J

k

:

V

k

V

 �

�!

V

k

V

 �

est orthogonal pour la forme C -bilinéaire induite sur

V

k

V

 �

. Ainsi,

si k est pair (valeurs propres � 1), ker(J

k

� Id

V

k

V

 �

) ? ker(J

k

+ Id

V

k

V

 �

)

si k est impair (valeurs propres � i), g



est nulle sur haque sous-espae propre de J

k

.

Exemples:

1) (

V

1;1

V

 �

)

?

=

V

2;0

V

 �

�

V

0;2

V

 �

mais (

V

2;0

V

 �

)

?

=

V

1;1

V

 �

�

V

2;0

V

 �

en partiulier

V

2;0

V

 �

et

V

0;2

V

 �

ne sont pas orthogonaux.

2) Si k = 3,

ker(J

3

� iId

V

3

V

 �

) =

1;2

^

V

 �

�

3;0

^

V

 �

et

ker(J

3

+ iId

V

3

V

 �

) =

2;1

^

V

 �

�

0;3

^

V

 �

;
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De plus,

(

0;3

^

V

 �

)

?

=

2;1

^

V

 �

�

1;2

^

V

 �

�

0;3

^

V

 �

d'où

(

2;1

^

V

 �

�

1;2

^

V

 �

) ? (

3;0

^

V

 �

�

0;3

^

V

 �

):

2.2 Préliminaires géométriques

2.2.1 Variétés presque-omplexes

Définition 2.4 Une variété presque-omplexe est un ouple (M;J) où M est une variété lisse et J est

un (1,1)-tenseur sur M vérifiant J

2

= �Id

TM

.

Proposition 2.5 Toute variété presque-omplexe est de dimension paire et orientable.

Preuve: Si (M;J) est une variété presque-omplexe, alors pour tout x de M , J

x

: T

x

M �! T

x

M est

une struture presque-omplexe sur T

x

M , don la dimension de T

x

M , qui est elle de M , est paire.

Soit n = 2m ette dimension. Pour x élément de M , il existe m éléments de T

x

M , (e

1

; : : : ;e

m

) tels que

(e

1

; : : : ;e

m

;J(e

1

); : : : ;J(e

m

)) soit une base de T

x

M par (2.1). On peut supposer, par ontinuité de J ,

l'existene d'une base loale de e type, i.e. de m hamps de veteurs X

1

; : : : ;X

m

dans un voisinage U

de x tels que pour tout y dans U , (X

1

(y); : : : ;X

m

(y);J

y

(X

1

(y)); : : : ;J

y

(X

m

(y))) soit une base de T

y

M .

Or deux telles bases ont même orientation (Cf (2.1)); d'où l'existene d'un atlas dont les hangements de

artes ont un jaobien stritement positif .2

Définition 2.5 Une variété est omplexe si et seulement si elle est presque-omplexe et si ses han-

gements de artes ommutent ave la struture presque-omplexe J , i.e. pour toutes artes �

i

, �

j

en x,

T

x

(�

�1

i

Æ �

j

) Æ J

x

= J

x

Æ T

x

(�

�1

i

Æ �

j

):

Remarques 2.5

1. Une variété presque-omplexe est omplexe si et seulement si elle est loalement homéomorphe à

des ouverts de C

n

et si ses hangements de artes sont des appliations holomorphes.

2. On dit aussi qu'une variété presque-omplexe est omplexe si et seulement si J est intégrable.

Pour une variété presque-omplexe (M;J), on peut définir le tenseur de torsion de J par :

N(X;Y ) =

1

4

([J(X);J(Y )℄� [X;Y ℄� J([J(X);Y ℄)� J([X;J(Y )℄)):

N , appelé le tenseur de Nijenhuis de (M;J), est un (0,2)-tenseur alterné en (X;Y ).

Théorème 2.1 (Newlander-Nirenberg) Une variété presque-omplexe est omplexe si et seulement

si elle est sans torsion.

Dans toute la suite, (M;J) désigne une variété presque-omplexe de dimension n = 2m. On notera,

pour p entier positif, 


p

(M) = �(

V

p

T

�

M) l'espae des p-formes di�érentielles surM , et pour p,q entiers

positifs, 


p;q

(M) = �(

V

p;q

T

�

M) l'espae des p+q-formes di�érentielles de type (p,q) sur M .
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2.2.2 Variétés presque-hermitiennes

Définition 2.6 Une métrique hermitienne sur (M;J) est une métrique riemannienne g sur M telle que

pour tout x de M , J

x

est g

x

-orthogonal.

Définition 2.7 Une variété est dite presque-hermitienne (resp. hermitienne) si et seulement si elle est

presque-omplexe (resp. omplexe) et munie d'une métrique hermitienne.

Remarque 2.2 Comme on suppose les variétés dénombrables à l'infini, toute variété presque-omplexe

admet une métrique hermitienne (Cf (2.3)).

Dans toute la suite de e paragraphe, (M;J;g) désignera une variété presque-hermitienne. Soit D la

onnexion de Levi-Civita de (M;g). On peut dé�nir plusieurs formes sur M attahées à la struture

presque-hermitienne :

Définition 2.8 La forme de Kähler (ou forme anonique) de (M;J;g) est la 2-forme F définie par

F (X;Y ) = g(J(X);Y ):

La forme de Lee de (M;J;g) est la 1-forme � définie par

� = J(ÆF );

où Æ désigne la g-odi�érentielle de la dérivée extérieure d.

Remarque 2.3 Soit (e

1

;e

2

= J(e

1

); : : : ;e

n�1

;e

n

= J(e

n�1

)) une base g-orthonormée sur T

x

M (Cf (2.4))

et � l'appliation linéaire définie par

� : 


p

(M) �! 


p�2

(M)

 7�!

1

2

n

X

i=1

 (e

i

;J(e

i

); � ; : : : ;�)):

Alors � = �(dF ). En e�et, en utilisant les formules

d!(X

1

; : : : ;X

p+1

) =

p+1

X

i=1

(�1)

i+1

D

X

i

!(X

1

; : : : ;



X

i

; : : : ;X

p+1

)

Æ!(X

1

; : : : ;X

p�1

) = �

n

X

i=1

D

e

i

!(e

i

;X

1

; : : : ;X

p�1

);

on obtient :

8X 2 T

x

M; �(dF )(X) =

1

2

n

X

j=1

D

e

j

F (J(e

j

);X)�D

J(e

j

)

F (e

j

;X) +D

X

F (e

j

;J(e

j

))

=

n

X

j=1

D

e

j

F (e

j

;X) = J(ÆF )(X):

D'autre part, on remarque que

8� 2 


1

(M); � ^ F =

n

X

k=1

m

X

j=1

�(e

k

)e

�

2j�1

^ (J(e

2j�1

))

�

^ e

�

k

;

don 8B 2 


3

(M); g(� ^ F;B) = g(�;�(B)) d'une part

et 8� 2 


1

(M); �(� ^ F ) = (m� 1)� d'autre part.
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Il s'ensuit que




3

(M) �! 


3

(M)

! 7�!

1

m� 1

! ^ F

est un projeteur orthogonal. Lorsque ! = dF , on obtient la somme g-orthogonale

dF = (dF )

0

+

1

m� 1

� ^ F où �((dF )

0

) = 0

e qui peut servir de définition de �.

2.2.3 Struture de l'espae des 2-formes à valeurs dans le fibré tangent

Dans toute la suite des préliminaires, on suppose n > 2.

Définition 2.9 L'espae des 2-formes à valeurs dans TM , noté 


2

(TM), est l'espae des (1,2)-tenseurs

alternés par rapport à leurs deux variables ovariantes, i.e.




2

(TM) = f! : TM � TM ! TM C

1

(M)-bilinéaire : 8X;Y 2 �(TM); !(X;Y ) = �!(Y;X)g

De manière équivalente, une 2-forme à valeurs dans TM peut être vue omme une setion du fibré

(

V

2

T

�

M)
 TM

�

=

Hom(

V

2

TM;TM).

On peut d'autre part identifier toute 2-forme à valeurs dans TM à un (0,3)-tenseur sur M , alterné

en ses deux dernières variables, en posant pour ! 2 


2

(TM),

B(X;Y;Z) = g(X;!(Y;Z)):

Il est lair que 


2

(TM) � 


3

(M).

On déompose alors 


2

(TM) de deux manières naturelles di�érentes : l'une à l'aide de deux proje-

teurs orthogonaux, le projeteur de Bianhi et la trae définis i-dessous, et l'autre en s'inspirant de la

déomposition




2

(M) = 


2;0

(M)� 


1;1

(M)� 


0;2

(M)

de 


2

(M).

Considérons b le projeteur défini par:

b = Alt

j


2

(TM)

: 


2

(TM) �! 


3

(M)

B 7�! Alt(B)

où

8X

1

;X

2

;X

3

2 �(TM); Alt(B)(X

1

;X

2

;X

3

) =

1

3!

X

�2S

3

�(�)B(X

�(1)

;X

�(2)

;X

�(3)

):

Un simple alul montre que, puisque B 2 


2

(TM);

b(B)(X;Y;Z) =

1

3

(B(X;Y;Z) +B(Y;Z;X) +B(Z;X;Y )):

On nomme naturellement b le projeteur de Bianhi.

Soit d'autre part l'appliation

C

1

1

: 


2

(TM) �! 


1

(M)

B 7�!

n

X

i=1

B(e

i

;e

i

;�):
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L'appliation

f : 


1

(M) �! 


2

(TM)

� 7�! f(�)

où

8X;Y;Z 2 �(TM); f(�)(X;Y;Z) =

1

n� 1

(�(Z)g(X;Y )� �(Y )g(X;Z));

véri�e C

1

1

Æ f = Id




1

(M)

, d'où

tr

1;1

= f Æ C

1

1

: 


2

(TM) �! 


2

(TM)

est la projetion sur

f




1

(M) = f(


1

(M)) parallèlement à ker(C

1

1

).

Lemme 2.1 Les appliations b et tr

1;1

sont des projeteurs orthogonaux.

Preuve:

Pour b, ela provient du fait que pour toute matrie A, det(

t

A)=det(A). Pour tr

1;1

, si j 6= k,

tr

1;1

(e

�

i


 (e

�

j

^ e

�

k

)) = Æ

ij

f(e

�

k

)� Æ

ik

f(e

�

j

);

don tr

1;1

(e

�

i


 (e

�

i

^ e

�

k

)) =

1

n� 1

X

p 6=k

e

�

p


 (e

�

p

^ e

�

k

);

et si B 2 


2

(TM) véri�e tr

1;1

(B) = 0, alors

g(B;tr

1;1

(e

�

i


 (e

�

i

^ e

�

k

))) =

n

X

l=1

B(e

l

;e

l

;e

k

)

= 0: 2

Proposition 2.6 L'espae des 2-formes à valeurs dans TM se déompose sous la forme suivante :




2

(TM) =

f




1

(M)�

?

(


2

(TM))

0

�

?




3

(M)

où

f




1

(M) = tr

1;1

(


2

(TM)) = Im(tr

1;1

)

(


2

(TM))

0

= ker(tr

1;1

) \ ker(b):

Preuve: Puisque que tr

1;1

est un projeteur orthogonal,




2

(TM) = Im(tr

1;1

)�

?

ker(tr

1;1

);

et omme 


3

(M) = Im(b) � ker(tr

1;1

), alors

ker(tr

1;1

) = 


3

(M)�

?

ker(tr

1;1

) \ ker(b);

et en utilisant les notations préédentes,on obtient le résultat 2

Par analogie ave 


2

(M), posons




1;1

(TM) = fB 2 


2

(TM)= 8X;Y 2 �(TM); B(J(X);J(Y )) = B(X;Y )g




2;0

(TM) = fB 2 


2

(TM)= 8X;Y 2 �(TM); B(J(X);Y ) = J(B(X;Y ))g




0;2

(TM) = fB 2 


2

(TM)= 8X;Y 2 �(TM); B(J(X);Y ) = �J(B(X;Y ))g
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et soit

M : 


2

(TM) �! 


2

(TM)

B 7�! M(B);

où 8X;Y 2 �(TM); M(B)(X;Y ) = B(J(X);J(Y )):

M

2

= Id




2

(TM)

, etM étant g-orthogonal (véri�ation immédiate sur la base g-orthonormée (e

1

;J(e

1

); : : : ;e

m

;J(e

m

))),

on a :




2

(TM) = 


1;1

(TM)�

?




2;0

(TM)� 


0;2

(TM): (2.3)

Lemme 2.2 Soit B 2 


2

(TM), B = B

1;1

+ B

2;0

+ B

0;2

sa déomposition donnée par la préédente

identité.

Alors B

1;1

=

1

2

(B +M(B))

B

2;0

(X;Y ) =

1

4

(B(X;Y )�B(J(X);J(Y ))� J(B(J(X);Y ))� J(B(X;J(Y ))))

B

0;2

(X;Y ) =

1

4

(B(X;Y )�B(J(X);J(Y )) + J(B(J(X);Y )) + J(B(X;J(Y ))));

soit

B

2;0

(X;Y;Z) =

1

4

(B(X;Y;Z)�B(X;J(Y );J(Z)) +B(J(X);J(Y );Z)

+B(J(X);Y;J(Z)))

B

0;2

(X;Y;Z) =

1

4

(B(X;Y;Z)�B(X;J(Y );J(Z)) �B(J(X);J(Y );Z)

�B(J(X);Y;J(Z))):

Ainsi, B 2 


1;1

(TM) () M(B) = B

B 2 


2;0

(TM) () B(J(X);Y;Z) = �B(X;J(Y );Z) (= �B(X;Y;J(Z)))

B 2 


0;2

(TM) () B(J(X);Y;Z) = B(X;J(Y );Z) (= B(X;Y;J(Z)))

Lien entre les deux déompositions :

Si B est un élément de 


2

(TM), on note

B = tr

1;1

(B) +B

0

+ b(B)

sa déomposition d'après (2.6),

B = B

1;1

+B

2;0

+B

0;2

sa déomposition d'après (2.3).

On ommene par onsidérer le as d'une 3-forme  2 


3

(M) :

 =  

1;1

+  

2;0

+  

0;2

où  2 


2

(TM) � 


3

(M)

 =  

+

+  

�

où  

+

est la omposante (2,1)+(1,2) de  et  

�

sa omposante (3,0)+(0,3):
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On vérifie diretement que toute (3,0) ou (0,3) forme est dans 


0;2

(TM), et que toute (2,1) ou (1,2)

forme a sa omposante (0,2) nulle dans 


2

(TM). Cei prouve :

Proposition 2.7 Soit  2 


3

(M). Alors

 

�

=  

0;2

 

+

=  

1;1

+  

0;2

et

 

1;1

=

1

2

( 

+

+M( 

+

))

 

2;0

=

1

2

( 

+

�M( 

+

))

Remarque 2.4 La forme  

+

ne peut être non nulle que si  

2;0

et  

1;1

sont non nulles. En e�et,

( 

+

)

0;2

= 0 entraine  

+

= 3b(M( 

+

)), en partiulier

g( 

+

;M( 

+

)) =

1

3

g( 

+

; 

+

)

d'où g( 

2;0

; 

2;0

) =

1

2

g( 

1;1

; 

1;1

):

On passe au as général : soit




3;+

(M) = 


3;0

(M)� 


0;3

(M)




3;�

(M) = 


2;1

(M)� 


1;2

(M):

Théorème 2.2

1. Pour tout élément B de 


0;2

(TM),

tr

1;1

(B) = 0

B

0

et b(B) sont dans 


0;2

(TM):

En partiulier, b(B) 2 


3;�

(M).

2. La restrition de b à 


2;0

(TM) est un isomorphisme sur 


3;+

(M), et sa réiproque est donnée par




3;+

(M) �! 


2;0

(TM)

! 7�!

3

2

(! �M(!)):

3. L'espae 


1;1

(TM) se déompose sous forme de la somme orthogonale




1;1

(TM) = 


1;1

s

(TM)�

?




1;1

a

(TM);

où 


1;1

s

(TM) = 


1;1

(TM) \ ker(b)




1;1

a

(TM) = (


1;1

s

(TM))

?

\ 


1;1

(TM)

et la restrition de b à 


1;1

a

(TM) est un isomorphisme sur 


3;+

(M) de réiproque




3;+

(M) �! 


1;1

a

(TM)

! 7�!

3

4

(! +M(!)):



2.2. Préliminaires géométriques 13

Preuve:

1. En onsidérant la base g-orthonormée (e

1

;J(e

1

); : : : ;e

m

;J(e

m

)), pour tout hamp de veteurs X sur

M ,

tr

1;1

(B)(X) =

m

X

i=1

B(e

i

;e

i

;X) +

m

X

i=1

B(J(e

i

);J(e

i

);X)

ave B(J(e

i

);J(e

i

);X) = B(e

i

;J

2

(e

i

);X)

don = 0:

De plus, on véri�e aisément que b(B) 2 


0;2

(TM).

2. On montre diretement que (b(B))

0;2

= 0 : en e�et, pour tous hamps de veteurs X ,Y et Z sur M ,

b(B)(X;J(Y );J(Z)) =

1

3

(�B(X;Y;Z) +B(Y;Z;X) +B(Z;X;Y ))

= �

2

3

B(X;Y;Z) + b(B)(X;Y;Z);

d'où B =

3

2

(b(B)�M(b(B))). En partiulier b(B) = 3b(M(b(B))) don (b(B))

0;2

= 0.

3. On herhe un inverse du type b(A) �! �(b(A) +M(b(A))) (pour que et inverse soit invariant par

M). On doit avoir b(A) = b

�

�(b(A) +M(b(A)))

�

, don on pose

h : 


3

(M) �! 


1;1

(TM)

 7�!

3

4

( +M( )):

Montrons que h

j


3;+

(M)

est la réiproque de b

j


1;1

a

(TM)

.

h

j


3;�

(M)

= 0 ar M( 

�

) =M( 

0;2

) = � 

0;2

don on restreint h à 


3;+

(M).

h(


3;+

(M)) � 


1;1

a

(TM) ar si  

+

2 


3;+

(M), et B 2 


1;1

s

(TM),

g( 

+

+M( 

+

);B) = 2g( 

+

;B) ar M(B) = B et M

2

= Id

= 2g(b( 

+

);B) ar b( 

+

) =  

+

= 2g( 

+

;b(B)) ar b est auto-adjoint.

= 0

Reste à prouver que b(


1;1

a

(TM)) � 


3;+

(M), i.e. que b(B) = 3b(M(b(B))):

Si ei est démontré, alors b

j


1;1

a

(TM)

étant lairement injetif, on aura aussi

h Æ b

j


1;1

a

(TM)

= Id

j


1;1

a

(TM)

;

i.e.

8A 2 


1;1

a

(TM); A =

3

4

�

b(A) +M(b(A))

�

:

On alule: pour X,Y et Z 2 �(TM),

b(B)(X;J(Y );J(Z)) =

1

3

�

B(X;Y;Z) +B(J(Y );J(Z);X) +B(J(Z);X;J(Y ))

�

b(B)(J(X);Y;J(Z)) =

1

3

�

B(J(X);Y;J(Z)) +B(Y;J(Z);J(X)) +B(J(Z);J(X);Y )

�

b(B)(J(X);J(Y );Z) =

1

3

�

B(J(X);J(Y );Z) +B(J(Y );Z;J(X)) +B(Z;X;Y )

�

don 3b(M(b(B)))(X;Y;Z) =

1

3

�

B(X;Y;Z) +B(Y;Z;X) +B(Z;X;Y )

�

= b(B)(X;Y;Z)
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d'où (b(B))

0;2

= 0: 2

Corollaire 2.2 Par omposition




2;0

(TM)

b

�! 


3;+

(M)

(b

j


1;1

a

(TM)

)

�1

�! 


1;1

a

(TM);

il existe un isomorphisme

� : 


2;0

(TM) �! 


1;1

a

(TM)

B 7�!

3

4

�

b(B) +M(b(B))

�

dont l'inverse est donné par

�

�1

: 


1;1

a

(TM) �! 


2;0

(TM)

A 7�!

3

2

�

b(A)�M(b(A))

�

Si B 2 


2;0

(TM); tr

1;1

(B) = 3

e

J

�

�(b(B))

�

si A 2 


1;1

a

(TM); tr

1;1

(A) = �

3

2

e

J

�

�(b(A))

�

:

Preuve: Faisons-la pour B:

tr

1;1

(B) =

3

2

�

tr

1;1

(B)� tr

1;1

�

M(b(B))

�

�

, et tr

1;1

(b(B)) = 0; de plus

tr

1;1

(M(b(B)))(X) =

n

X

i=1

b(B)(e

i

;J(e

i

);J(X)) = �

n

X

i=1

e

J(b(B)(e

i

;J(e

i

);�))(X)

= �2

e

J

�

�(b(B))

�

(X);

d'où tr

1;1

(B) = 3

e

J(�(b(B))): 2

2.2.4 Appliation à l'étude de DF

Le théorème (2.2) permet de préiser les liens entre la struture presque-omplexe et la métrique

hermitienne. On note, pour une 2-forme ! sur M, d



! la 2-forme définie par:

8X;Y;Z 2 �(TM); d



!(X;Y;Z) = �d!(J(X);J(Y );J(Z)):

Proposition 2.8

1. N

0

est de type (0,2), don N = N

0

+ b(N)

2. (DF )

1;1

= 0 don DF = (DF )

2;0

+ (DF )

0;2
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3. (DF )

0;2

est déterminé par et détermine N :

8X;Y;Z 2 �(TM); (DF )

0;2

(X;Y;Z) = N(J(X);Y;Z) +N(J(Y );X;Z)�N(J(Z);X;Y )

ou enore = 2N

0

(J(X);Y;Z) +

1

3

(dF )

�

(X;Y;Z)

et b(N) =

1

3

(d



F )

�

.

4. (DF )

2;0

est déterminé par (dF )

+

:

(DF )

2;0

=

1

2

�

(dF )

+

�M((dF )

+

)

�

:

Preuve :

1. On vérifie diretement, par la définition de N , que

8X;Y 2 �(TM); N(J(X);Y ) = �J(N(X;Y )):

2. D

X

F (Y;Z) = g(D

X

(J(Y ))� J(D

X

Y );Z) don

D

X

F (J(Y );J(Z)) = g(J(D

X

Y )�D

X

(J(Y ));Z)

= �D

X

F (Y;Z):

3. (DF )

0;2

(X;Y;Z) =

1

4

�

D

X

F (Y;Z)�D

X

F (J(Y );J(Z))�D

J(X)

F (J(Y );Z)�D

J(X)

F (Y;J(Z))

�

don

(DF )

0;2

(X;Y;Z) =

1

2

�

D

X

F (Y;Z)�D

J(X)

F (J(Y );Z)

�

par e qui préède.

On utilise l'identité de Koszul et la définition de N pour arriver à

(DF )

0;2

(X;Y;Z) = N(J(X);Y;Z) +N(J(Y );X;Z)�N(J(Z);X;Y ):

De plus, en remarquant que pour toute 2-forme !,

d! = 3b(D!);

alors dF = 3b(DF ) = 3b((DF )

0;2

) + 3b((DF )

2;0

):

Or b((DF )

0;2

) 2 


3;�

(M) et b((DF )

2;0

) 2 


3;+

(M), d'où

b((DF )

0;2

) =

1

3

(dF )

�

b((DF )

2;0

) =

1

3

(dF )

+

En remarquant aussi que pour  2 


0;2

(TM);  (J(�); � ;�) 2 


0;2

(TM); et

b( (J(�); � ;�)) = (b( ))(J(�); � ;�); puisque N 2 


0;2

(TM), alors

(DF )

0;2

= 2N

0

(J(�); � ;�)� 3b(N)(J(�); � ;�)

d'où b((DF )

0;2

) = �b(N)(J(�); � ;�)

i.e. b(N) =

1

3

((dF )

�

)
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et il est faile de montrer que ((dF )

�

)



= (d



F )

�

(et ((dF )

+

)



= (d



F )

+

).

D'où on tire aussi

(DF )

0;2

= 2N(J(�); � ;�) + (dF )

�

puis (DF )

0;2

= 2N

0

(J(�); � ;�) +

1

3

(dF )

�

((N(J(�); � ;�))

0

= N

0

(J(�); � ;�)):

4. De b((DF )

2;0

) =

1

3

(dF )

+

, on déduit, par (2.2),

(DF )

2;0

=

3

2

�

b((DF )

2;0

)�M(b((DF )

2;0

))

�

=

1

2

�

(dF )

+

�M((dF )

+

)

�

: 2

Remarque 2.5 Si  2 


2;0

(TM),  (J(�); � ;�) 2 


2;0

(TM) mais

b( (J(�); � ;�)) 6= (b( ))(J(�); � ;�):

Idem si  2 


1;1

(TM).

Corollaire 2.3 On a équivalene entre

DJ = 0

et

�

(dF )

+

= 0

J est intégrable

Preuve :

Si DJ = 0, alors par définition de DF , DF = 0; en partiulier (dF )

+

= 0.

De plus, (DF )

0;2

= 0 entraine N = 0 don par (2.1), (M;J) est omplexe.

Réiproquement, si (dF )

+

= 0 et N = 0, alors

(DF )

2;0

=

1

2

�

(dF )

+

�M((dF )

+

)

�

= 0

et 8X;Y;Z 2 �(TM); (DF )

0;2

(X;Y;Z) = N(J(X);Y;Z) +N(J(Y );X;Z)

�N(J(Z);X;Y )

= 0;

d'où DF = 0, puis DJ = 0. 2

Terminologie: Une variété presque-hermitienne (M;J;g) de tenseur de Nijenhuis N , de onnexion ano-

nique D et de forme de Kähler F est dite

� kählérienne si et seulement si J est D-parallèle, i.e. DJ = 0

� sympletique (resp. (2,1)-sympletique) si et seulement si F est fermée, i.e. dF = 0 (resp. (dF )

+

= 0).

Ainsi le préédent orollaire montre que (M;J;g) est kählérienne si et seulement si (M;J;g) est à la fois

(2,1)-sympletique et hermitienne.



Chapitre 3

Connexions hermitiennes sur une

variété presque-hermitienne

On reprend dans toute ette partie les notations du préédent paragraphe, et on suppose enore n > 2.

3.1 Potentiel et torsion d'une onnexion hermitienne

Définition 3.1 Soit (M;J;g) une variété presque-hermitienne. On appelle onnexion hermitienne sur M

toute onnexion linéaire r sur TM satisfaisant:

rg = 0; i.e. r est métrique

rJ = 0; i.e. J est r-parallèle.

Définition 3.2 Soit r une onnexion hermitienne sur une variété presque-hermitienne (M;J;g).

Le potentiel de r est le (1,2)-tenseur A sur M défini par:

A = r�D:

La torsion de r est le (1,2)-tenseur T sur M défini par:

8X;Y 2 �(TM); T

X

Y = r

X

Y �r

Y

X � [X;Y ℄:

On identifie, par g, A et T à des (0,3)-tenseurs sur M en posant:

8X;Y;Z 2 �(TM); A(X;Y;Z) = g(r

X

Y;Z)� g(D

X

Y;Z)

T (X;Y;Z) = g(X;T

Y

Z)

r et D étant métriques, A est un élément de 


2

(TM). D'autre part, puisque

T

X

Y = �T

Y

X , T est aussi élément de 


2

(TM). D étant sans torsion, on vérifie alors aisément que

T = �A+ 3b(A)

A = �T +

3

2

b(T )

Remarques 3.1

1. Par e qui préède, r est sans torsion si et seulement si r = D.

17
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2. Si r est métrique, alors J est r-parallèle si et seulement si A satisfait

8X;Y;Z 2 �(TM); A(X;J(Y );Z) +A(X;Y;J(Z)) = �DF (X;Y;Z):

On peut don voir l'ensemble des onnexions hermitiennes sur (M;J;g) omme un espae a�ne de

diretion 


1;1

(TM) (Cf (2.2)).

3.2 Détermination d'une onnexion hermitienne par sa torsion

Comme on vient de le voir, une onnexion hermitienne sur une variété presque-hermitienne est en-

tièrement donnée par son potentiel, et par la orrespondane bijetive préédente, par sa torsion T . On

va en fait montrer que T ne peut être hoisie arbitrairement, mais qu'elle dépend entièrement de ses

omposantes dans 


3;+

(M) et 


1;1

s

(TM).

Proposition 3.1 Soit r une onnexion hermitienne sur (M;J;g) et T sa torsion.

1. T

0;2

= N en partiulier T

0;2

est indépendant de r

2. T

2;0

� �

�1

(T

1;1

a

) =

1

2

�

(d



F )

+

�M((d



F )

+

)

�

= (DF )

2;0

(J(�); � ;�), ou, de manière équivalente,

b(T

2;0

� T

1;1

a

) =

1

3

(d



F )

+

; en partiulier b(T

2;0

� T

1;1

a

) est indépendant de r.

3. Pour tout  

+

dans 


3;+

(M), pour tout B

s

dans 


1;1

s

(TM), il existe une unique onnexion hermi-

tienne r telle que T

1;1

s

= B

s

et (b(T ))

+

=  

+

. T est alors donnée par:

T = N +

1

8

(d



F )

+

�

3

8

M((d



F )

+

) +

9

8

 

+

�

3

8

M( 

+

) +B

s

:

Preuve :

1. Comme on l'a vu dans la remarque 2. préédente, A est le potentiel d'une onnexion hermitienne si et

seulement si A 2 


2

(TM) et A satisfait

8X;Y;Z 2 �(TM); A(X;J(Y );Z) +A(X;Y;J(Z)) = �DF (X;Y;Z);

don si et seulement si

T (X;J(Y );Z) + T (X;Y;J(Z))�

3

2

�

b(T )(X;J(Y );Z) + b(T )(X;Y;J(Z))

�

= DF (X;Y;Z): (3.1)

Or, si  2 


2

(TM),  (�;J(�);�) +  (�; � ;J(�)) 2 


2

(TM) et

( (�;J(�);�) +  (�; � ;J(�)))

0;2

= 2 

0;2

(�;J(�);�) (alul faile),

don en identifiant les omposantes des deux membres, on a :

2T

0;2

(�;J(�);�) � 3b(T )

0;2

(�;J(�);�) = (DF )

0;2

i.e. 2T

0;2

(�;J(�);�) � 3b(T )

�

(�;J(�);�) = (DF )

0;2

Or b(T )

�

= b(T

0;2

) ar b(T

2;0

+ T

1;1

) 2 


3;+

(M), don

�b(T

0;2

)(X;Y;Z) = �b((DF )

0;2

)(X;J(Y );Z):

De plus, b((DF )

0;2

)(X;J(Y );Z) =

1

3

(dF )

�

(X;J(Y );Z) =

1

3

(d



F )

�

(X;Y;Z);

d'où b(T

0;2

) = b(N): On en déduit que 2(T

0;2

)

0

�

1

3

(d



F )

�

= 2N

0

�

1

3

(d



F )

�

, d'où T

0;2

= N .
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2. De (3.1), on tire

(DF )

2;0

= �2T

2;0

(J(�); � ;�)�

3

2

�

b(T

+

)(�;J(�);�) + b(T

+

)(�; � ;J(�))

�

;

i.e. (DF )

2;0

(J(�); � ;�) = 2T

2;0

�

3

2

(b(T )

+

�M(b(T )

+

))(J(�);J(�);�)

= 2T

2;0

�

3

2

(b(T )

+

�M(b(T )

+

))(�; � ;�)

= 2T

2;0

� T

2;0

� �

�1

(T

1;1

a

):

3. Le dernier résultat est un alul aisé. 2

Remarque 3.1 On a utilisé la remarque suivante:

8 2 


2

(TM); b( 

0;2

) = (b( ))

0;2

:

3.3 Connexion hermitienne de torsion de norme minimale

Dans e paragraphe, on s'intéresse aux onnexions hermitiennes ayant la torsion `la plus petite possi-

ble' : on montre qu'étant donnée une struture presque-hermitienne sur M , il existe une unique torsion,

et don une unique onnexion hermitienne sur M , vérifiant ette ondition.

Pour ela, déomposons  

+

dans 


3;+

(M) sous la forme

 

+

=

2f � 1

3

(d



F )

+

+  

+

0

; f 2 C

1

(M);  

+

0

? (d



F )

+

:

Proposition 3.2 Ave les notations préédentes, T se met sous la forme

T = N +

3f � 1

4

(d



F )

+

�

f + 1

4

M((d



F )

+

) +

9

8

 

+

0

�

3

8

M( 

+

0

) +B

s

:

Par onséquent,

jT j

2

� jN

0

j

2

+

1

3

jdF j

2

;

et on a égalité si et seulement si

T

1;1

s

= 0 et (b(T ))

+

= �

1

9

(d



F )

+

;

i.e.si et seulement si T = N �

1

3

M((d



F )

+

):

Preuve : La première égalité s'obtient aisément grâe à (3.1).

De plus,

T = N

0

+ b(N) +

3f � 1

4

(d



F )

+

�

f + 1

4

M((d



F )

+

) +

9

8

 

+

0

�

3

8

M( 

+

0

) +B

s

;

et les termes de ette somme sont deux à deux orthogonaux :

B

s

? 


3

(M) ar B

s

2 ker(b); de même, B

s

?M( 

+

) 8 

+

2 


3;+

(M)
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+

0

? b(N) ar 8(!;!

0

) 2 


3;+

(M)� 


3;�

(M), (!;!

0

) = 0.

 

+

0

?M((d



F )

+

) ar

( 

+

0

;M((d



F )

+

)) = (M( 

+

0

);(d



F )

+

)

= (M( 

+

0

);b((d



F )

+

)) ar b((d



F )

+

) = (d



F )

+

= (b(M( 

+

0

));(d



F )

+

) ave b(M( 

+

0

)) =

1

3

 

+

0

= 0

don en prenant le arré de la norme tensorielle de haque membre,

jT j

2

= jN

0

j

2

+ jb(N)j

2

+ (

3f�1

4

)

2

j(d



F )

+

j

2

+ (

f+1

4

)

2

j(d



F )

+

j

2

� (

2

3

)(

3f�1

4

)(

f+1

4

)j(d



F )

+

j

2

+

81

64

j 

+

0

j

2

+

9

64

j 

+

0

j

2

� (

2

3

)(

9

8

)(

3

8

)j 

+

0

j

2

+ jB

s

j

2

;

soit, ave les normes appropriées à haque omposante,

jT j

2

= jN

0

j

2

+

1

3

j(d



F )

�

j

2

+

1

2

(3f

2

� 2f + 1)j(d



F )

+

j

2

+

27

8

j 

+

0

j

2

+ jB

s

j

2

� jN

0

j

2

+

1

3

j(dF )

�

j

2

+

1

3

j(dF )

+

j

2

ar jd



F j = jdF j;

i.e.jT j

2

� jN

0

j

2

+

1

3

jdF j

2

: 2

Corollaire 3.1 Pour une struture presque-hermitienne (g;J) surM donnée, il existe une unique onnexion

hermitienne, r

min

, sur (M;J;g), aratérisée par le fait que sa torsion soit de norme minimale en tout

point de M .

r

min

est donnée par la relation:

g(r

min

X

Y;Z) = g(D

X

Y;Z)� g(X;N(Y;Z)) +

1

2

(d



F )(X;Y;Z)�

1

6

(d



F )

+

(X;Y;Z)

+

1

3

(d



F )

+

(X;J(Y );J(Z)):



Chapitre 4

Strutures de Weyl et géométrie

spinorielle

4.1 Strutures de Weyl sur une variété onforme

4.1.1 Quelques fibrés sur une variété onforme

Définition 4.1

1. Une variété onforme est un ouple (M;) où M est une variété et  la lasse onforme d'une

métrique g sur M , i.e.

 = [g℄ = fe

2u

g; u 2 C

1

(M)g:

2. Le groupe onforme d'ordre n est le groupe

CO

n

= f�f; � 2 R

�

+

; f 2 O

n

g

�

=

O

n

� R

�

+

:

On peut naturellement onstruire sur M le CO

n

-fibré

COM =

a

x2M

f(e

1

; : : : ;e

n

) 2 (T

x

M)

n

: 9h 2  : (e

1

; : : : ;e

n

) h

x

-orthonorméeg:

Clairement,

COM =

[

g2

O

g

M:

On peut dès lors assoier à toute représentation linéaire

� : CO

n

�! Aut

K

(V );

où K = R ou C , un fibré vetoriel

E

�

= COM �

�

V:

Par définition, le poids de la représentation � (et du fibré E

�

) est le salaire w dans K tel que

8t 2 R

�

+

; �(tI

n

) = t

w

Id

V

:

Exemples:

1) Notons, dans toute la suite, � : CO

n

�! Aut

R

(R

n

) la représentation naturelle de CO

n

sur R

n

. Alors

TM = COM �

�

R

n

;

en partiulier TM est un fibré de poids 1.

2) Soit

�

�

: CO

n

�! Aut

R

((R

n

)

�

)

f 7�!

t

f

�1

21
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Alors

T

�

M = COM �

�

�

(R

n

)

�

;

en partiulier T

�

M est un fibré de poids -1.

3) Soit �

w

la représentation de poids w définie par

�

w

: CO

n

�! Aut

R

(R

n

)

(v;t) 7�! t

w

�(v)

Par définition, le fibré des veteurs de poids w est défini par

T

w

M = COM �

�

w

R

n

Définition 4.2 Pour tout nombre réel k, le fibré des salaires de poids k est le fibré réel en droites défini

par

L

k

= COM �

jdetj

k

n

R:

Remarques 4.1

1. Puisque jdetj

k

n

> 0, L

k

admet une setion globale partout non nulle, don est trivial.

2. Comme jdetj

k

n

jdetj

l

n

= jdetj

k+l

n

, et que R 
 R

�

=

R, alors

L

k


L

l

�

=

L

k+l

:

Définition 4.3

1. Le fibré AM des (1,1)-tenseurs -antisymétriques est défini indépendamment du hoix d'une mé-

trique g de  par:

AM = O

g

M �

Ad

o

n

;

où Ad : O

n

�! Aut

R

(o

n

):

2. Le fibré ad(COM) est donné par:

ad(COM) = COM �

Ad

o

n

;

où Ad : CO

n

�! Aut

R

(o

n

):

Puisque CO

n

�

=

O

n

� R

�

+

, alors o

n

= o

n

� RI

n

, d'où

ad(COM) = AM � RI;

où RI est le fibré en droites engendré par I = Id

TM

. Les fibrés AM et ad(COM) sont de poids 0.

Proposition 4.1 Considérons le fibré des (0,2)-tenseurs symétriques sur M

S

2

T

�

M = COM �

�

2

S

2

R

n �

;

où �

2

: CO

n

�! Aut

R

(S

2

R

n �

)

f 7�! �

�

(f)
 �

�

(f):

La trae onforme tr : S

2

T

�

M �! S

2

T

�

M

 7�!

1

n

tr

g

( )

est un projeteur orthogonal. En partiulier, S

2

T

�

M se déompose orthogonalement sous la forme:

S

2

T

�

M = S

2

0

T

�

M � Rg;

où S

2

0

T

�

M = f 2 S

2

T

�

M; tr( ) = 0g.



4.1. Strutures de Weyl sur une variété onforme 23

On obtient ainsi les identifiations suivantes :

� La struture onforme  sur M détermine l'isomorphisme:

Rg �! L

�2

g

0

7�! [(e

1

; : : : ;e

n

);

1

n

tr

g

(g

0

)℄; où g 2 ; (e

1

; : : : ;e

n

) g-orthonormée:

Le hoix d'une métrique dans  est alors identifié au hoix d'une setion de L

�2

, plus préisément,

à g on assoie l

�2

g

= [(e

1

; : : : ;e

n

);1℄ ave (e

1

; : : : ;e

n

) g-orthonormée.

� La struture onforme  peut être vue omme une setion du fibré S

2

T

�

M 
L

2

. En e�et,

fStrutures onformes sur Mg �! �(S

2

T

�

M 
L

2

)

 7�! g 
 l

2

g

;

où l

2

g

= l

g


 l

g

, est injetive par trivialité de L

1

. Ainsi,  est assimilée à g 
 l

2

g

.

� Si ! est une 1-forme de onnexion sur COM , soit D (resp. D

L

k

) la dérivée ovariante induite sur

TM (resp. sur L

k

). Alors

8�; 2 �(L

1

); D

L

2

( 
 �) = (D

L

1

 )
 �+  
D

L

1

�;

i.e. D

L

2

oinide ave D

L

1

passée à L

1


L

1

. On notera enore D

L

1

ette onnexion linéaire sur L

2

.

De plus, si s 2 �(

N

q

T

�

M

N

L

2

), la dérivée ovariante induite par ! sur

N

q

T

�

M

N

L

2

est donnée

pour tout hamp de veteurs X sur M par :

(D

X

s)(X

1

; : : : ;X

q

) = D

L

1

X

(s(X

1

; : : : ;X

q

)) �

q

X

i=1

s(X

1

; : : : ;D

X

X

i

; : : : ;X

q

):

4.1.2 Le théorème de Weyl

Définition 4.4 Une struture de Weyl sur une variété onforme (M;) est une onnexion linéaire D sur

TM qui est

� induite par une 1-forme de onnexion sur COM

� sans torsion, i.e.8X;Y 2 �(TM); D

X

Y �D

Y

X = [X;Y ℄.

Remarques 4.2

1. Une onnexion linéaire D sur TM provient d'une 1-forme de onnexion sur COM si et seulement

si D = 0.

2. Toute onnexion de Levi-Civita d'une métrique de  est une struture de Weyl: en e�et, pour g 2 ,

soit

s

g

: U �! COM

x 7�! (X

1

; : : : ;X

n

)

une setion loale sur un ouvert U de M , ave (X

1

; : : : ;X

n

) g-orthonormée; !

g

étant la 1-forme

de onnexion induite sur O

g

M par la onnexion de Levi-Civita D

g

de g, s

�

g

!

g

est à valeurs dans

o

n

� o

n

.

Théorème 4.1 (Weyl) Il existe une orrespondane bijetive entre les strutures de Weyl sur (M;) et

les onnexions linéaires sur L

1

. Plus préisément,

fStrutures de Weyl sur Mg �! fConnexions linéaires sur L

1

g

D 7�! D

L

1
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est un isomorphisme a�ine.

Preuve : SiD est une struture de Weyl surM , en utilisant tour à tourD = 0 etD

X

Y�D

Y

X = [X;Y ℄,

on obtient l'analogue de la formule de Koszul dans le as onforme :

8X;Y;Z 2 �(TM),

(D

X

Y;Z) =

1

2

�

D

L

1

X

((Y;Z)) +D

L

1

Y

((Z;X))�D

L

1

Z

((X;Y )) + ([X;Y ℄;Z)

�([Y;Z℄;X) + ([Z;X ℄;Y )

�

:

Cei prouve l'uniité de D étant donnée D

L

1

. De plus, on vérifie bien que si D

L

1

est une onnexion

linéaire sur L

1

, alors D donnée par la formule i-dessus ( est non-dégénérée) est une struture de Weyl

sur (M;), et que la onnexion induite sur L

1

par D est D

L

1

.

En�n, si D

L

1

0

est une onnexion linéaire fixée sur L

1

, et D

0

la struture de Weyl assoiée sur (M;), pour

n'importe quelle onnexion linéaire D

L

1

1

sur L

1

, il existe � dans 


1

(M) tel que :

8l 2 �(L

1

); (D

L

1

1

�D

L

1

0

)l = � 
 l;

et dans e as la struture de Weyl assoiée D

1

sur (M;) est donnée par D

1

�D

0

=

~

�, où

8g 2 ; 8X;Y 2 �(TM);

~

�(X)(Y ) = �(X)Y + �(Y )X � g(X;Y )�

℄g

:

On en déduit la dépendane a�ine de D par rapport à D

L

1

. 2

Définition 4.5 Soit D une struture de Weyl sur (M;). D est dite :

� fermée si et seulement si pour tout x de M, il existe un voisinage ouvert U de x dans M et une

setion partout non nulle s : U �! L

1

telle que D

L

1

jU

s = 0.

� exate si et seulement si il existe une setion partout non nulle s :M �! L

1

telle que D

L

1

s = 0.

Proposition 4.2 Soit D une struture de Weyl sur (M;). Il y a équivalene entre:

1. La onnexion D est fermée

2. 8x 2M;9U 2 V

M

(x) ouvert et g 2  : D

L

1

jU

l

g

= 0

3. La onnexion D est loalement la onnexion de Levi-Civita d'une métrique de .

Preuve : Pour 1 () 2, il su�t de remarquer que toute setion (loale ou globale) partout non

nulle de L

1

est, quitte à hanger son signe, de la forme l

g

, où g 2 . Soit en e�et , pour g 2  fixée,

s : U �! O

g

M une setion, et ŝ = [s;℄ une setion partout non nulle de L

1

sur un ouvert U de M .

Quitte à hanger ŝ en �ŝ, on peut supposer que (x) > 0 pour tout x de U . Posons h(x) = (x)I

n

,

e

�u(x)

= (x) et g = e

2u

g. Alors

ŝ(x) = [s(x)h(x);jdet(h

�1

(x))j

1

n

(x)℄ = [s(x);1℄; où s(x) = s(x)h(x);

i.e.ŝ(x) = l

g

(x) 8x 2 U .

Pour 2 () 3, il faut enore remarquer que D

L

1

jU

l

g

= 0 () D

jU

= D

g

jU

. En e�et

0 = D = (Dg)
 l

2

g

+ 2(D

L

1

l

g

)
 l

g

don D

jU

= D

g

jU

() D

jU

g = 0 (uniité de D

g

)

() D

L

1

jU

l

g

= 0: 2

Remarques 4.3

1. Pour toute métrique g de , D

g

est fermée.
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2. Soit D (resp. D

0

) une struture de Weyl de dérivée ovariante assoiée sur L

1

D

L

1

(resp. D

0

L

1

),

ave D

0

L

1

= D

L

1

+ �, � 2 


1

(M). Par le théorème de Weyl, si D est fermée,

alors D

0

est fermée () 8U �M; 9l

0

2 �(L

1

jU

); D

L

1

jU

l

0

= 0

() 8U �M; 9� : U ! R; d�
 l + �
D

L

1

jU

l = 0;

où D

L

1

jU

l = 0;

() 8U �M; 9� : U ! R; � = �

d�

�

() � est fermée.

Ainsi, l'ensemble des strutures de Weyl fermées sur (M;) est isomorphe, en tant qu'espae a�ine,

à l'espae des 1-formes fermées sur M.

3. On peut, pour g 2 , lier D à D

g

par:

D

X

Y = D

g

X

Y + �

g

(X)Y + �

g

(Y )X � g(X;Y )(�

g

)

℄g

où D

L

1

X

l

g

= �

g

(X)l

g

. �

g

est appelée la forme de Lee de g pour la struture de Weyl D. Celle-i est

alors fermée si et seulement si pour toute métrique g de , �

g

est fermée, ou enore si et seulement

si pour une métrique g de , �

g

est fermée.

De manière analogue, on a :

Proposition 4.3 Soit D une struture de Weyl sur (M;). Les assertions suivantes sont équivalentes:

1. La onnexion D est exate

2. Il existe une métrique g dans  telle que D

L

1

l

g

= 0

3. La onnexion D oinide ave la onnexion de Levi-Civita d'une métrique de .

De même que préédemment, pour toute métrique g dans , D

g

est exate ; l'espae des strutures

de Weyl exates est a�inement isomorphe à l'espae des 1-formes exates sur M, et D est exate si et

seulement si pour une (resp. toute) métrique g de , �

g

est exate.

Remarque 4.1 Si ! 2 �(T

�

COM

N

o

n

) est la 1-forme de onnexion induisant D sur TM , ! se

déompose sous la forme:

! = !

0

+ �

0


 I

n

;

où !

0

2 �(T

�

M

N

o

n

) et �

0

2 


1

(M). Alors

D est fermée (resp. exate) () �

0

est fermée (resp. exate):

En e�et, pour g dans , �

0

jO

g

M

= �

�

�

g

ave � : COM �!M l'appliation pied.

4.1.3 Déompositions du tenseur de ourbure d'une struture de Weyl

Soit D une struture de Weyl sur (M;). On note R

D

le tenseur de ourbure de D, i.e.le (1,3)-tenseur

sur M défini par:

8X;Y;Z 2 �(TM); R

D

X;Y

Z = D

[X;Y ℄

Z � [D

X

;D

Y

℄Z:

R

D

X;Y

est lairement antisymétrique en (X;Y ), et D étant sans torsion, R

D

vérifie les deux identités de

Bianhi. Mais, à la di�érene du adre riemannien, R

D

ne donne pas un endomorphisme de AM :

Proposition 4.4 Le tenseur de ourbure R

D

d'une struture de Weyl D sur (M;) se déompose ortho-

gonalement de la manière suivante:

R

D

=

e

R

D

+ ~�

D

;
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où

8

<

:

e

R

D

est un (1,3)-tenseur de type Riemann

~�

D

est déduit du tenseur de ourbure �

D

de D

L

1

par

~�

D

(X;Y ) = �

D

(X;Y )I +

1

2

[�

D

;X ^ Y ℄

De plus, ~�

D

= 0 () D est fermée.

Preuve : On fixe g dans  et on utilise la relation:

D

X

Y = D

g

X

Y + �

g

(X)Y + �

g

(Y )X � g(X;Y )(�

g

)

℄g

pour exprimer R

D

. Il vient

R

D

X;Y

Z = R

D

g

X;Y

Z + ~�

D

(X;Y )Z +A

D

g

(X;Y;Z);

où

A

D

g

(X;Y;Z) =

1

2

(D

g

Z

�

g

(Y ) +D

g

Y

�

g

(Z)� 2�

g

(Y )�

g

(Z) + 2g(Y;Z))X

�

1

2

(D

g

Z

�

g

(X) +D

g

X

�

g

(Z)� 2�

g

(X)�

g

(Z) + 2g(X;Z))Y

+

1

2

g(Y;Z)((D

g

�

g

(X))

℄g

+ (D

g

X

�

g

)

℄g

)�

1

2

g(X;Z)((D

g

�

g

(Y ))

℄g

+ (D

g

Y

�

g

)

℄g

)

+(�

g

(Y )g(X;Z)� �

g

(X)g(Y;Z))(�

g

)

℄g

On montre diretement que Z 7! A

D

g

(X;Y;Z) est -antisymétrique et que ~�, et don A

D

g

, vérifie la pre-

mière identité de Bianhi. On pose alors

e

R

D

= R

D

g

+A

D

g

.

En�n, pour toute métrique g de , d�

g

= ��

D

, d'où le dernier résultat. 2

On veut maintenant a�iner la déomposition en sindant

e

R

D

omme dans le as riemannien. Pour

ela, on onstruit le projeteur orthogonal

tr



24

: C(TM) �! C(TM);

où C(TM) = f(1,3)-tenseurs de type Riemann sur TMg, par omposition des appliations suivantes:

�

tr

24

: C(TM) �! �(S

2

T

�

M)

R 7�! tr

24

(R)

ave tr

24

(R)(X;Y ) = trae(Z 7! R

X;Z

Y );

�

S

2

T

�

M = S

2

0

T

�

M � Rg (par la trae onforme)

�

�(S

2

0

T

�

M) 7�! C(TM)

b 7�!

1

n� 2

b Z 

où

g

�

b Z (X;Y;Z);T

�

= b Z g(X;Y;Z;T )

et b Z g(X;Y;Z;T ) = b(X;Z)g(Y;T ) + b(Y;T )g(X;Z)� b(X;T )g(Y;Z)� b(Y;Z)g(X;T );
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�

Rg �! C(TM)

h 7�!

1

2(n� 1)

h Z :

Ainsi,

tr



24

(R) =

1

n� 2

�

tr

24

(R)� tr(tr

24

(R))

�

Z +

1

2n(n� 1)

tr

�

tr

24

(R)

�

Z :

Définition 4.6 Soit D une struture de Weyl sur (M

n

;). Le tenseur de Weyl de D est le (1,3)-tenseur

de type Riemann W donné par :

W =

e

R

D

� tr



24

(

e

R

D

);

i.e. W est la omposante sans trae de la partie de type Riemann de R

D

.

On peut déduire de e qui préède la déomposition orthogonale :

R

D

=

g

Ri

D

0

+

g

Sal

D

+W + ~�

D

;

où tr

24

(

e

R

D

) =

g

Ri

D

0

+

g

Sal

D

est la déomposition issue de (4.1).

On peut en fait montrer que W ne dépend que de  :

Théorème 4.2 Soit (M

n

;) une variété onforme munie d'une struture de Weyl D et g une métrique

de . Soit W

g

le tenseur de Weyl de D

g

. Alors

W

g

=W;

en partiulier W est indépendant de la struture de Weyl hoisie sur (M

n

;).

Preuve : On a montré que

e

R

D

= R

D

g

+ A

D

g

. Or R

D

g

= Ri

D

g

+W

g

, déomposition g-(et don -

)orthogonale. Par onséquent, il su�t de prouver que tr



24

(A

D

g

) = A

D

g

pour montrer le résultat. Or, un

alul simple donne g(tr



24

(A

D

g

)(X;Y;Z);T ) = g(A

D

g

(X;Y;Z);T ): 2

Sahant que (Cf (4.4))

8(X;Y ) 2 (�(TM))

2

; R

D

X;Y

2 ad(COM);

on peut aussi érire R

D

X;Y

sous la forme

R

D

X;Y

= (R

D

A

)

X;Y

+ �

D

(X;Y )I

où (R

D

A

)

X;Y

2 AM . Grâe à (4.4), on a:

(R

D

A

)

X;Y

=

e

R

D

X;Y

+

1

2

[�

D

;X ^ Y ℄:

Définition 4.7 Soit D une struture de Weyl sur (M;). On note

Ri

D

: �(TM)� �(TM) �! R

(X;Y ) 7�! tr(Z 7! R

D

X;Z

Y )

le tenseur de Rii de D,

Ri

0

D

: �(TM)� �(TM) �! R

(X;Y ) 7�! tr(Z 7! (R

D

A

)

X;Z

Y );
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Ri

D

0

la partie symétrique sans trae de Ri

D

(ou de Ri

0

D

) et

Sal

D

la trae onforme de Ri

D

(ou de Ri

0

D

).

Les (0,2)-tenseurs ainsi définis sont liés par:

Ri

D

= Ri

0

D

+ �

D

Ri

D

= Ri

D

0

+ Sal

D

+

n

2

�

D

:

On a aussi

R

D

=

1

n� 2

Ri

D

0

Z +

1

2(n� 1)

Sal

D

Z +W + ~�

D

Sal

D

=

1

n

Sal

D

g

g =

1

n

Sal

D

g

l

�2

g

où Sal

D

g

= tr

g

(Ri

D

)

Proposition 4.5 Le (1,3)-tenseur R

D

A

vérifie : pour tous hamps de veteurs X, Y , Z et T sur M ,

((R

D

A

)

X;Y

Z;T )� ((R

D

A

)

Z;T

X;Y ) = �

D

(X;Z)(Y;T ) + �

D

(T;X)(Y;Z)

+ �

D

(Z;Y )(X;T ) + �

D

(Y;T )(X;Z) (4.1)

Preuve : On utilise R

D

A

(X;Y ) =

e

R

D

(X;Y )+

1

2

[�

D

;X^Y ℄ : puisque

e

R

D

est de type Riemann,

e

R

D

donne

une endomorphisme symétrique de

V

2

TM , don

((R

D

A

)

X;Y

Z;T )� ((R

D

A

)

Z;T

X;Y ) =

1

2

([�

D

;X ^ Y ℄Z;T )�

1

2

([�

D

;Z ^ T ℄X;Y ):

Or

1

2

([�

D

;X ^ Y ℄Z;T ) =

1

2



�

(�

D

(X) ^ Y � �

D

(Y ) ^X)Z;T

�

=

1

2



�

�

D

(X;Z)Y � g(Y;Z)�

D

(X)

℄g

� �

D

(Y;Z)X + g(X;Z)�

D

(Y )

℄g

;T

�

d'où le résultat par antisymétrie de �

D

et symétrie de  2

4.1.4 Strutures d'Einstein-Weyl

Définition 4.8 Une struture de Weyl D sur (M

n

;) est dite d'Einstein-Weyl si et seulement si

Ri

D

0

= 0;

i.e. la omposante symétrique sans trae du tenseur de Rii de D s'annule.

Dans e as, (M

n

;;D) est dite d'Einstein-Weyl.

On pourra onsulter [Ca-Pe℄ pour le théorème suivant :

Théorème 4.3 Soit (M

n

;;D) une variété d'Einstein-Weyl. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. D est exate ou Sal

D

=0

2. D

L

1

Sal

D

= 0

3. Æ�

D

= 0, où Æ = �tr

12

D

4. D est fermée si n 6= 4 ou M est ompate, ou si n = 4 et M

n

est non ompate, alors �

D

est

harmonique.
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4.2 Géométrie spinorielle onforme

Dans toute la suite, on onsidère (M

n

;) une variété onforme de dimension n � 3.

4.2.1 Strutures CSpin sur une variété onforme

Soit CO

+

n

= SO

n

� R

�

+

, et CSpin

n

= Spin

n

� R

�

+

. Pour n � 3, il existe un 2-revêtement de CO

+

n

:

� : CSpin

n

�! CO

+

n

(v;t) 7�! (Ad(v);t)

i.e. � = Ad � Id. On peut définir une struture CSpin sur une variété onforme orientée de manière

analogue à une struture Spin sur une variété riemannienne orientée :

Définition 4.9 Une struture CSpin sur une variété onforme orientée (M

n

;) est la donnée :

� d'un CSpin

n

-fibré au-dessus de M , CSpinM

� d'un morphisme des fibrés prinipaux au-dessus de �, � : CSpinM �! CO

+

M .

Autrement dit, le diagramme suivant est ommutatif:

CSpinM � CSpin

n

CSpinM

M

CO

+

M � CO

+

n

CO

+

M

� � �

�

�

�

Soit (M

n

;) une variété CSpin, i.e. portant une struture CSpin. On peut onstruire une famille de

fibrés vetoriels sur M de la manière suivante.

Soit, pour un réel k,

Æ

k

n

: CSpin

n

�! Aut

C

(�

n

)

(v;t) 7�! t

k

Æ

n

(v)

où Æ

n

: CSpin

n

�! Aut

C

(�

n

) est la représentation spinorielle omplexe

(dim

C

(�

n

) = 2

[

n

2

℄

).

Définition 4.10 Le fibré des spineurs de poids k sur une variété CSpin (M

n

;) est le fibré vetoriel

omplexe de rang 2

[

n

2

℄

défini par:

�

(k)

M = CSpinM �

Æ

k

n

�

n

Une setion  de �

(k)

M est appelée spineur sur M .

Remarques 4.4

1. Pour tout réel k,

�

(0)

M 
L

k

�! �

(k)

M

[~s

g

;�℄

0


 l

k

g

7�! [~s

g

;�℄

k

est un isomorphisme (ii le nombre en bas à droite de haque variable indique le poids du spineur;

il sera souvent omis par la suite). En e�et, Æ

k

n

= Æ

0

n


 �

k

où �

k

(v;t) = t

k

. Par onséquent,

�

(0)

M 
 (CSpinM �

�

k

R)

�

=

�

(k)

M

[s;�℄

0


 [s;l℄

k

7! [s;l�℄

k

Or L

k

= CO

+

M �

det

k

n

R = CSpinM �

det

k

n

Æ�

R et det

k

n

Æ �(v;t) = t

k

= �

k

(v;t).
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2. Pour une métrique g de , en admettant l'existene d'une struture Spin (Spin

g

M;�) sur (M

n

;g),

on a :

Spin

g

M

SO

g

M CO

+

M

�

où la �èhe horizontale désigne l'inlusion de SO

g

M dans CO

+

M . Par simple onnexité de Spin

g

M ,

il existe don un morphisme i (inlusion) rendant ommutatif le diagramme:

Spin

g

M CSpinM

SO

g

M CO

+

M

i

�

�

Par onséquent, Spin

g

M peut être vu omme un fibré réduit de CSpinM . D'où l'existene d'un

isomorphisme

I

(k)

: �

(k)

M �! �

g

M = Spin

g

M �

Æ

n

�

n

[~s

g

;�℄

k

7�! [~s

g

;�℄

L'existene d'un produit salaire hermitien et d'une multipliation de Cli�ord par des p-formes sur �

g

M

nous onduit, par l'intermédiaire de I

(k)

, à la même démarhe:

� Contrairement au as de �

g

M , il n'y a pas de produit salaire hermitien `naturel' sur �

n

qui soit

CSpin

n

-invariant. Par ontre, on peut ramener le produit salaire hermitien de �

g

M à �

(k)

M par

I

(k)

. Posons, pour tout élément x de M ,

(�;�)

g;x

: �

(k)

x

M � �

(k)

x

M �! C

([~s

g

;�℄;[~s

g

;�

0

℄) 7�! < �;�

0

>

où < �;� > est un produit salaire hermitien fixé Spin

n

-invariant sur �

n

; on a fait de I

(k)

une

isométrie.

On veut maintenant que e produit salaire hermitien soit indépendant du hoix de la métrique g

dans  : si g = e

2u

g, ~s

g

= ~s

g

:h où �(h) = e

�u

I

n

, et dans e as

([~s

g

;�℄;[~s

g

;�

0

℄)

g

=

�

[~s

g

;Æ

k

n

(h

�1

)(�)℄;[~s

g

;Æ

k

n

(h

�1

)(�

0

)℄

�

g

= < Æ

k

n

(h

�1

)(�);Æ

k

n

(h

�1

)(�

0

) >

Or Æ

k

n

(h

�1

) = �e

�ku

Id

�

n

, don

([~s

g

;�℄;[~s

g

;�

0

℄)

g

= e

�2ku

< �;�

0

>

On voit que si on pose

([~s

g

;�℄;[~s

g

;�

0

℄) =< �;�

0

> l

2k

g

; où g 2 ;

on obtient une appliation �

(k)

M ��

(k)

M

(�;�)

�! L

2k


C indépendante de g dans . De plus, on peut

généraliser immédiatement ette onstrution non plus sur �

(k)

M��

(k)

M , mais sur �

(k)

M��

(l)

M .
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Définition 4.11 Le produit salaire hermitien sur �

(k)

M � �

(l)

M est défini par

(�;�) : �

(k)

M � �

(l)

M �! L

k+l

([~s

g

;�℄;[~s

g

;�

0

℄) 7�! < �;�

0

> l

k+l

g

� Pour la multipliation de Cli�ord par des veteurs ou des p-formes, la situation est plus omplexe

que dans le adre spinoriel riemannien : en e�et, il n'y a pas de fibré de Cli�ord anonique sur M ,

don on ne peut identifier anoniquement une p-forme à un élément de e fibré. Voyons d'abord le

as des veteurs de TM :

� On essaie la même méthode que préédemment, en ramenant, par I

(k)

la multipliation de

Cli�ord de �

g

M à �

(k)

M . Soit

�

g

: TM � �

(k)

M �! �

(k)

M

(v; ) 7�! (I

(k)

)

�1

(v � I

(k)

( ))

où v � I

(k)

( ) est la multipliation de Cli�ord TM ��

g

M �! �

g

M . On peut exprimer �

g

par

�

g

([~s

g

;V ℄;[~s

g

;�℄) = [~s

g

;Æ

n

(V )(�)℄;

où on a pris soin, lorsque n est impair, de prendre Æ

+

n

(V ) (si n est impair, Æ

n

= Æ

+

n

� Æ

�

n

sur

C l

n

et les deux représentations sont inéquivalentes).

Si on hange g en g = e

2u

g, alors

�

g

([~s

g

;V ℄;[~s

g

;�℄) = �

g

([~s

g

;e

u

V ℄;[~s

g

;� e

�ku

�℄)

= [~s

g

;� e

�(k�1)u

Æ

n

(V )(�)℄

= e

�(k�1)u

[~s

g

;� Æ

n

(V )(�)℄

= e

�(k�1)u

e

ku

[~s

g

;Æ

n

(V )(�)℄

= e

u

�

g

([~s

g

;V ℄;[~s

g

;�℄)

don à nouveau si on pose

� : TM � �

(k)

M �! �

(k)

M 
L

1

= �

(k+1)

M

(v; ) 7�! �

g

(v; )l

g

on obtient une multipliation de Cli�ord ne dépendant que de . On généralise ette démarhe

à T

w

M .

Définition 4.12 La multipliation de Cli�ord des spineurs de poids k par les veteurs de poids

w est définie par

T

w

M � �

(k)

M �! �

(k+w)

M

([~s

g

;V ℄

w

;[~s

g

;�℄

k

) 7�! [~s

g

;Æ

n

(V )(�)℄

k

l

w

g

� Pour les p-formes, on proède identiquement : soit

� :

^

R

n �

=

n

M

p=0

p

^

R

n �

�! Cl

n

X

1�i

1

<:::<i

p

�n



i

1

;:::;i

p

e

�

i

1

^ : : : ^ e

�

i

p

7�!

X

1�i

1

<:::<i

p

�n



i

1

;:::;i

p

e

i

1

� : : : � e

i

p
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où (e

i

)

1�i�n

désigne la base anonique de R

n

, et Cl

n

= Cl(R

n

;g

0

) l'algèbre de Cli�ord réelle

usuelle. Posons

�

g

:

p

^

T

�

M � �

(k)

M �! �

(k)

M

(�; ) 7�! (I

(k)

)

�1

(� � I

(k)

( ))

où � � I

(k)

( ) est la multipliation de Cli�ord de I

(k)

( ) 2 �

g

M par �.

Lemme 4.1 Si g = e

2u

g, alors �

g

= e

�pu

�

g

sur les p-formes.

Preuve : Si � = [~s

g

;�

0

℄ et  = [~s

g

;�℄, alors

�

g

(�; ) = [~s

g

;Æ

n

(�(�

0

))(�)℄

et �

g

(�; ) = �

g

([~s

g

; ^

p

�

�

(�(h

�1

))(�

0

)℄;[~s

g

;� e

�ku

�℄)

= [~s

g

;� Æ

n

(�(^

p

�

�

(�(h

�1

))(�

0

)))(e

�ku

�)℄

ave ^

p

�

�

(�(h

�1

))(�

0

) = ^

p

�

�

(e

u

I

n

)(�

0

) = e

�pu

�

0

don

�

g

(�; ) = [~s

g

;� e

�pu

Æ

n

(�(�

0

))(e

�ku

�)℄

= e

�pu

[~s

g

;Æ

n

(�(�

0

))(�)℄

= e

�pu

�

g

(�; ): 2

Ainsi, �

g


 l

�p

g

ne dépend que de .

Définition 4.13 La multipliation de Cli�ord des spineurs de poids k par les p-formes est

défini par:

� :

p

^

T

�

M � �

(k)

M �! �

(k�p)

M

([~s

g

;�

0

℄

�p

;[~s

g

;�℄

k

) 7�! [~s

g

;Æ

n

(�(�

0

))(�)℄

k

l

�p

g

En résumé, les multipliations de Cli�ord sont données par:

T

w

M � �

(k)

M �! �

(k+w)

M

([s;V ℄

w

;[s;�℄

k

) 7�! [s;Æ

n

(V )(�)℄

k+w

et

p

^

T

�

M � �

(k)

M �! �

(k�p)

M

([s;�℄

�p

;[s;�℄

k

) 7�! [s;Æ

n

(�(�))(�)℄

k�p

où s est une setion loale de CSpinM .

Remarques 4.5

1. La multipliation de Cli�ord ainsi posée est, par définition, ompatible ave les I

(k)

:

8X 2 �(T

w

M); 8! 2 


p

(M); I

(k+w)

(X �  ) = X � I

(k)

( )

et I

(k�p)

(! �  ) = ! � I

(k)

( )
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2. Par l'identifiation

T

�

M

� 7!�

[;g


(l

g

)

�2

�! TM 
L

�2

�

=

T

1

M 
L

�2

�

=

T

�1

M;

les deux multipliations de Cli�ord oinident.

3. On peut, à ondition de fixer un ordre dans la multipliation des variables, multiplier un spineur de

poids k par un (p;q)-tenseur quelonque surM . Par exemple, l'expression X �Y � signifie X �(Y � );

en revanhe, (X � Y ) �  n'a auun sens.

4. Pour un repère loal g-orthonormé (g 2 ) (X

i

)

1�i�n

, on a lairement:

8 2 �(�

(k)

M); X

i

�X

j

�  = �X

j

�X

i

�  si i 6= j

= �l

2

g

 si i = j

et (X

�

i

^X

�

j

) �  = X

�

i

� (X

�

j

�  ) si i 6= j. Plus généralement,

(X

�

i

1

^ : : : ^X

�

i

p

) �  = X

�

i

1

� (X

�

i

2

� (: : : � (X

�

i

p

�  ) : : :)):

4.2.2 Connexion et ourbure spinorielles

De la même manière que dans le as spinoriel riemannien, où le fait que

ad = T

1

Ad : spin

n

�! so

n

est un isomorphisme permet de remonter la 1-forme de onnexion de Levi-Civita à SpinM , on peut, à

partir d'une struture de Weyl sur une variété CSpin, définir une 1-forme de onnexion sur CSpinM .

Définition 4.14 Soit (M

n

;) une variété CSpin et D une struture de Weyl sur (M

n

;). Soit ! la 1-

forme de onnexion assoiée à D sur CO

+

M .

La 1-forme de onnexion assoiée à D sur CSpinM est donnée par :

~! = �

�1

�

Æ ! Æ �

�

~! est un élément de �(T

�

CSpinM 
 spin

n

).

Cette définition a un sens ar

�

�

: spin

n

= spin

n

� R1 �! o

+

n

= so

n

� RI

n

(a;t) 7�! (ad(a);tI

n

)

est un isomorphisme.

Dans toute la suite, D est une struture de Weyl sur une variété CSpin (M

n

;). On note, pour tout

réel w (resp. k), D

w

(resp. D

(k)

) la onnexion linéaire induite par la 1-forme ~! sur T

w

M (resp. sur

�

(k)

M). On note également, pour une métrique g de , s

g

= (X

1

; : : : ;X

n

) une base g-orthonormée loale,

~s

g

le relèvement (loal) de s

g

, i.e. tel que � Æ ~s

g

= s

g

. Pour tout réel w, on note X

w

i

l'élément de �(T

w

M)

défini par X

w

i

= [~s

g

;e

i

℄ (e

i

est le i

ème

veteur de base de R

n

). On fixe d'autre part une base omplexe

(�

�

)

1���2

[

n

2

℄

de �

n

, et on pose  

�

= [~s

g

;�

�

℄.

Lemme 4.2 Soit X un hamp de veteurs sur M . Alors

D

w

X

X

w

i

= (w � 1)�

g

(X)X

w

i

+

n

X

k=1

g(D

X

X

i

;X

k

)X

w

k

et

D

(k)

X

 

�

= (k +

n

4

)�

g

(X) 

�

+

1

4

n

X

i;j=1

g(D

X

X

i

;X

j

)X

�

i

�X

j

�  

�
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Preuve : Il su�t de se ramener aux définitions.

D

X

X

w

i

= [~s

g

;�

w

�

Æ �

�

(~! Æ (~s

g

)

�

(X))(e

i

)℄

= [~s

g

;�

w

�

(! Æ (s

g

)

�

(X))(e

i

)℄ ar ~! = �

�1

�

Æ ! Æ �

�

Or l'égalité

D

L

1

X

l

g

= �

g

(X)l

g

entraine, en utilisant la relation entre D et !,

�

g

(X) =

1

n

trae(! Æ (s

g

)

�

(X));

don

! Æ (s

g

)

�

(X) = �

g

(X)I

n

+

X

i<j

< ! Æ (s

g

)

�

(X)(e

i

);e

j

> e

�

i

^ e

�

j

où on note e

�

i

^ e

�

j

l'endomorphisme antisymétrique de R

n

donné par

8V 2 R

n

; e

�

i

^ e

�

j

(V ) = e

�

i

(V )e

j

� e

�

j

(V )e

i

:

D'autre part, un simple alul utilisant la relation entre D et ! montre que, pour i 6= j,

< ! Æ (s

g

)

�

(X)(e

i

);e

j

>= g(D

X

X

i

;X

j

)

Par onséquent,

�

w

�

(! Æ (s

g

)

�

(X)) = w�

g

(X)I

n

+

X

i<j

g(D

X

X

i

;X

j

)e

�

i

^ e

�

j

;

d'où

�

w

�

(! Æ (s

g

)

�

(X))(e

i

) = w�

g

(X)e

i

+

X

j 6=i

g(D

X

X

i

;X

j

)e

j

et on en déduit que

D

X

X

w

i

= w�

g

(X)X

w

i

+

X

j 6=i

g(D

X

X

i

;X

j

)X

w

j

ave g(D

X

X

i

;X

i

) = �

g

(X)

don D

X

X

w

i

= (w � 1)�

g

(X)X

w

i

+

X

j

g(D

X

X

i

;X

j

)X

w

j

Pour  

�

, la démonstration est similaire:

D

(k)

X

 

�

= [~s

g

;(Æ

k

n

)

�

(~! Æ (~s

g

)

�

(X))(�

�

)℄

= [~s

g

;(Æ

k

n

)

�

(�

�1

�

Æ ! Æ (s

g

)

�

(X))(�

�

)℄

Puisque

! Æ (s

g

)

�

(X) = �

g

(X)I

n

+

X

i<j

< ! Æ (s

g

)

�

(X)(e

i

);e

j

> e

�

i

^ e

�

j

;

et que, pour i 6= j,

< ! Æ (s

g

)

�

(X)(e

i

);e

j

>= g(D

X

X

i

;X

j

);

alors

�

�1

�

Æ ! Æ (s

g

)

�

(X) = �

g

(X)1 +

1

2

X

i<j

g(D

X

X

i

;X

j

)e

i

� e

j
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don

(Æ

k

n

)

�

(�

�1

�

Æ ! Æ (s

g

)

�

(X))(�

�

) = k�

g

(X)�

�

+

1

2

X

i<j

g(D

X

X

i

;X

j

)Æ

n

(e

i

� e

j

)(�

�

)

d'où

D

(k)

X

 

�

= k�

g

(X) 

�

+

1

2

X

i<j

g(D

X

X

i

;X

j

)X

�

i

�X

j

�  

�

= (k +

n

4

)�

g

(X) 

�

+

1

4

X

i;j

g(D

X

X

i

;X

j

)X

�

i

�X

j

�  

�

2

Proposition 4.6 La dérivée ovariante D

(k)

sur �

(k)

M est ompatible ave le produit salaire hermitien

et la multipliation de Cli�ord :

8X 2 �(TM); 8Y

w

2 �(T

w

M); 8� 2 


p

(M); 8 2 �(�

(k)

M); 8� 2 �(�

(l)

M),

D

L

1

X

( ;�) = (D

(k)

X

 ;�) + ( ;D

(l)

X

�)

D

(k+w)

X
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Preuve : Prouvons le résultat pour Y

w

= X

w

i

,  =  

�

, � =  

�

; on en déduira aisément, par le biais

d'une réurrene sur p pour les p-formes, le as général.

D'après la définition du produit salaire hermitien,

D

L

1

X
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�
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�
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�

i

�X

j

�  

�

; 

�

);

et de même
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�
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Or, pour tout hamp de veteurs X sur M , (resp. pour toute 1-forme � sur M),

(X �  ;�) = �( ;X � �) (resp. (� �  ;�) = �( ;� � �));

e qui se démontre aisément en se ramenant aux définitions. Par onséquent,

( 

�

;X

�

i

�X

j
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�

i
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d'où
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De même, on a:
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Ce résultat vaut aussi pour la multipliation par les 1-formes, ar une 1-forme est identifiée à un veteur

de poids -1, et la dérivée ovariante est ompatible ave ette identifiation.

Pour le passage p! p+ 1 dans la réurrene, on veut prouver que,

si 1 � i

1

< : : : < i
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Il su�it d'érire
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et de montrer que
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Le membre de gauhe est égal à
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et le membre de droite égal à
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Don si on soustrait le membre de droite au membre de gauhe, on obtient
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d'où le membre de gauhe égale le membre de droite, et notre assertion , et par onséquent la proposition,

est démontrée. 2

Proposition 4.7 Soit  une 1-forme sur M et D

0

la struture de Weyl sur (M

n

;) donnée par

(D
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)

L
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1
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Preuve : En e�et, l'égalité restant vraie si on multiplie haque membre par une fontion lisse, on peut

supposer que  =  
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, et dans e as
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Considérons maintenant, pour tout réel k, le tenseur de ourbure R

(k)

de D

(k)

défini pour tous hamps

de veteurs X et Y sur M par
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De même,
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Il est lair que, dans la somme e+ e

0

, si i = j ou k = l, alors le terme orrespondant à la valeur (i;j;k;l)

du multi-indie est nul. C'est pourquoi les sommes 1 à 6, ainsi que 9 et 14, sont nulles. De plus, la somme
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�
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�
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La somme des trois premiers termes vaut:
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La somme du quatrième et du inquième vaut:
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La somme du sixième et du septième vaut:
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�
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�
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La somme du huitième et du neuvième vaut:
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�

+
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�
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La somme du dixième et du onzième vaut:
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�
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�
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�
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�
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�
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�
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�
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�
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�
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�
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�
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:

La somme a+ a

0

+ b+ b

0

+ + 

0

+ d+ d

0

+ e+ e

0

se réduit don à: 0. Ainsi
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n
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D

(X;Y ) 

�

+

1

4

n

X

i;j=1

g(R

D

X;Y

X

i

;X

j

)X

�
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�
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 I: 2

On va d'autre part herher à relier les multipliations de Cli�ord de  

�

par R

D

A

et elles par �

D

,

Ri

0

D

et Sal

D

:

Proposition 4.9 Pour tout hamp de veteurs X sur M , on a:
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�
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�
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�
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�

Preuve : 1. Fixons l 2 f1; : : : ;ng et montrons le résultat pour X = X

l

:
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Or
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On remarque que les deux premiers termes de la deuxième somme du membre de droite donnent la même

somme, ainsi que les deux derniers. En outre,
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De plus,
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Ainsi, la deuxième somme vaut:
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Reste à aluler la première somme :
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Les deux derniers termes sont identiques, et leur somme vaut
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don
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Reste à traiter le premier terme
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vérifie la première identité de Bianhi, don
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et la onlusion est immédiate.

2. Le membre de gauhe vaut, d'après 1.,
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d'où, en sommant, on obtient le résultat. 2
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4.2.3 Opérateur de Dira et laplaien onformes

La donnée d'une struture de Weyl sur une variété CSpin onforme induit naturellement, on l'a vu,

une onnexion linéaire sur haque fibré des spineurs à poids de la variété. Comme dans le as riemannien,

on peut alors onstruire un opérateur de Dira sur haun de es fibrés :

Définition 4.15 Soit D une struture de Weyl sur une variété CSpin onforme (M

n

;). L'opérateur

de Dira P assoié à D sur le fibré des spineurs de poids k est défini par:
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M) �! �(�

(k�1)

M)
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i
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)

1�i�n

: U �! CO

+

M est une setion loale de CO

+

M .

Remarques 4.6

1. En fait, P = m ÆD

(k)

, où m : �(T

�

M 
 �

(k)

M) �! �(�

(k�1)

M) est la multipliation de Cli�ord.

2. A la di�érene du as riemannien, P modifie le poids onforme des spineurs.

Proposition 4.10 Soit une autre struture de Weyl D

0

sur (M

n

;), d'opérateur de Dira P

0

sur les

spineurs de poids k, et  la 1-forme sur M définie par

(D

0

)

L

1

= D

L

1

+ :

Alors

8 2 �(�

(k)

M); P

0

 � P = (

n� 1

2

+ k) �  

Corollaire 4.1

1. Lorsque k = �

n�1

2

, l'opérateur de Dira sur �

(k)

M est indépendant de la struture de Weyl hoisie

sur (M

n

;).

2. Si g est une métrique de  et P

g

l'opérateur de Dira riemannien assoié à g sur �

g

M , alors

8k 2 R; 8 2 �(�

(k)

M); P = l

�1

g

(P

g

 + (

n� 1

2

+ k)�

g

(�

g

; ))

Définition 4.16 Le laplaien onforme sur les spineurs de poids k est défini par

�

(k)

: �(�

(k)

M) �! �(�

(k�2)

M)

 7�!

n

X

i=1

l

�2

g

(D

(k)

D

X

i

X

i

 �D

(k)

X

i

D

(k)

X

i

 )

où g 2  et (X

i

)

1�i�n

: U �! SO

g

M est une setion loale de SO

g

M .

Grâe à (4.9), on peut immédiatement donner une relation entre la arré de l'opérateur de Dira et

le laplaien onforme:

Théorème 4.4 (formule de Shrödinger-Lihnérowiz onforme) Soit une setion  de �

(k)

M .

Alors

P

2

 = �

(k)

 +

n

4

Sal

D

 �

1

2

(n� 2 + 2k)�

D

�  

Preuve : Par définition de l'opérateur de Dira,

P

2

 =

n

X

i;j=1

X

�

i

�D

(k�1)

X

i

(X

�

j

�D

(k)

X

j

 )

=

n

X

i;j=1

X

�

i

�D

X

i

X

�

j

�D

(k)

X

j

 +

n

X

i;j=1

X

�

i

�X

�

j

�D

(k)

X

i

D

(k)

X

j
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La seonde somme s'exprime sous la forme:

n

X

i;j=1

X

�

i

�X

�

j

�

�

D

(k)

X

i

D

(k)

X

j

 �D

(k)

X

j

D

(k)

X

i

 

�

= �

n

X

i=1

l

�2

g

D

(k)

X

i

D

(k)

X

i

 

+

X

i<j

X

�

i

�X

�

j

�

�

D

(k)

X

i

D

(k)

X

j

 �D

(k)

X

j

D

(k)

X

i

 

�

et la première

n

X

i;j=1

X

�

i

�D

X

i

X

�

j

�D

(k)

X

j

 =

n

X

i;j;l=1

D

X

i

X

�

j

(X

l

)X

�

i

�X

�

l

�D

(k)

X

j

 

= �

n

X

i;j;l=1

g(D

X

i

X

l

;X

j

)X

�

i

�X

�

l

�D

(k)

X

j

 ar X

i

(X

�

j

(X

l

)) = 0

= �

n

X

i;l=1

X

�

i

�X

�

l

�D

(k)

D

X

i

X

l

 

=

n

X

i=1

l

�2

g

D

(k)

D

X

i

X

i

 �

X

i<l

X

�

i

�X

�

l

�D

(k)

[X

i

;X

l

℄

 ar D est sans torsion

d'où

P

2

 =

n

X

i=1

l

�2

g

�

D

(k)

D

X

i

X

i

 �D

(k)

X

i

D

(k)

X

i

 

�

+

1

2

n

X

i;j=1

X

�

i

�X

�

j

�

�

[D

(k)

X

i

;D

(k)

X

j

℄ �D

(k)

[X

i

;X

j

℄

 

�

ave [D

(k)

X

i

;D

(k)

X

j

℄ �D

(k)

[X

i

;X

j

℄

 = �R

(k)

X

i

;X

j

 . De plus,

n

X

i;j=1

X

�

i

�X

�

j

�R

(k)

X

i

;X

j

 =

1

4

X

k;l;i;j

g((R

D

A

)

X

i

;X

j

X

k

;X

l

)X

�

i

�X

�

j

�X

�

k

�X

�

l

�  

+k

X

i;j

�

D

(X

i

;X

j

)X

�

i

�X

�

j

�  

=

1

4

�

4(n� 2)�

D

�  � 2nSal

D

 

�

+ 2k�

D

�  

d'où

P

2

 = �

(k)

 +

n

4

Sal

D

 �

1

2

(n� 2 + 2k)�

D

�  : 2

4.2.4 Opérateur des twisteurs

Dans toute la suite, pour un (0;2)-tenseur b sur M , on note, pour tout hamp de veteurs X sur M

et pour toute setion  de �

(k)

M ,

�

2

(b(X); ) =

n

X

i=1

b(X;X

i

)X

�

i

�  

pour n'importe quelle setion (X

i

)

1�i�n

de CO

+

M .

Définition 4.17 Soit (M

n

;) une variété onforme CSpinmunie d'une struture de Weyl D. L'opérateur

des twisteurs sur les spineurs de poids k est défini par

Twist : �(�

(k)

M) �! �(T

�

M 
 �

(k)

M)

 7�! Twist 
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où

Twist : �(TM) �! �(�

(k)

M)

X 7�! D

(k)

X

 +

1

n

X � P 

Proposition 4.11 Soit une autre struture de Weyl D

0

sur (M

n

;), d'opérateur des twisteurs Twist

0

sur

les spineurs de poids k, et  la 1-forme sur M définie par

(D

0

)

L

1

= D

L

1

+ :

Alors

8X 2 �(TM); 8 2 �(�

(k)

M); (Twist

0

 � Twist )

X

= (k �

1

2

)((X) +

1

n

X �  �  )

Corollaire 4.2

1. Lorsque k =

1

2

, l'opérateur des twisteurs sur �

(k)

M est indépendant de la struture de Weyl hoisie

sur (M

n

;).

2. Si g est une métrique de  et Twist

g

l'opérateur des twisteurs riemannien assoié à g sur �

g

M ,

alors pour tout réel k,

8X 2 �(TM); 8 2 �(�

(k)

M); Twist

X

 = Twist

g

X

 + (k �

1

2

)(�

g

(X) +

1

n

X � �

g

�  )

On s'intéresse maintenant au noyau de l'opérateur des twisteurs :

Définition 4.18 On appelle spineur twisteur de poids k sur M tout élément du noyau de l'opérateur

Twist, i.e. toute setion de �

(k)

M vérifiant

8X 2 �(TM); Twist

X

 = 0

Pour un spineur twisteur sur M , il existe une relation fondamentale :

Lemme 4.3 Soit  un spineur twisteur de poids k. Alors pour tout hamp de veteurs X sur M ,

D

(k�1)

X

(P ) =

n

n� 2

�

(

1

2

� k)�

2

(�

D

(X); )�

1

2

�

2

(Ri

0

D

(X); )

+

1

2

X � �

D

�  +

1

n

X � P

2

 

�

Preuve : D'après (4.9), on a d'une part

1

4

X

i;j;k

g((R

D

A

)

X;X

i

X

j

;X

k

)X

�

i

�X

�

j

�X

k

�  =

1

2

n

X

k=1

Ri

0

D

(X;X

k

)X

�

k

�  

�

1

2

n

X

k=1

�

D

(X;X

k

)X

�

k

�  �

1

2

X � �

D

�  

et aussi

1

4

X

i;j;k

g((R

D

A

)

X;X

i

X

j

;X

k

)X

�

i

�X

�

j

�X

k

�  =

n

X

i=1

X

�

i

�R

(k)

X;X

i

 � k

n

X

i=1

�

D

(X;X

i

)X

�

i

�  

Or

n

X

i=1

X

�

i

� R

(k)

X;X

i

 =

n

X

i=1

X

�

i

� (D

(k)

[X;X

i

℄

 � [D

(k)

X

;D

(k)

X

i

℄ )

= �

1

n

n

X

i=1

X

�

i

� [X;X

i

℄ � P �

n

X

i=1

X

�

i

�D

(k)

X

D

(k)

X

i

 +

n

X

i=1

X

�

i

�D

(k)

X

i

D

(k)

X
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La seonde somme du membre de droite vaut

�

n

X

i=1

X

�

i

�D

(k)

X

(�

1

n

X

i

� P ) =

1

n

n

X

i=1

X

�

i

�D

X

X

i

� P +X

�

i

�X

i

�D

(k�1)

X

(P )

= �D

(k�1)

X

(P ) +

1

n

n

X

i=1

X

�

i

�D

X

X

i

� P 

et la troisième

n

X

i=1

X

�

i

�D

(k)

X

i

(�

1

n

X � P ) = �

1

n

n

X

i=1

X

�

i

�D

X

i

X � P �

1

n

n

X

i=1

X

�

i

�X �D

(k�1)

X

i

(P )

et omme

X

�

i

�X �D

(k�1)

X

i

(P ) = �X �X

�

i

�D

(k�1)

X

i

(P )� 2X

�

i

(X)D

(k�1)

X

i

(P )

alors

n

X

i=1

X

�

i

�R

(k)

X;X

i

 = �D

(k�1)

X

(P ) +

1

n

X � P

2

 +

2

n

D

(k�1)

X

(P )

En �n de ompte, en utilisant (4.8), on obtient

�D

(k�1)

X

(P ) +

1

n

X � P

2

 +

2

n

D

(k�1)

X

(P ) =

1

2

�

2

(Ri

0

D

(X); ) + (k �

1

2

)�

2

(�

D

(X); )

�

1

2

X � �

D

�  

d'où la relation voulue. 2

On en déduit immédiatement:

Proposition 4.12 Soit  un spineur twisteur de poids k. Alors

P

2

 =

n

2

4(n� 1)

Sal

D

 �

n

2(n� 1)

(n� 2 + 2k)�

D

�  

Preuve : Reprenons l'égalité du lemme préédent. On remplae X par X

i

, on multiplie par X

�

i

et on

somme sur i :

n

X

i=1

X

�

i

�D

(k�1)

X

i

(P ) =

n

n� 2

�

(

1

2

� k)

X

i;j

�

D

(X

i

;X

j

)X

�

i

�X

�

j

�  

�

1

2

X

i;j

Ri

0

D

(X

i

;X

j

)X

�

i

�X

�

j

�  +

1

2

n

X

i=1

X

�

i

�X

i

� �

D

�  

+

1

n

n

X

i=1

X

�

i

�X

i

� P

2

 

�

=

n

n� 2

�

2(

1

2

� k)�

D

�  +

n

2

Sal

D

 � 2

1

2

(

n� 2

2

)�

D

�  

�

1

2

n�

D

�  � P

2

 

�

d'où

(1 +

n

n� 2

)P

2

 =

n

n� 2

�

n

2

Sal

D

 + (1� 2k � (

n� 2

2

)�

n

2

)�

D

�  

�

don P

2

 =

n

2(n� 1)

�

n

2

Sal

D

 + (2� 2k � n)�

D

�  

�

: 2
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Donnons une onséquene de ette proposition:

Corollaire 4.3 Pour un spineur twisteur  de poids k,

�

(k)

 =

1

n

P

2

 

Preuve : D'après la formule de Shrödinger-Lihnérowiz onforme et la proposition préédente,

P

2

 = �

(k)

 +

n� 1

n

P

2

 ;

d'où le résultat. 2

Remarque 4.2 On peut donner une démonstration direte de e résultat: en e�et

�

(k)

 =

n

X

i=1

l

�2

g

(D

(k)

D

X

i

X

i

 �D

(k)

X

i

D

(k)

X

i

 ) où (X

i

)

1�i�n

g-orthonormée, g 2 

=

n

X

i=1

l

�2

g

�

�

1

n

D

X

i

X

i

� P �D

(k)

X

i

(�

1

n

X

i

� P )

�

ar  est un spineur twisteur

=

1

n

n

X

i=1

l

�2

g

X

i

�D

(k�1)

X

i

P ave l

�2

g

X

i

= X

�

i

=

1

n

P

2

 : 2

Comme appliation du lemme, on obtient, sous ertaines onditions, l'existene d'une setion parallèle

du fibré des salaires :

Proposition 4.13 Si  est un spineur twisteur de poids k tel que

k =

1

2

ou �

D

�  = 0;

alors la setion

C( ) = Re

�

( ;P )

�

de L

2k�1

est D

L

1

-parallèle.

Preuve : Par ompatibilité de la dérivée ovariante D ave le produit salaire hermitien, pour tout

hamp de veteurs X sur M ,

D

L

1

X

(C( )) = Re

�

D

L

1

X

(( ;P ))

�

= Re

�

(D

(k)

X

 ;P )

�

+Re

�

( ;D

(k�1)

X

(P ))

�

= �

1

n

Re

�

(X � P ;P )

�

ar le deuxième terme est la partie réelle d'une somme de termes imaginaires (pour tout hamp de veteurs

Y et tout spineur � sur M , (Y � �;�) = �(�;Y � �)); mais pour la même raison, (X � P ;P ) 2 iR don

D

L

1

X

(C( )) = 0: 2

La proposition (4.12) s'applique également à l'étude des zéros d'un spineur twisteur.

Lemme 4.4 On suppose M onnexe.

1. Un spineur twisteur  qui vérifie en un point x de M

 

x

= 0 et (P )

x

= 0

est identiquement nul.

2. En onséquene, l'espae des spineurs twisteurs sur M est de dimension �nie inférieure ou égale à

2

[

n

2

℄+1

.
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Preuve : Il su�it pour ela de voir que tout spineur twisteur de poids k fournit une setion parallèle

du fibré �

(k)

M ��

(k�1)

M . Posons E

k

= �

(k)

M ��

(k�1)

M et onsidérons la dérivée ovariante D

E

k

sur

E

k

donnée par:

D

E

k

X

=

 

D

(k)

X

1

n

X �

�D

(k�1)

X

P D

(k�1)

X

!

Si  est un spineur twisteur, lairement D

E

k

( ;P ) = 0, et si D

E

k

( ;�) = 0, on obtient aisément que

 est un twisteur et que � = P . Ainsi, l'espae des spineurs twisteurs de poids k sur M s'identifie à

l'espae des setions parallèles de D

E

k

, d'où la onlusion. 2

Théorème 4.5 Soit  un spineur twisteur de poids k sur M . On suppose de plus M onnexe. Alors

� soit  est identiquement nul,

� soit l'ensemble des zéros de  est disret dans M .

Preuve : Supposons  non identiquement nul, et hoisissons un zéro x de  dans M . D'après la

proposition (4.12),

(D

(k�1)

P )

x

= 0

D'autre part, pour tout hamp de veteurs X sur M ,

(D

L

1

X

(( ; )))

x

= 2Re((D

(k)

X

 ; ))

x

= 0

et aussi

X(( ; )

g

)

x

= 0

Si on prend don deux hamps de veteurs X et Y sur M , on a

D

L

1

X

D

L

1

Y

( ; )

x

= X(Y (( ; )

g

))

x

Or on a aussi

D

L

1

X

D

L

1

Y

( ; )

x

= 2Re(D

L

1

X

(D

L

1

Y

 ; ))

x

= 2Re(D

L

1

X

(�

1

n

Y � P ; ))

x

= �

2

n

Re((Y � P ;D

(k)

X

 ))

x

=

2

n

2

Re((Y � P ;X � P ))

x

=

2

n

2

(X;Y )(P ;P )

x

On en déduit, puisque (P ;P )

x

6= 0 (sinon, par le préédent lemme,  = 0), que Hess

g

(( ; )

g

)

x

est

non-dégénérée; par onséquent, x est isolé. 2

4.2.5 Spineurs de Killing

Définition 4.19 Un spineur de Killing de poids k sur M est une setion  de �

(k)

M satisfaisant :

8X 2 �(TM); D

(k)

X

 = �X �  

pour une setion � de L

�1


 C . La setion � est appelée densité de Killing de  .

Remarques 4.7

1. De manière équivalente,  est de Killing de densité � si et seulement si  est un spineur twisteur

et si P = �n� .



4.2. Géométrie spinorielle onforme 53

2. Un spineur de Killing non trivial (i.e. non identiquement nul) n'a pas de zéros ar est une setion

parallèle pour la dérivée ovariante

D

(k)

X

� �X �

On examine alors les onditions néessaires d'existene de spineurs de Killing non triviaux sur (M

n

;;D).

Théorème 4.6 Soit  un spineur de Killing de poids k non trivial de densité de Killing �.

1. Si � est imaginaire pur et k 6= �

n�2

2

, alors (�

D

�  ; ) = 0.

2. Si � est un réel non nul, alors pour n'importe quelle valeur non nulle de k, et pour n > 3 si k = 0,

D est exate et (M

n

;;D) est d'Einstein-Weyl. De plus, Sal

D

= 4(n� 1)�

2

.

3. Si � est nul,

� si k 6= 0, alors D est exate et (M

n

;;D) est d'Einstein-Weyl

� si k = 0 et si n > 2, D est d'Einstein-Weyl et

. si n 6= 4 ou M est ompate, D est fermée

. si n = 4 et M est non ompate, �

D

est harmonique.

Preuve :

1. D'après 4.12, on a

n

2

4(n� 1)

Sal

D

 �

n

2(n� 1)

(n� 2 + 2k)�

D

�  = P

2

 

= P (�n� )

= �n(D

L

1

�) �  + n

2

�

2

 

don

nSal

D

 � 2(n� 2 + 2k)�

D

�  = �4(n� 1)(D

L

1

�) �  + 4n(n� 1)�

2

 (4.2)

Par onséquent,

nSal

D

( ; )� 2(n� 2 + 2k)(�

D

�  ; ) = �4(n� 1)((D

L

1

�) �  ; ) + 4n(n� 1)�

2

( ; ) (4.3)

Or

(�

D

�  ; ) =

X

i<j

�

D

(X

i

;X

j

)(X

�

i

�X

�

j

�  ; ) et (X

�

i

�X

�

j

�  ; ) = �(X

�

i

�X

�

j

�  ; )

don (�

D

�  ; ) 2 iR. De plus,

((D

L

1

�) �  ; ) =

n

X

i=1

(D

L

1

X

i

�)(X

�

i

�  ; ) est réel puisque � 2 iR;

don en prenant la partie imaginaire de l'identité (4.3), on obtient

(

n� 2

2

+ 2k)(�

D

�  ; ) = 0;

et d'après l'hypothèse k 6= �

n�2

2

, (�

D

�  ; ) = 0.

2. Si � est réel, alors

X(( ; )) = 2Re((D

(k)

X

 ; )) = 2Re(�(X �  ; )) = 0

par onséquent, puisque

X(( ; )) = X(( ; )

g

l

2k

g

)

= X(( ; )

g

)l

2k

g

+ 2k�

g

(X)( ; )

g

l

2k

g
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alors si k 6= 0, �

g

(X) = �

1

2k

X(( ; )

g

)

( ; )

g

don �

g

est exate, d'où D est exate. Si k = 0, on va montrer

qu'alors � est D

L

1

-parallèle : puisque � 6= 0, � = fl

g

où f 2 C

1

(M). En supposant que

f(x) 6= 0 8x 2M

(on le peut, quitte à travailler loalement)

D

L

1

X

� = 0 8X 2 �(TM) () X(f)l

g

+ f�

g

(X)l

g

= 0

() �

g

(X) = �

X(f)

f

don �

g

sera enore exate. Pour ela, ramenons-nous à la dé�nition de R

(0)

:

R

(0)

X;Y

 = D

(0)

[X;Y ℄

 � [D

(0)

X

;D

(0)

Y

℄ 

= �(D

L

1

X

�)Y �  + (D

L

1

Y

�)X �  � �

2

Y �X �  + �

2

X � Y �  

= �(D

L

1

X

�)Y �  + (D

L

1

Y

�)X �  � 2�

2

Y �X �  � 2(X;Y )�

2

 

don

n

X

i=1

X

�

i

�R

D

X;X

i

 = n(D

L

1

X

�) + (D

L

1

�) �X �  + 2(n� 1)�

2

X �  

et par ailleurs =

1

2

�

2

(Ri

0

D

(X); )�

1

2

�

2

(�

D

(X); )�

1

2

X � �

D

�  

d'où

�

2

(Ri

0

D

(X); ) = �

2

(�

D

(X); ) +X � �

D

�  + 2n(D

L

1

X

�) + 2(D

L

1

�) �X �  

+ 4(n� 1)�

2

X �  : (4.4)

Comme par (4.3), on a Sal

D

= 4(n� 1)�

2

en prenant la partie réelle de haque membre, on obtient,

par (4.2),

�

D

�  =

2(n� 1)

n� 2

(D

L

1

�) �  ;

don

�

2

(Ri

0

D

(X); ) = �

2

(�

D

(X); ) + 2n(D

L

1

X

�) + 2(D

L

1

�) �X �  + 4(n� 1)�

2

X �  

+

2(n� 1)

n� 2

X � (D

L

1

�) �  

= �

2

(�

D

(X); ) + 2n(D

L

1

X

�) + 2(D

L

1

�) �X �  + 4(n� 1)�

2

X �  

�

2(n� 1)

n� 2

(D

L

1

�) �X �  �

4(n� 1)

n� 2

(D

L

1

X

�) 

= �

2

(�

D

(X); ) + (2n�

4(n� 1)

n� 2

)(D

L

1

X

�) 

+2(1�

n� 1

n� 2

)(D

L

1

�) �X �  + 4(n� 1)�

2

X �  

Prenons la partie réelle du produit salaire hermitien de haque membre de l'égalité préédente ave

 : on obtient

2(n� 1)(n� 3)

n� 2

(D

L

1

X

�)( ; ) = 0:

En e�et, la partie réelle de ((D

L

1

�) � X �  ; ) vaut �(D

L

1

X

�)( ; ). Ainsi, si n 6= 3, on en déduit que

D

L

1

X

� = 0.

3. Si � = 0 et k 6= 0, omme en début de 2., D est exate. Si k = 0, alors d'après (4.4),

�

2

(Ri

0

D

(X); ) = �

2

(�

D

(X); ) +X � �

D

�  :

Or, par (4.3), si n > 2, Sal

D

= 0 et �

D

�  = 0, don Ri

0

D

= �

D

. En partiulier (M

n

;;D) est

d'Einstein-Weyl. On peut alors appliquer le théorème (4.3) pour onlure. 2



Chapitre 5

Conventions et notations

Dans tout e mémoire, M

n

désigne une variété lisse dénombrable à l'in�ni de dimension (réelle) n,

TM son fibré tangent et GL(TM) le GL

n

(R)-fibré des bases de TM .

On note C

1

(M) la R-algèbre des fontions numériques (réelles) lisses sur M . Pour un hamp de

veteurs X et une fontion lisse f sur M , on note X(f) = df(X).

Pour p et q entiers positifs, on appelle (p;q)-tenseur sur M toute setion du fibré vetoriel réel

N

p

TM

NN

q

T

�

M . On note T

p

q

(M) le C

1

(M)-module des (p;q)-tenseurs sur M . Un (p;q)-tenseur

peut être identifié à une appliation C

1

(M)-multilinéaire �(T

�

M)

p

� �(TM)

q

�! C

1

(M).

Pour un entier positif p, on note

V

p

T

�

M le fibré vetoriel réel des formes p-alternées sur TM et




p

(M) = �(

V

p

T

�

M) le C

1

(M)-module des p-formes di�érentielles sur M (


p

(M) � T

0

p

(M)).

Si � : M �! M

0

est une appliation lisse de la variété M dans la variété M

0

, et ! une p-forme sur

M

0

, on note �

�

! la p-forme sur M image réiproque de ! par �, définie par

(�

�

!)(X

1

; : : : ;X

p

) = !(T�(X

1

); : : : ;T�(X

p

)):

Si ! est une p-forme sur M , on note d! la (p + 1)-forme sur M définie de la manière suivante: si

� : U �! �(U) � R

n

est une arte loale de M

n

, on pose !

�

= (�

�1

)

�

! puis

d! = �

�

(d

R

n

!

�

)

où

d

R

n

!

0

(V

1

; : : : ;V

p+1

) =

p+1

X

i=1

(�1)

i+1

!

0

0

(V

i

)(V

1

; : : : ;

b

V

i

; : : : ;V

p+1

)

pour toute p-forme !

0

sur R

n

(!

0

0

désigne la di�érentielle de !

0

sur R

n

).

Pour un groupe de Lie G, on note g son algèbre de Lie, i.e. g = T

e

G, où e est l'élément neutre de G.

Si f : G �! G

0

est un morphisme de groupes de Lie, on note f

�

: g �! g

0

l'appliation tangente de f en

l'élément neutre e.

Pour un entier stritement positif k, on note S

k

le groupe symétrique d'ordre k, i.e. le groupe des

permutations de f1;2; : : : ;kg, et � : S

k

�! f�1;1g la signature. Pour deux entiers positifs i et j, on note

Æ

ij

le symbole de Kroneker de i et j, i.e. Æ

ij

= 1 si i = j, 0 sinon. On note aussi

X

i 6=j 6=k

la somme

X

i 6=j;i6=k;j 6=k

:

Si on se donne un G-fibré P

�

�! M au-dessus de M , et une représentation linéaire de G, i.e. un

morphisme de groupes de Lie � : G �! Aut

K

(V ) où V est un espae vetoriel de dimension finie sur K

(K = R ou C ), on note P �

�

V le �bré K-vetoriel quotient de P � V par l'ation à droite de G donnée

par

(P � V )�G �! P � V

((p;v);g) 7�! (p:g;�(g

�1

)(v))
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On note [p;v℄ la lasse d'équivalene de (p;v) pour ette ation.

Si P

0

�

0

�! M est un G

0

-fibré au-dessus de M , et f : G �! G

0

un morphisme de groupes de Lie, on

appelle morphisme des fibrés prinipaux au-dessus de f tout morphisme des fibrés

^

f : P �! P

0

(i.e.

appliation lisse de P dans P

0

telle que �

0

Æ

^

f = �) vérifiant:

8p 2 P; 8g 2 G;

^

f(p:g) =

^

f(p):f(g)

On appelle onnexion linéaire (ou dérivée ovariante) assoiée à une 1-forme de onnexion ! sur P et

à une représentation linéaire � de G la onnexion linéaire D sur P �

�

V définie par:

D

X

([s;v℄) = [s;X(v) + �

�

(! Æ s

�

(X))(v)℄

où s : U �! P est une setion loale de P et s

�

= Ts. Inversement, si P = GL(TM) est le GL

n

(R)-fibré

des bases de TM , la 1-forme de onnexion ! assoiée à une onnexion linéaire D sur M est l'élément de

�(T

�

GL(TM)
 gl

n

) défini dans les setions loales s = (X

1

; : : : ;X

n

) de GL(TM) par:

s

�

! = (!

ji

)

1�i;j�n

où les !

ji

sont les 1-formes sur M données par

D

X

X

i

=

n

X

j=1

!

ji

(X)X

j

Si P

0

� P est un G

0

-fibré au-dessus de M , ave G

0

� G ( P

0

est un fibré réduit de P ), et si

� : G �! Aut

K

(V ) est une représentation linéaire de G, alors en posant �

0

= �

jG

0

,

P

0

�

�

0

V �! P �

�

V

[p

0

;v℄ 7�! [p

0

;v℄

est un isomorphisme des fibrés vetoriels. De plus, si ! est une 1-forme de onnexion sur P vérifiant

8p

0

2 P

0

; (!

p

0

)

jT

p

0

P

0

: T

p

0

P

0

�! g

0

;

alors les onnexions linéaires assoiées à ! et !

jTP

0

par � et �

0

sur P �

�

V et P

0

�

�

0

V oinident par

l'isomorphisme préédent.

Si �

i

: G �! Aut

K

(V

i

), i = 1;2, sont deux représentations linéaires de G, alors on note �

1


 �

2

la

représentation

�

1


 �

2

: G �! Aut

K

(V

1


 V

2

)

g 7�! �

1

(g)
 �

2

(g)

On obtient un isomorphisme des fibrés K-vetoriels

(P �

�

1

V

1

)
 (P �

�

2

V

2

) �! P �

�

1


�

2

(V

1


 V

2

)

[s;v

1

℄
 [s;v

2

℄ 7�! [s;v

1


 v

2

℄

(s désigne une setion loale de P ). De plus, si ! est une 1-forme de onnexion sur P , et, pour i = 1;2,

D

i

la onnexion linéaire assoiée à ! et �

i

sur P �

�

i

V

i

, alors la onnexion linéaire assoiée à ! et �

1


 �

2

sur P �

�

1


�

2

(V

1


 V

2

) est donnée par :

8 

i

2 �(P �

�

i

V

i

); i = 1;2; D

X

( 

1


  

2

) = (D

1

X

 

1

)
  

2

+  

1


 (D

2

X

 

2

)

Si E est un fibré vetoriel réel au-dessus de M , on note S

2

E

�

le fibré des (0;2)-tenseurs symétriques

sur E. Si E et F sont deux fibrés vetoriels, on note Hom(E;F ) le fibré vetoriel défini par

Hom(E;F ) =

a

x2M

Hom(E

x

;F

x

)
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Pour une setion s de Hom(E;E), ave r = rang(E), on note trae(s) la fontion numérique sur M

donnée par

8x 2M; trae(s)(x) = trae(s

x

) =

r

X

i=1

X

�

i

(s

x

(X

i

))

où (X

i

)

1�i�r

est une base quelonque de E

x

.

Si on se donne une métrique riemannienne g sur M

n

, i.e. un (0;2)-tenseur symétrique défini positif

sur M

n

:

� On note

TM

[;g

�! T

�

M

X 7�! X

[;g

= g(X;�)

resp.

T

�

M

℄g

�! TM

� 7�! �

℄g

la dualité riemannienne resp. sa réiproque. On fait naturellement de elle-i une g-isométrie en

posant

8x 2M; 8�;�

0

2 T

�

x

M; g

x

(�;�

0

) = g

x

(�

℄g

;(�

0

)

℄g

)

� On note O

g

M le O

n

-fibré des bases g-orthonormées de TM ; si M est orientée, on note SO

g

M le

SO

n

-fibré des bases g-orthonormées diretes sur M .

� On note D

g

la onnexion de Levi-Civita de g, i.e. l'unique dérivée ovariante sur M qui préserve g

(D

g

g = 0) et qui soit sans torsion

(8X;Y 2 �(TM); D

g

X

Y �D

g

Y

X = [X;Y ℄).

� On note tr

g

l'appliation C

1

(M)-linéaire

tr

g

: T

0

2

(M) �! C

1

(M)

S 7�!

n

X

i=1

S(X

i

;X

i

)

où (X

i

)

1�i�n

est une base g-orthonormée loale quelonque.

� Un (1;3)-tenseur R sur M

� vérifie la première identité de Bianhi si et seulement si

8X;Y;Z 2 �(TM); R(X;Y;Z) +R(Y;Z;X) + R(Z;X;Y ) = 0

� vérifie la deuxième identité de Bianhi par rapport à une onnexion linéaire D si et seulement

si

8X;Y;Z;T 2 �(TM); D

X

R(Y;Z;T ) +D

Y

R(Z;X;T ) +D

Z

R(X;Y;T ) = 0

� est de type ourbure sur (M

n

;g) si et seulement si il vérifie la première identité de Bianhi et

8X;Y;Z;T 2 �(TM); g(R

X;Y

Z;T ) = �g(R

X;Y

T;Z):

On note C(TM) le C

1

(M)-module des (1;3)-tenseurs de type ourbure sur (M

n

;g). C(TM) �

S

2

V

2

T

�

M .

� Si � est une 2-forme et X;Y deux hamps de veteurs sur M , on note [�;X ^ Y ℄ l'endomorphisme

g-antisymétrique de TM donné par

8Z 2 �(TM); [�;X ^ Y ℄Z = �(X;Z)Y � g(Y;Z)(�(X))

℄g

� �(Y;Z)X + g(X;Z)(�(Y ))

℄g
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� g induit un produit salaire sur les (p;q)-tenseurs, appelé produit salaire tensoriel (et dont on

déduit une norme tensorielle), défini par :

g(X

1


 : : :
X

p


 �

1


 : : :
 �

q

;X

0

1


 : : :
X

0

p


 �

0

1


 : : :
 �

0

q

) =

g(X

1

;X

0

1

) : : : g(X

p

;X

0

p

)g(�

1

;�

0

1

) : : : g(�

q

;�

0

q

)

Par abus de notation, on le note souvent (�;�), de norme j � j, dans la partie `Géométrie hermitienne'.

Par restrition, le produit salaire ainsi défini sur T

0

p

(M) induit un produit salaire sur les p-formes,

et on a

8�

i

;�

j

2 T

�

x

M; 1 � i;j � p g(�

1

^ : : : ^ �

p

;�

1

^ : : : ^ �

p

) = p!det((g(�

i

;�

j

))

1�i;j�p

)

On posera en fait

g(�

1

^ : : : ^ �

p

;�

1

^ : : : ^ �

p

) = det((g(�

i

;�

j

)));

sauf mention expresse, 'est de e produit salaire qu'il s'agit. D'autre part,

V

2

T

�

x

M 
T

x

M hérite

aussi d'un produit salaire, mais on posera

g((�

1

^ �

2

)
X;(�

1

^ �

2

)
 Y ) = g(X;Y )det(g(�

i

;�

j

));

i.e. e produit salaire sur

V

2

T

�

M 
 TM est la moitié de elui induit par T

1

2

(M).

Remarque 5.1 Dès que D est sans torsion, le tenseur de ourbure de D vérifie les deux identités de

Bianhi (Cf [Be℄).
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