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Chapitre 1

Introduction

Dans ce mémoire, on dégage d’une part quelques propriétés des structures et connexions hermitiennes,
qui s’introduisent naturellement dans I’étude de ’espace des twisteurs d’une variété conforme, et d’autre
part les bases de la géométrie spinorielle conforme.

La premiére partie est consacrée aux structures presque-hermitiennes sur les variétés orientables de di-
mension paire. Une structure presque-hermitienne sur une variété consiste en la donnée d’une structure
presque-complexe et d’une métrique faisant de celle-ci une isométrie. Aprés avoir détaillé, puis transposé
au cas des variétés, les propriétés des structures presque-complexes et presque-hermitiennes sur un espace
vectoriel réel, on donne différentes décompositions de I'espace des 2-formes & valeurs dans le fibré tangent.
L’application de cette décomposition aux divers tenseurs naturels sur une variété presque-hermitienne
permet en particulier d’affirmer qu’une variété est kihlérienne si et seulement si elle est & la fois hermi-
tienne et symplectique.

Si une structure presque-hermitienne sur une variété est fixée, on peut d’autre part définir la notion de
connexion hermitienne. Une connexion hermitienne est une dérivée covariante sur la variété qui préserve
la structure presque-complexe et la métrique. Une connexion hermitienne étant uniquement déterminée
par sa torsion, qui s’identifie & une 2-forme & valeurs dans le fibré tangent, on peut appliquer les théorémes
de décomposition précédents & celle-ci; il en résulte en particulier ’existence et 1'unicité d’une connexion
hermitienne de torsion de norme minimale.

En seconde partie, on s’intéresse aux structures de Weyl sur les variétés conformes, i.e. aux dérivées
covariantes sur la variété préservant la structure conforme et sans torsion. Celles-ci englobant naturelle-
ment les connexions de Levi-Civita des métriques de la classe conforme, on va chercher & généraliser les
constructions et les résultats de la géométrie spinorielle riemannienne. Le théoréme de Weyl permet tout
d’abord, sur une variété conforme donnée, de mettre en correspondance affine I’ensemble des structures
de Weyl et I’espace des dérivées covariantes sur le fibré des scalaires de poids 1, £'. On peut alors dé-
composer de plusieurs maniéres le tenseur de courbure d’une structure de Weyl, en faisant apparaitre le
tenseur de courbure de la dérivée covariante associée sur £'. Les notions de tenseur de Ricci, de courbure
scalaire, de variétés d’Einstein-Weyl, i.e. dont la partie symétrique sans trace du tenseur de Ricci s’annule,
s’introduisent aussi de maniére naturelle.

Par analogie avec la géométrie spinorielle riemannienne, ou la métrique est fixée, on définit les struc-
tures CSpin sur les variétés conformes, ot CSpin,, = Spin,, x R’ . La seule difficulté pour définir les autres
objets sur une variété CSpin consiste & rendre ‘conforme’ ce qui a été construit dans le cadre riemannien,
i.e. indépendant du choix d’une métrique dans la classe conforme; d’ol1, par exemple, 'introduction de
spineurs a poids.

L’opérateur de Dirac associé & une structure de Weyl sur les spineurs & poids apparait alors naturel-
lement. Par I'intermédiaire de deux formules liant le tenseur de courbure sur les spineurs & poids et celui
de la structure de Weyl, on obtient la formule de Schrodinger-Lichnérowicz conforme, qui généralise celle
du cadre riemannien. L’application immédiate de cette formule & I’étude des spineurs twisteurs puis des
spineurs de Killing donne des conditions nécessaires d’existence de spineurs de Killing non triviaux. La,
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des différences avec le cadre riemannien surgissent.

Ce travail est basé sur Iarticle de Paul Gauduchon [Gaul] pour la géométrie presque-hermitienne, et
sur celui de Volker Buchholz [Bu] pour la géométrie conforme.



Chapitre 2

Préliminaires

2.1 Préliminaires algébriques

Dans toute cette partie, V' désigne un espace vectoriel réel de dimension n. Lorsque n est pair, on

note m = %

2.1.1 Structure presque-complexe sur un espace vectoriel réel

Définition 2.1 Une structure presque-complexe sur V est un endomorphisme J de V tel que J? =
—Idy.

Remarques 2.1
1. L’espace V est de dimension paire si et seulement si V admet une structure presque-compleze.

2. Si J est une structure presque-complexe sur V, on peut définir une structure de C-espace vectoriel
sur 'V en posant
Yo eV, iv=J(v).

Dans ce cas:

— Un R-sous-espace vectoriel F de V' est un C-sous-espace vectoriel si et seulement si J(F) C F.

— 8i J' est une structure presque-compleze sur un autre R-espace vectoriel V’, alors une appli-
cation R-linéaire f : V — V' est C-linéaire si et seulement si foJ =J o f.

Proposition 2.1 Soit J une structure presque-compleze sur V. Il existe une famille (ey, ... ,em) de vec-
teurs de V telle que (e1,....em,J(€1),...,J(em)) soit une base de V.

Corollaire 2.1
1. Le groupe GL,(C) s’identifie au sous-groupe de G Lo, (R) des matrices de la forme

( _AB i )ovl A,B € M,(R) etdet< _AB ﬁ ) # 0.

2. 8i B = (e1,....emiJ(er),....J(em)) et B' = (ey,....e..,J(€)),....J(en')) sont deuz bases de V
comme dans la proposition (2.1), alors B et B' ont méme orientation, i.e. si Pg est la matrice de
passage de B a B, alors det(P§ ) > 0.

Remarque 2.1 Au lieu de considérer des bases de la forme (e1,...,em,J(e1),...,J(em)) de V, on peut
prendre des bases de la forme (e1,J(e1),ea,J(€2), ... ,em,J(em)); le dernier résultat subsiste.
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2.1.2 Deécomposition des formes alternées en types

Soit .J une structure presque-complexe sur V. Soit
Ve=VerC

le complexifié de V. L’endomorphisme J induit un endomorphisme J¢ : V¢ — V¢ prolongeant J; J¢
vérifie (J¢)? = —Idy. = i*Idy. donc
Ve =ker(J® —ildy-) ® ker(J® +ildy-) (2.1)

Posons V10 = ker(J¢ —ildy.) et VOl = ker(J¢ + ildy-).
Proposition 2.2

1. VIO ={X —iJ(X), XeV}etVOP ={X+iJ(X), XeV}

2. La conjugaison

conj :Ve=VaiV — V°
X +iY +— X —iY,
échange V10 et VOl En particulier, dimcV'° = dimcV%! = m.

On peut effectuer le méme travail sur V*, & condition de passer .J au dual: si la convention usuelle impose

T (@) (X) = a(J(X)),

en revanche si on veut que J commute avec la dualité riemannienne, i.e. que

J(< X, >) =< J(X), >,
il faut poser _
J(@)(X) = —a(J(X)).
L’endomorphisme J est une structure presque-complexe sur V*, et si on pose
Vip={ae (V" J'(a)=—ia}
et _
Voo ={ae (V") J%a)=1ia},

alors on obtient de méme
(V*)C = V1,0 D V0,1

et, par (V)" = (V7),
V—LO — (VO,l)o (: (Vl,O)*)

Voo = (V1) (=),

o, pour un sous-espace vectoriel F' de V', (F')° désigne le polaire de F, i.e. 'ensemble des formes linéaires
sur V s’annulant sur F'. On peut ainsi décomposer les formes alternées sur V°.

Proposition 2.3
1. L’algébre des formes alternées sur V¢ se scinde sous la forme:

A= D @ AT

0<r<n p+q=r

ol

P,
/\VC* = {0} sip ou g > m,

P q
Vectc{a NP, «a€ /\VLO, 8 € /\Vg’l} sinon.
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2. La conjugaison, étendue en un R—automorphisme de \V°*, échange \"? Ve* et NP Ve,

Remarques 2.2
1. Si(e1,....em) est une C-base de V1.0, soit (ef,...,ek,) la C-base duale de Vi o; (eF,...,ek,) est une
C-base de Vo1, donc une C-base de \"'?V°* est formée par les

€A ANep Nef AL Ae, 1< <. <ip<m, 1< <. <jg<m.

ip

2. Siwe N'V*, puisque N\"V* — N"V*, w peut étre vue comme une r-forme sur V<; or w est a
valeurs réelles, donc

V(Xl, s aX'r') € Vra w(Xla' . 'aX'r') = w(Xla' v 7Xr)7

donc siles c;, ,...i, j1,....5, 50N les coefficients de la décomposition de w dans la base précédente, alors

q
. . . = (1Pl
011,---’2;”]1,---’]:1 - ( 1) th---Jqu,---Jp'

8) On peut étendre J° en un C-automorphisme de lalgebre \V°*, noté AJ¢; si J, = AFJC,
(Ji)? = (‘Dkld/\k yes, donc

k

sikestpair:/\V” = ker(Jy —Idyry..) ® ker(Jy + Idpky..)
k

sikestimpair:/\V” = ker(Jy —ildprye.) ® ker(Jy +ildpk yc.)

Par exemple, si k=2, N>V = N> Vera AV ver e A2 Ver avec

/\1’1 Ver = ker(Jy — Idp2ye-)
1.€.

AN Ver={we N°Ver, VXY eV, w(J(X),J(Y)) =w(X,Y)}

/\2’0 Vc* D /\0,2 Vc* — keT(JQ + Id/\Z VC*) et
/\27;’ Ver ={we /\z Ver, VXY eV, w(J(X)Y)=iw(X,Y)}
AP Ve ={we N°Ver, VXY eV, w(J(X)Y)=—iwX,)Y)}.

2.1.3 Produit scalaire hermitien sur une structure presque-complexe

Définition 2.2 Soit J une structure presque-complexe sur V. Un produit scalaire hermitien sur (V,J)
est un produit scalaire g sur'V tel que J est g-orthogonal, i.e.

VXY €V, g(J(X),J(Y)) =g(X,)Y). (2.2)

Dans toute la suite des préliminaires algébriques, sauf mention expresse, J désigne une structure
presque-complexe sur V.

Remarques 2.3
1. Si g est un produit scalaire sur'V, alors la forme R-bilinéaire h définie par

h(X,Y) = g(X.Y) + g(J(X),J(Y))

est un produit scalaire hermitien sur (V,J).



6 Chapitre 2. Préliminaires

2. Si E est un C-espace vectoriel, et si J est la structure presque-compleze naturelle définie sur E par
J(X) = iX, cette notion de produit hermitien coincide avec la notion usuelle au sens suivant: si
s: Ex E — C est une forme sesquilinéaire hermitienne définie positive, alors Re(s) vérifie (2.2).
Inversement, si g vérifie (2.2), alors

s:ExE — C
(X,Y) — g(X,Y) - Zg(J(X),Y)

est une forme sesquilinéaire hermitienne définie positive.

Proposition 2.4 Soit g un produit scalaire hermitien sur (V,J). Il existe m éléments de V', (e1,...,em)
tels que (e1,....em,J(€e1),...,J(em)) soit une R-base g-orthonormée de V.

Preuve: On considére un vecteur non isotrope er; on montre que ey est orthogonal & J(e1) puis on
termine par récurrence sur (Vectg{es,J(e1)})*. O

On peut étendre un produit scalaire hermitien g sur (V,J) en une forme C-bilinéaire sur V¢; soit
g : Ve x Ve — C cette extension. L’application g¢ est symétrique, et vérifie:

VZ eV ¢9(Z,2)>0, et ¢°(Z,Z)=0 < Z =0

Y(Z,2") e (V92 ¢%(Z,Z") = 0.

Réciproquement, si on se donne g : V¢ x V¢ — C une forme C-bilinéaire symétrique vérifiant
VZ eV, §(Z,2)>0, et §(Z,2)=0 <= Z=0

v(z,z") e (VY0 §(Z,2") =0,

en posant g = gjyxv, g est réelle et est un produit scalaire hermitien tel que g° = g.

Définition 2.3 Soit g un produit scalaire hermitien sur (V,J). La forme de Kéhler de g est la 2-forme

alternée F' définie par
FX)Y) =g(J(X))Y).

Remarques 2.4
1. F est alternée car J est g-orthogonal, et vérifie

FJ(X),J(Y)) = F(X,)Y),

en particulier F est de type (1,1).

2. Comme on vient de le voir, J° est g°-orthogonal; on peut, comme dans le cas euclidien, définir g¢
sur V*¢ et dans ce cas, J¢ (ou (J)°) est g°-orthogonal. On en déduit que Jy, : N\F ver — N\Fver
est orthogonal pour la forme C-bilinéaire induite sur /\’c Vex. Ainsi,
st k est pair (valeurs propres + 1), ker(Jy — Idrye.) L ker(Jy + Idpnyc.)
si k est impair (valeurs propres + i), g¢ est nulle sur chaque sous-espace propre de Jy.

Exemples:
1) (AP Vet = AP ver @ A Ver mais (AP Vet = AV Ve @ A*° Ver en particulier A0 Ve

0,2 1rex
et A77V* ne sont pas orthogonaux.
2) Si k = 3,

1,2 3,0
ker(Js —ildpsye.) = \ V@ A\ Ve

et

2,1 0,3

ker(Js +ildpsye.) = AVer o AV
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De plus,

0,3 2,1 1,2 0,3
(/\Vc*)J_ :/\Vc*@/\vc*@/\vc*

d’ou
2,1 1,2 3,0 0,3

(AVera AVe) LAV e V).

2.2 Préliminaires géométriques

2.2.1 Variétés presque-complexes

Définition 2.4 Une variété presque-complexe est un couple (M,J) ot M est une variété lisse et J est
un (1,1)-tenseur sur M vérifiant J*> = —Idg ;.

Proposition 2.5 Toute variété presque-complexe est de dimension paire et orientable.

Preuve: Si (M,J) est une variété presque-complexe, alors pour tout = de M, J, : T,M — T, M est
une structure presque-complexe sur T, M, donc la dimension de T, M, qui est celle de M, est paire.
Soit n = 2m cette dimension. Pour z élément de M, il existe m éléments de T, M, (eq,...,em) tels que
(e1,...,em,J(€e1),...,J(€n)) soit une base de T, M par (2.1). On peut supposer, par continuité de J,
I’existence d’une base locale de ce type, i.e. de m champs de vecteurs X, ...,X,, dans un voisinage U
de z tels que pour tout y dans U, (X1 (y), ..., Xm(¥),Jy(X1(¥)),--.,Jy(Xm(y))) soit une base de T, M.
Or deux telles bases ont méme orientation (Cf (2.1)); d’ou I'existence d’un atlas dont les changements de
cartes ont un jacobien strictement positif .00

Définition 2.5 Une variété est complexe si et seulement si elle est presque-complexe et si ses chan-
gements de cartes commautent avec la structure presque-complexe J, i.e. pour toutes cartes ¢;, ¢; en z,

To(; ' 0 ¢j) 0 Jo = Jo 0 Tu(d; ' 0 ¢5).

Remarques 2.5

1. Une variété presque-complexe est complexe si et seulement si elle est localement homéomorphe a
des ouverts de C" et si ses changements de cartes sont des applications holomorphes.

2. On dit aussi qu’une variété presque-compleze est complexe si et seulement si J est intégrable.

Pour une variété presque-complexe (M,J), on peut définir le tenseur de torsion de J par:

NXY) = 2([J(X),J (V)] = [X. Y] = J([J(X),Y]) = J([X,J(YV)])-

| =

N, appelé le tenseur de Nijenhuis de (M,J), est un (0,2)-tenseur alterné en (X,Y).

Théoréme 2.1 (Newlander-Nirenberg) Une variété presque-complexe est compleze si et seulement
st elle est sans torsion.

Dans toute la suite, (M,.J) désigne une variété presque-complexe de dimension n = 2m. On notera,
pour p entier positif, QP (M) = T'(AP T*M) V'espace des p-formes différentielles sur M, et pour p,q entiers
positifs, QP 7(M) = T(A\"? T* M) Vespace des p+q-formes différentielles de type (p,q) sur M.
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2.2.2 Variétés presque-hermitiennes

Définition 2.6 Une métrique hermitienne sur (M,J) est une métrique riemannienne g sur M telle que
pour tout x de M, J, est g,-orthogonal.

Définition 2.7 Une variété est dite presque-hermitienne (resp. hermitienne) si et seulement si elle est
presque-complexe (resp. complexe) et munie d’une métrique hermitienne.

Remarque 2.2 Comme on suppose les variétés dénombrables a l'infini, toute variété presque-complexe
admet une métrique hermitienne (Cf (2.3)).

Dans toute la suite de ce paragraphe, (M,.J,g) désignera une variété presque-hermitienne. Soit D la
connexion de Levi-Civita de (M,g). On peut définir plusieurs formes sur M attachées & la structure
presque-hermitienne :

Définition 2.8 La forme de Kéhler (ou forme canonique) de (M,J,g) est la 2-forme F définie par
F(X)Y)=g(J(X),Y).
La forme de Lee de (M,J,g) est la 1-forme 0 définie par
0=JF),
ot & désigne la g-codifférentielle de la dérivée extérieure d.

Remarque 2.3 Soit (e1,es = J(e1),...,en—1,n = J(en—1)) une base g-orthonormée sur T, M (Cf (2.4))
et A Uapplication linéaire définie par

AQP(M) — QM)
b %Z@b(ei,J(ei),-,...,-)).

Alors 8 = A(dF). En effet, en utilisant les formules

p+1

do(X1, ... Xpp1) = Z(—l)i“Dxiw(Xl,...,Xi,...,XpH)
i=1

Sw(Xy,.... Xp1) = =Y Dew(eiXi,... . X, 1),
i=1

on obtient :

1
VX €T,M, A@F)(X) = 53 Do F(J(e;),X) = Dy Flej,X) + DxFlesJ(e;)
j=1

= 3D FlepX) = G

D’autre part, on remarque que
n m
Vae Q'(M), anF =YY aler)es; 1 A(J(ezj-1))" Aej,
k=1 j=1

done VB € Q*(M), g(a A F,B) = g(a,A(B)) d'une part
et Va € QY (M), A(aAF) = (m — 1)a d’autre part.
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1l s’ensuit que

QM) — Q3 (M)

1
1w/\F

w >

est un projecteur orthogonal. Lorsque w = dF', on obtient la somme g-orthogonale
1
dF = (dF)° + —0NF oi A((dF)°) =0
m—

ce qui peut servir de définition de 6.

2.2.3 Structure de ’espace des 2-formes a valeurs dans le fibré tangent
Dans toute la suite des préliminaires, on suppose n > 2.

Définition 2.9 L’espace des 2-formes a valeurs dans T M, noté Q?(T M), est l’espace des (1,2)-tenseurs
alternés par rapport a leurs deuz variables covariantes, i.e.
O2(TM)={w:TM x TM = TM C=(M)-bilinéaire : ¥X,Y € T(TM), w(X,Y)=—-w(V,X)}

De maniére équivalente, une 2-forme & valeurs dans T'M peut étre vue comme une section du fibré
(N2T*M)® TM = Hom(\> TM,TM).

On peut d’autre part identifier toute 2-forme & valeurs dans T'M a un (0,3)-tenseur sur M, alterné
en ses deux derniéres variables, en posant pour w € Q*(T M),

B(X\Y,Z) = g(Xw(Y,2)).
Il est clair que Q2(TM) D Q3(M).

On décompose alors Q?(TM) de deux maniéres naturelles différentes: I'une a 'aide de deux projec-
teurs orthogonaux, le projecteur de Bianchi et la trace définis ci-dessous, et 'autre en s’inspirant de la
décomposition

Q*(M) = Q*°(M) @ QY (M) & Q°2(M)

de Q2(M).

Considérons b le projecteur défini par:
b= Alt‘Qz(TM) : QQ(TM) — Qg(M)
B +— Ali(B)
ou

1
VX1,X2,X3 € D(TM), Alt(B)(X1,X2,X3) = 3l Z €(0)B(X5(1):Xs(2), X (3))-
" 0€S3

Un simple calcul montre que, puisque B € Q*(T M),

b(B)(X,)Y,Z) = 2(B(X,)Y,Z) + B(Y,Z,X) + B(Z,X,)Y)).

W=

On nomme naturellement b le projecteur de Bianchi.

Soit d’autre part I’application

Ol X(TM) — QNM)

n
B +— ZB(ei,ei,-).

i=1
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L’application

ou
1

n —

VX)Y,Z e T(TM), f(a)(X)Y,Z)=

1 (a(2)g(X)Y) — a(Y)g(X,2)),
vérifie Cll o f = [dQl(M), d’on
trig=foCl:0*(TM)— Q*(TM)

est la projection sur QL (M) = £(Q'(M)) parallélement & ker(C}).
Lemme 2.1 Les applications b et tri,1 sont des projecteurs orthogonauz.

Preuve:
Pour b, cela provient du fait que pour toute matrice A, det(*A)=det(A). Pour try 1, si j # k,

tri,i(e; @ (ej Aep)) = dij flex) — i f(ef),

1
donc tr11(e] ® (ef Aef)) = ——= D ep @ (e} A ),

pFk
et si B € Q?(T M) vérifie try 1 (B) = 0, alors
g(Biria(ef ® (€] Aep)) = > Blenerer)
=1
= 0. O

Proposition 2.6 L’espace des 2-formes a valeurs dans TM se décompose sous la forme suivante :
QX(TM) = QM) &1 (Q2(TM))° &1 Q3 (M)
ot

OL(M) tr1 (Q2(TM)) = Im(try 1)
(Q*(TM))° = ker(tri,) Nker(d).

Preuve: Puisque que tr; 1 est un projecteur orthogonal,
Q*(TM) = Im(tr11) @4 ker(try 1),
et comme Q*(M) = Im(b) C ker(try,1), alors
ker(tri1) = Q*(M) @ ker(tr 1) N ker(D),

et en utilisant les notations précédentes,on obtient le résultat O

Par analogie avec Q2(M), posons
QN TM) = {BeQ*TM)/ VXY eT(TM), B(J(X),J(Y))=B(X,Y)}
O*9(TM) = {BeQ*TM)/ VXY eT(TM), B(J(X))Y)=J(B(X)Y))}
Q"*(TM) = {BeQ*TM)/ VXY eT(TM), B(J(X),)Y)=-J(B(X)Y))}
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et soit

M:QY(TM) — Q*(TM)

B — M(B),
ol VXY € T(TM), M(B)(X,Y) = B(J(X),J(Y)).
M2 = Ido>(Tary, et M étant g-orthogonal (vérification immédiate sur la base g-orthonormée (e1,J(e1), .. . ,em,J(em))),
on a:
QX (TM) =" (TM) @, Q(TM) o Q"> (TM). (2.3)

Lemme 2.2 Soit B € Q>(TM), B = BY' 4+ B?>? + B%2 sa décomposition donnée par la précédente
identité.

Alors B = %(B+M(B))
B*°(XY) = i(B(X,Y)—B(J(X),J(Y))—J(B(J(X),Y))—J(B(X,J(Y))))
B**(X)Y) = %(B(X,Y) - B(J(X),J(Y)) + J(B(J(X),Y)) + J(B(X,J(Y)))),
soit
B*°(X\Y,Z) = i(B(XYZ) B(X,J(Y),J(2)) + B(J(X),J(Y),Z)
+B(J(X),Y,J(Z)))
B**(X\Y,Z) = 1(B(XYZ) B(X,J(Y),J(2)) = B(J(X),J(Y),Z)
—B(J( )Y, J(Z)))-

Ainsi, B€ Q" (TM) <<= M(B)=
Be@TM) B(J(X), Z) = -B(X,J(Y),Z) (=-B(XY,J(Z))
Be Q™ (TM) <= B(J(X)YZ)=B(X.J(Y)Z) (=B(XY,J(2))

Lien entre les deux décompositions :
Si B est un élément de Q2(TM), on note

B = t7“171 (B) + BO + b(B)

sa décomposition d’apres (2.6),
B = B171 +B2,0 +B0,2

sa décomposition d’aprés (2.3).
On commence par considérer le cas d’une 3-forme 1) € Q3(M):

¢ = YU+ p?0 4902 o ep € QX(TM) D Q3 (M)
¢ = YT 497 ot T est la composante (2,1)+(1,2) de ) et )~ sa composante (3,0)-+(0,3).
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On vérifie directement que toute (3,0) ou (0,3) forme est dans Q%2(TM), et que toute (2,1) ou (1,2)
forme a sa composante (0,2) nulle dans Q?(T'M). Ceci prouve :

Proposition 2.7 Soit ¢ € Q3(M). Alors

o = g2

Yt o= b4 02
et

P = St M)

PO = St - M)

Remarque 2.4 La forme ¢t ne peut étre non nulle que si ¥*° et ¥ sont non nulles. En effet,
()22 =0 entraine Y = 3b(M (1)), en particulier
1
9(¢+aM(¢+)) = §Q(¢+,¢+)
1
doi g(@*° ™% = S W),

On passe au cas général : soit

Q> (M) = BBOM) @ Q%3 (M)
Q> (M) = Q>Y(M)e Qb2 (M).

Théoréme 2.2

1. Pour tout élément B de Q%2(TM),
t7“171 (B) =0

B et b(B) sont dans Q*(TM).

En particulier, b(B) € Q% (M).
2. La restriction de b a Q>°(T M) est un isomorphisme sur Q>+ (M), et sa réciproque est donnée par

(M) —  Q2°(TM)

W o g(w - M(w)).

3. L’espace QY1 (T M) se décompose sous forme de la somme orthogonale

Qb (TM) = Qb (TM) o, QLN (T M),

ot Q2 (T M) QMY T M) N ker(b)
bl rm)y = QLY TM))Enb(TM)

et la restriction de b a QLY (T M) est un isomorphisme sur Q3+ (M) de réciproque
0t(M) — QYY(TM)

w — Z(w + MW)).
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Preuve:
1. En considérant la base g-orthonormée (e1,J(e1),- .. ,em,J(em)), pour tout champ de vecteurs X sur
M,

m m

t’l”171(B)(X) = Z 61,6“ Z X)
i=1 i=1
avec B(J(e;),J (e:),X) = B(ei,J* (e:),X)
donc = 0.

De plus, on vérifie aisement que b(B) € Q%2(T M).

02 = 0: en effet, pour tous champs de vecteurs X,Y et Z sur M,

WB)(XJ(Y)J(Z) = “(-B(XY.Z)+B(Y.ZX)+BZXY))

2. On montre directement que (b(B))

w

_ —%B(X,Y,Z) +b(B)(X.,Y.Z),

d'on B = 2(b(B) — M(b(B))). En particulier b(B) = 3b(M(b(B))) donc (b(B))®* = 0.

3. On cherche un inverse du type b(A) — a(b(A) + M(b(A4))) (pour que cet inverse soit invariant par
M). On doit avoir b(A) = b(a(b(A) + M(b(A)))), done on pose
h:Q¥3(M) — QYYTM)
3
o= @+ M)

Montrons que hjgs,+ () est la réciproque de bml Ty

higa.—(ary = 0 car M(¢7) = M(4*?) = —¢%? donc on restreint h a Q>+ (M).
h(Q>T(M)) C QLY(T M) car si ¢t € Q3+ (M), et B € QLY (TM),

gt + M@WT),B) = 29(¥*,B) car M(B) = Bet M>=1d

= 29(b(¢"),B) car b(¥") =¥
= 2g(¢",b(B)) car b est auto-adjoint.
0

Reste & prouver que b(QLH(TM)) C Q> (M), i.e. que b(B) = 3b(M(b(B))).
Si ceci est démontré, alors b‘Q;J(T M) étant clairement injectif, on aura aussi

ho bigis an = Tdigrs (s

i.e.

VA€ QLNTM), A= Z(b(A) + M(b(A))).
On calcule: pour X,Y et Z € T'(T M),
b(B)(X,J(Y),J(Z)) =

b(B)(J(X),Y,J(Z))

(B(X.Y,2) + B(I(Y),J(2),X) + B(J(2),X,](V)))

(BUI(X).Y,7(2)) + B(V,J(2),](X)) + B(J(2),](X)Y))
bB)I(X),J(1),2) = (BUX)J(YV).2)+BUY).ZJ(X) + BZXY))

done 3b(M(B(B)(X,Y,Z) = =(B(X,Y,Z)+B(Y,Z,X)+ B(Z,X,Y))



14 Chapitre 2. Préliminaires
dou (b(B))*? =0. O

Corollaire 2.2 Par composition
2.0 b 34 (bm};l(TM))_l 1,1
Q°N(TM) — Q> (M) — 0 (TM),
il existe un isomorphisme

& 020 (TM) — QLY TM)

B +— (b(B)+M(b(B)))

=] w

dont l'inverse est donné par

' QN (TM) — O*°(TM)

A S (b4) - MGb(4))
Si B € Q*°(TM), tr,(B) = 3J(A(b(3)))
si A€ QLY TM), tri (A) = —gf(A(b(A))).

Preuve: Faisons-la pour B:

try1(B) = %(trm(B) —try, (/\/l(b(B)))), et tr11 (b(B)) = 0; de plus

trl,l(M(b(B)))(X)225(3)(6i,J(6i),J(X)) = —Zf(b(B)(ei,J(ei),-))(X)

~27(A((B))) (X),

d’out t7“171(B) = 3J(A(b(B))) O

2.2.4 Application a I’étude de DF

Le théoréme (2.2) permet de préciser les liens entre la structure presque-complexe et la métrique
hermitienne. On note, pour une 2-forme w sur M, d°w la 2-forme définie par:

VX)Y,Z € (TM), dw(X,Y,Z)=—dw(J(X),J(Y),](Z)).

Proposition 2.8
1. N° est de type (0,2), donc N = N° + b(N)
2. (DF)"* =0 done DF = (DF)2° 1 (DF)"?
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3. (DF)%? est déterminé par et détermine N :

VX)Y,Z € (TM), (DF)**(X)Y,Z)

N(J(X),Y,Z) + N(J(Y),X,Z) - N(J(Z),X)Y)
ou encore = 2N°(J(X),Y,Z) + %(dF)‘(X,Y,Z)

et b(N) = L(d°F)".
4. (DF)>° est déterminé par (dF)*

(DF)*® = 5 ((@F)* = M((dF)")).

DN | =

Preuve:
1. On vérifie directement, par la définition de N, que

VXY € T(TM), N(J(X))Y)=—-J(N(X)Y)).
2. DxF(Y,Z) = g(Dx(J(Y)) = J(DxY),Z) donc

DxF(J(Y),J(Z)) = ¢g(J(DxY)—-Dx(J(Y)),Z)
—DxF(Y,Z).

3. (DF)*2(X,Y,2) = }(Dx F(Y,2) = DxF(J(Y),J(2)) = Dyx) F(J(Y),2) = D) F(Y.J(2)))
donc
(DF)**(X,Y,Z) = %(DXF(Y,Z) -D J(X)F(J(Y),Z)) par ce qui précede.

On utilise I'identité de Koszul et la définition de N pour arriver &
(DF)**(X,Y,Z) = N(J(X),Y,Z) + N(J(Y),X,Z) — N(J(Z),X,Y).
De plus, en remarquant que pour toute 2-forme w,
dw = 3b(Dw),

alors dF = 3b(DF) = 3b((DF)%?) + 3b((DF)0).
Or b((DF)®?) € Q3 (M) et b((DF)>0) € Q3+ (M), d’on

b(DF)™) = Z(dF)”

b(DF)*) = Z(dF)*

En remarquant aussi que pour ¢ € QO2(TM), (J(+),-,) € QO2(T M), et
b((J (), - ) = (b(¥)(J(), - ), puisque N € Q**(T M), alors

(DF)*? = 2N°(J(:),~,) = 3b(N)(J(), )
dou b((DF)*?) = —b(N)(J (), )
)

i.e. b(N) 1 3 ((F)”

c

15
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et il est facile de montrer que ((dF)™)¢ = (d°F)~ (et ((dF)T)¢ = (d°F)T).
D’oti on tire aussi
(DF)** = 2N(J(),-,) + (dF)~
puis (DF)? = ON°(J(), )+ 3(dF)™ ((N(I(),- ) = N°CIC), ).

4. De b((DF)>9) = L(dF)*, on déduit, par (2.2),

3

(DF)** = Z(b((DF)*") = M(((DF)*"))) = 5 ((@F)* = M((@F)")). ©

N | =

Remarque 2.5 Si ¢ € Q>%(TM), »(J(-), - ,") € Q*O(TM) mais
b(W(J (), ) # b)), - )
Idem sip € QU1 (TM).

Corollaire 2.3 On a équivalence entre

DJ=0
et
(dEYt =0
J est intégrable
Preuve:

Si D.J = 0, alors par définition de DF, DF = 0; en particulier (dF)* = 0.
De plus, (DF)%2 = 0 entraine N = 0 donc par (2.1), (M,J) est complexe.
Réciproquement, si (dF)*™ =0 et N = 0, alors

P20 = 3 (@r)* - M(@Fh) =0
et VX,Y,Z € I(TM), (DF)**(X,Y,Z) = N(J(X)\Y,Z)+ N(J(Y),X,Z)
-N(I(2)XY)
= 0

)

d’ou DF =0, puis DJ =0. O

Terminologie: Une variété presque-hermitienne (M,.J,g) de tenseur de Nijenhuis N, de connexion cano-
nique D et de forme de Kahler F est dite

e kdhlérienne si et seulement si .J est D-paralléle, i.e. DJ =0

o symplectique (resp. (2,1)-symplectique) si et seulement si F' est fermée, i.e. dF = 0 (resp. (dF)T = 0).
Ainsi le précédent corollaire montre que (M,J,g) est kihlérienne si et seulement si (M,.J,g) est & la fois
(2,1)-symplectique et hermitienne.



Chapitre 3

Connexions hermitiennes sur une
variété presque-hermitienne

On reprend dans toute cette partie les notations du précédent paragraphe, et on suppose encore n. > 2.

3.1 Potentiel et torsion d’une connexion hermitienne

Définition 3.1 Soit (M,J,g) une variété presque-hermitienne. On appelle connexion hermitienne sur M
toute connexion linéaire V sur T M satisfaisant:

Vg = 0,i.e. V est métrique
VJ = 0, i.e Jest V-paralléle.

Définition 3.2 Soit V une connexion hermitienne sur une variété presque-hermitienne (M,J,q).
Le potentiel de V est le (1,2)-tenseur A sur M défini par:

A=V -D.
La torsion de V est le (1,2)-tenseur T sur M défini par:
VXY € I(TM), TxY =VxY —VyX —[X,Y].

On identifie, par g, A et T & des (0,3)-tenseurs sur M en posant:

VX\Y,Z e T(TM), AX)Y,Z) = g¢(VxV,Z)-g(DxYV,Z)
T(X,Y,Z) = g(X,TyZ)

V et D étant métriques, A est un élément de Q2(TM). D’autre part, puisque

TxY = —Ty X, T est aussi élément de Q?(T'M). D étant sans torsion, on vérifie alors aisément que
T = —A+3b(A)
3
A = T+ §b(T)

Remarques 3.1
1. Par ce qui précéde, V est sans torsion si et seulement si V = D.

17
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2. Si'V est métrique, alors J est V-paralléle si et seulement si A satisfait
VX)Y,Z e (TM), AX,J(Y),Z)+ AX)Y,J(Z)) =—-DF(X,Y,Z).

On peut donc voir 'ensemble des connexions hermitiennes sur (M,J,g) comme un espace affine de
direction QY (T M) (Cf (2.2)).

3.2 Détermination d’une connexion hermitienne par sa torsion

Comme on vient de le voir, une connexion hermitienne sur une variété presque-hermitienne est en-
tierement, donnée par son potentiel, et par la correspondance bijective précédente, par sa torsion T'. On
va en fait montrer que T ne peut étre choisie arbitrairement, mais qu’elle dépend entiérement de ses
composantes dans Q% (M) et QLY (T M).

Proposition 3.1 Soit V une connexion hermitienne sur (M,J,g) et T sa torsion.
1. T%2 = N en particulier T®? est indépendant de V
2. T*0 — @~ 1(THY) = %((dCF)+ - ./\/l((dCF)+)) = (DF)*°(J(+), - ,+), ou, de maniére équivalente,
b(T*0 — Th') = 2(d°F)*; en particulier b(T*° — T}>') est indépendant de V.

8. Pour tout ¢ dans Q>+ (M), pour tout By dans QL' (T M), il existe une unique connexion hermi-
tienne V telle que TH' = By et (b(T))" = ™. T est alors donnée par:

T=N+ %(chﬁ - gM((dCF)ﬂ + gw - gM(w*) + B;.

Preuve:
1. Comme on I’a vu dans la remarque 2. précédente, A est le potentiel d’une connexion hermitienne si et
seulement si A € Q?(TM) et A satisfait

VX)Y,Z e (TM), A(X,J(Y),Z)+ A(X,Y,J(Z)) = —DF(X,Y,Z),

donc si et seulement si

T(X,J(V),2) + T(XY,7(2) ~ 5 (WT)(X,J(V),2) + WT)(XY,](2))) = DF(X.Y.2).  (3.1)

OI‘, sip € 92(TM)7 ¢(,J(),) + 1/](7 : 7J()) € 02(TM) et
(¢(7J()5) + ,(/}(7 ' aJ(')))072 = 2¢072('7J(')5') (Calcul faCile)v
donc en identifiant les composantes des deux membres, on a:

27%2(,J(),) = 36(T)*2(,J(),) = (DF)™?
ie. 2T%2(..J(-),") = 36(T)~(-,J(-),) = (DF)%?

Or b(T)~ = b(T°?) car b(T>° +T"') € Q>+ (M), donc
—b(T**)(X,Y,Z) = —b((DF)**)(X,J(Y),Z).

De plus, B((DF)*2)(X,J(¥).Z) = L(dF)~(X.J(¥Y).Z) = }(d*F)~ (XY 2),
d’out b(T°?) = b(N). On en déduit que 2(T%2)° — L(d°F)~ = 2N° — L(d°F)~, d'ou T2 = N.
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2. De (3.1), on tire

(DF)*® = =2T*°(J(-),-,) — g(b(Tﬂ(-,J(-),-) +0(TH)(, -, J( ))),
ie. (DF)*°(J(-),-,) = 2T*°— g(b(T)+ - MOT))N (I, J(),)
= 9720 _ ;(b(T)+ — MO )

— 2T2,0 _ T270 _ @—1(1—3,1).

3. Le dernier résultat est un calcul aisé. O

Remarque 3.1 On a utilisé la remarque suivante:

Vi € Q*(TM), bW"?) = (b(y)™*.

3.3 Connexion hermitienne de torsion de norme minimale

Dans ce paragraphe, on s’intéresse aux connexions hermitiennes ayant la torsion ‘la plus petite possi-
ble’: on montre qu’étant donnée une structure presque-hermitienne sur M, il existe une unique torsion,
et donc une unique connexion hermitienne sur M, vérifiant cette condition.

Pour cela, décomposons ¢ dans Q31 (M) sous la forme

vt = L@ Ry vy, peCen), u LR

Proposition 3.2 Avec les notations précédentes, T se met sous la forme

_f+1
1

3f—1

r= N+ Lt ry LM my) + i - o) + B,

Par conséquent,
1
TP > NP + S |dFP,
et on a égalité si et seulement si
1,1 + ]' c +
TI =0 et (D) = —5(dF)",

1
i.e.si et seulement i T = N — gM((dCF)ﬂ.

Preuve: La premiére égalité s’obtient aisément grace a (3.1).
De plus,

3f—1

T =N +b(N) + = —(dF)" ~ F+l

9 3
(@F)*) + v = SM(@) + B,

et les termes de cette somme sont deux & deux orthogonaux :
B, L Q3(M) car B, € ker(b); de méme, B, L M(yT) Vot € Q3+ (M)
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i

Y LB(N) car V(ww') € Q3+ (M) x Q% (M), (ww') = 0.
Yg L M((d°F)*) car

W MU@FYD) = (M@ F))
= (MW MEF)) car (@ F)) = (dF)*
(MO F)®) avee HM(E)) = 3055

= 0

donc en prenant le carré de la norme tensorielle de chaque membre,
TP = [N + [b(N)? + G2 (dF) T2 + (522 () F 2 = (3) CL) (L) (deF) T2 +
s1lv0 P+ 1l 1P = B R @) I” + 1B,
soit, avec les normes appropriées & chaque composante,

2 02 . Ly Liage etz o 2042 2

TP = NP+ Sl F) [P+ 5362 = 2f + DI@F) P + T1og [ + 1B,

1
3

Y%

1
NP + S|(dF) ™ + S|(dF) | car |[d°F| = |dF,

iLe|T|? > N> + L|dF|?. O

Corollaire 3.1 Pour une structure presque-hermitienne (g,J) sur M donnée, il existe une unique connezion
hermitienne, V™" sur (M,.J,g), caractérisée par le fait que sa torsion soit de norme minimale en tout
point de M.

V™ est donnée par la relation:
g(v%lnyvz) = g(DXY7Z) - g(XvN(sz)) +

(d°F)(X,Y,Z) — L(d°F)*(X,Y,7)
+ LA PN (X, J(Y),](Z)).

1
2



Chapitre 4

Structures de Weyl et géométrie
spinorielle

4.1 Structures de Weyl sur une variété conforme

4.1.1 Quelques fibrés sur une variété conforme

Définition 4.1
1. Une variété conforme est un couple (M,c) ou M est une variété et ¢ la classe conforme d’une

métrique g sur M, i.e.
c=[g] = {e*g, uweC>(M)}.

2. Le groupe conforme d’ordre n est le groupe
CO, ={Af, NeRL,, fe€0,}=20,xR}.
On peut naturellement construire sur M le CO,,-fibré
COM = H {(e1,....en) € (TeM)*: 3he€c: (e,...,en) hy-orthonormée}.
zeM

Clairement,
COM = | O,M.
g€c
On peut dés lors associer a toute représentation linéaire

v:CO, — Autg(V),

ou K = R ou C, un fibré vectoriel
EY =COM x, V.

Par définition, le poids de la représentation v (et du fibré E¥) est le scalaire w dans K tel que
VEERY, u(tl,) = t"Idy.

Exemples:
1) Notons, dans toute la suite, p : CO, — Autr(R"™) la représentation naturelle de CO,, sur R™. Alors

TM = COM x,R",

en particulier TM est un fibré de poids 1.
2) Soit

p*:CO, — Autr((R"))

fo—

21
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Alors
T*"M = COM x,« (R™)*,

en particulier T*M est un fibré de poids -1.
3) Soit p* la représentation de poids w définie par

p¥ : CO, — Autg(R")
(vt) +— tp(v)
Par définition, le fibré des vecteurs de poids w est défini par
TYM = COM X, R"

Définition 4.2 Pour tout nombre réel k, le fibré des scalaires de poids k est le fibré réel en droites défini
par

LF=CcoM x R.

det| =
Remarques 4.1
1. Puisque |det|% > 0, L* admet une section globale partout non nulle, donc est trivial.
2. Comme |det|x |det|w = |det|%, et que R R =R, alors

che e o

Définition 4.3

1. Le fibré AM des (1,1)-tenseurs c-antisymétriques est défini indépendamment du choix d’une mé-
trique g de ¢ par:
AM = OygM X 44 0y,

ot Ad : O,, — Autgr(0,).
2. Le fibré ad(COM) est donné par:

ad(COM) = COM X 44 cop,
ot Ad : CO,, — Autg(coy,).
Puisque CO, = O, x R, alors co,, = 0, ® Rl,, d’ott
ad(COM) = AM @RI,
ot RI est le fibré en droites engendré par I = Idrys. Les fibrés AM et ad(COM) sont de poids 0.
Proposition 4.1 Considérons le fibré des (0,2)-tenseurs symétriques sur M

S?°T*M = COM x,, S>R"**,

oti p2 : CO, —>  Autp(S*R"¥)
fo— p*(H)@p(f)

La trace conforme tr : S?°T*M — S?T*M
1
Y — Etrg ()

est un projecteur orthogonal. En particulier, S>T*M se décompose orthogonalement sous la forme:
S?T*M = SgT*M @ Ry,
ot S3T*M = {y € S>’T*M, tr(y)) =0}.
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On obtient ainsi les identifications suivantes :

— La structure conforme ¢ sur M détermine ’isomorphisme:

Rg — L2

’

1 ' . .,
g — [(e1,... ,en),ﬁtrg (9)],oug€c (e,...,e,) g-orthonormée.

Le choix d’une métrique dans c est alors identifié au choix d’une section de £~2, plus précisément,
a g on associe lg’2 = [(e1,...,en),1] avec (e1,...,e,) g-orthonormée.
— La structure conforme ¢ peut étre vue comme une section du fibré S2T*M @ £2. En effet,

{Structures conformes sur M} — T(S?T*M @ L?)
c — g® lg,

ou Iy =1, ®1,, est injective par trivialité de £'. Ainsi, ¢ est assimilée & g @ [2.

— Si w est une 1-forme de connexion sur COM, soit D (resp. Dﬁk) la dérivée covariante induite sur
TM (resp. sur £*). Alors

Vo € T(LY), DE (Y@ ¢) = (D" )@ ¢+ ®DE g,

. 2 . . 1 , ~ 1 . . 2 .
i.e. DX coincide avec DX passée & £' ® £'. On notera encore D*  cette connexion linéaire sur £2.

De plus, si s € T(®Q?! T*M ) L£?), la dérivée covariante induite par w sur @7 T* M & L? est donnée
pour tout champ de vecteurs X sur M par:

(Dxs)(X1,...,.X,) = D (s(X1,...,.X) = Y s(X1,...,DxX;, ..., X,).
i=1
4.1.2 Le théoréme de Weyl
Définition 4.4 Une structure de Weyl sur une variété conforme (M ,c) est une connexion linéaire D sur
TM qui est
— induite par une 1-forme de connexion sur COM
- sans torsion, i.e VXY € I'(TM), DxY — DyX =[XY].

Remarques 4.2
1. Une connexion linéaire D sur T M provient d’une 1-forme de connexion sur COM si et seulement

st De = 0.
2. Toute connezion de Levi-Civita d’une métrique de c est une structure de Weyl: en effet, pour g € c,
S04t
s :U — COM
r (Xl, - ,Xn)
une section locale sur un ouvert U de M, avec (X1,...,Xy) g-orthonormée; w, étant la 1-forme
de connezxion induite sur OgM par la connexion de Levi-Civita DY de g, syw, est a valeurs dans
0, C COp.

Théoréme 4.1 (Weyl) Il existe une correspondance bijective entre les structures de Weyl sur (M,c) et
les connexions linéaires sur L'. Plus précisément,

{Structures de Weyl sur M} — {Connegzions linéaires sur L'}

D +— D&
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est un isomorphisme affine.

Preuve: Si D est une structure de Weyl sur M, en utilisant tour & tour De = 0et DxY —Dy X = [X,Y],
on obtient I’analogue de la formule de Koszul dans le cas conforme:
VXY, Z e I(TM),

o(DxY,Z) = % (Df(l (e(Y,2)) + DE (¢(2,X)) — DL (e(X,Y)) + ([X,Y],Z)

—o([V,2],X) +e([Z,X]Y)).

Ceci prouve 'unicité de D étant donnée DE'. De plus, on vérifie bien que si DE' est une connexion
linéaire sur £!, alors D donnée par la formule ci-dessus (c est non-dégénérée) est une structure de Weyl
sur (M), et que la connexion induite sur £' par D est D£".

Enfin, si Dé:l est une connexion linéaire fixée sur £, et Dy la structure de Weyl associée sur (M ,c), pour
n’importe quelle connexion linéaire DX sur £, il existe 8 dans Q' (M) tel que:

VieT(£Y), (DL —DEYN=pwl,
et dans ce cas la structure de Weyl associée D; sur (M,c) est donnée par D; — Dy = B, ou
Vg€ec, VXY eD(TM), B(X)(Y)=B(X)Y +B(Y)X —g(X,Y)3".
On en déduit la dépendance affine de D par rapport a DO

Définition 4.5 Soit D une structure de Weyl sur (M,c). D est dite :

— fermée si et seulement si pour tout x de M, il em'slte un voisinage ouvert U de x dans M et une
section partout non nulle s : U — L' telle que DlﬁUS =0.

— exacte si et seulement si il existe une section partout non nulle s : M — L telle que DEt's=0.
Proposition 4.2 Soit D une structure de Weyl sur (M,c). Il y a équivalence entre:

1. La connezion D est fermée

2. Ve € M,3U € Vi(x) ouvert et g € ¢: DlﬁUllg =0

3. La connexion D est localement la connexion de Levi-Civita d’une métrique de c.

Preuve: Pour 1 <= 2, il suffit de remarquer que toute section (locale ou globale) partout non
nulle de £' est, quitte & changer son signe, de la forme l,, ot g € c. Soit en effet , pour g € c fixée,
s : U — O,M une section, et § = [s,y] une section partout non nulle de £' sur un ouvert U de M.
Quitte a changer § en —3§, on peut supposer que y(z) > 0 pour tout = de U. Posons h(z) = v(z)I,,
e *) = y(z) et § = e>g. Alors

3(z) = [s(x)h(x),|det(h" ()| y(2)] = [3(2),1], ou 3(z) = s(z)h(z),
ies(z) =lz(z) VexeUl.
Pour 2 < 3, il faut encore remarquer que D‘LUllg =0 < Dy= DlgU. En effet

0= De=(Dg)® 12 +2(D"'1,) ®1,

donc Dy = DfU

<= Djpg =0 (unicité de DY)
= Dfyl,=0. O
Remarques 4.3

1. Pour toute métrique g de ¢, D9 est fermée.
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2. Soit D (resp. D) une structure de Weyl de dérivée covariante associée sur L1 Dt (resp. Drﬁl),
avec D't = DE' + B, B € QYM). Par le théoréeme de Weyl, si D est fermée,

alors D' est fermée <= YU C M, EIZ’EF(L"lU), DlﬁUllI:0
&= YUCM, Ja:U—-R daol+a® D=0,
ou D1 =0,
da

~— YUCM, Fa:U-—>R, ﬁ:—g

< [ est fermée.

Ainsi, Uensemble des structures de Weyl fermées sur (M,c) est isomorphe, en tant qu’espace affine,
a lespace des 1-formes fermées sur M.

3. On peut, pour g € ¢, lier D 4 DY par:
DxY = D%Y +8(X)Y +69(Y)X — g(X,Y)(89)%

ot Df(l l, =09(X)l,. 09 est appelée la forme de Lee de g pour la structure de Weyl D. Celle-ci est
alors fermée si et seulement si pour toute métrique g de c, 89 est fermée, ou encore si et seulement
si pour une métrique g de c, 69 est fermée.

De maniére analogue, on a:

Proposition 4.3 Soit D une structure de Weyl sur (M,c). Les assertions suivantes sont équivalentes:
1. La connexion D est exacte
2. 1l existe une métrique g dans c telle que Dﬁllg =0
3. La conmexion D coincide avec la connexion de Levi-Civita d’une métrique de c.

De méme que précédemment, pour toute métrique g dans ¢, D9 est exacte; I’espace des structures
de Weyl exactes est affinement isomorphe & I'espace des 1-formes exactes sur M, et D est exacte si et
seulement si pour une (resp. toute) métrique g de ¢, 69 est exacte.

Remarque 4.1 Si w € T'(T*COM @ co,) est la I-forme de connexion induisant D sur TM, w se
décompose sous la forme: , ,
w=w +6 ®I,,

otw €T(T*M Qo) et € Q' (M). Alors
D est fermée (resp. exacte) <= 0 est fermée (resp. exacte).

En effet, pour g dans c, GEOgM =709 avec w: COM — M [Uapplication pied.

4.1.3 Décompositions du tenseur de courbure d’une structure de Weyl

Soit D une structure de Weyl sur (M,c). On note RP le tenseur de courbure de D, i.e.le (1,3)-tenseur
sur M défini par:
VX,Y,Z € T(TM), RR,Z =Dixy|Z— [Dx,Dy]Z.

R%Y est clairement antisymétrique en (X,Y), et D étant sans torsion, R” vérifie les deux identités de
Bianchi. Mais, & la différence du cadre riemannien, R” ne donne pas un endomorphisme de AM:

Proposition 4.4 Le tenseur de courbure RP d’une structure de Weyl D sur (M ,c) se décompose ortho-
gonalement de la maniére suivante: _
RP = RP + ",
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ot
RP est un (1,3)-tenseur de type Riemann

pPest déduit du tenseur de courbure p” de D~ par
pP(XY) = pP(XY)I + 5 [pP, X AY]

De plus, pP =0 <= D est fermée.
Preuve: On fixe g dans ¢ et on utilise la relation:
DxY = D%Y +67(X)Y +67(Y)X — g(X,Y)(69)*
pour exprimer RP. Il vient
RRVZ=RY\Z+p"(XY)Z + AP (XY, Z),
ou

AD(X)Y,Z) (D%09(Y) + D369 (Z) —209(Y)69(Z) + 29(Y,Z)) X

DN | =

—%(DQZGQ (X) + D%.69(Z) — 2609(X)69(Z) + 29(X,Z))Y

30V 2) (DY) + (DY9)'0) — 2 g(X,2) (D69 (V)P + (DY69)")
HO7(V)g(X,2) — 09(X)g (¥, 7)) (6%)"

On montre directement que Z — AP (XY,Z) est c-antisymétrique et que g, et donc AP, vérifie la pre-
miére identité de Bianchi. On pose alors RP = RP’ + A?.
Enfin, pour toute métrique g de ¢, d§9 = —pP, d’out le dernier résultat. O

On veut maintenant affiner la décomposition en scindant R” comme dans le cas riemannien. Pour
cela, on construit le projecteur orthogonal

trS, : C(TM) —s C(TM),

ou C(T'M) = {(1,3)-tenseurs de type Riemann sur 7'M}, par composition des applications suivantes:

trog : C(TM) — T(S*T*M)
R t’l"24(R)

avec traa(R)(X,)Y) = trace(Z — Rx zY);

S?T*M = SgT*M & Rg (par la trace conforme)

0(S2T*M) +— C(TM)

b —

ol
g(b A c(X,Y,Z),T) —bAg(X,Y,Z,T)

et bAg(X,) Y, Z,T) =b(X,Z)g(Y,T) + b(Y,T)g(X,Z) — (X, T)g(Y,Z) — b(Y,Z)g(X,T);
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Ainsi,

1 (R) = —— (tr24(R) - tr(tr24(R))) Aet

p— tr (tr24 (R)) Ac.

1
2n(n —1)

Définition 4.6 Soit D une structure de Weyl sur (M™,c). Le tenseur de Weyl de D est le (1,3)-tenseur
de type Riemann W donné par: B _
W= RD - tT§4(RD),

i.e. W est la composante sans trace de la partie de type Riemann de RP.
On peut déduire de ce qui précéde la décomposition orthogonale :
—~D —~D
RP = Ricy + Scal + W + 57,
=p\ 7P D s
ol tra4(R”) = Ricy + Scal est la décomposition issue de (4.1).

On peut en fait montrer que W ne dépend que de ¢:

Théoréme 4.2 Soit (M™,c) une variété conforme munie d’'une structure de Weyl D et g une métrique
de c. Soit W9 le tenseur de Weyl de D9. Alors

W9 =W,
en particulier W est indépendant de la structure de Weyl choisie sur (M™c).
Preuve: On a montré que RP = RP? 4+ AgD. Or R’ = RicP’ + W9, décomposition g-(et donc c-

Jorthogonale. Par conséquent, il suffit de prouver que tr§, AgD )

( = AgD pour montrer le résultat. Or, un
calcul simple donne g(tr§4(AgD)(X,Y,Z),T) = g(Af(X,Y,Z),T). a

Sachant que (Cf (4.4))
V(X)Y) € (T(TM))?, RRy €ad(COM),

on peut aussi écrire R)%Y sous la forme
R£7Y = (RY)xy +pP(X.Y)I
oit (RY)xy € AM. Grace a (4.4), on a:
(RR)xy = RRy + 5[o” X A Y],
Définition 4.7 Soit D une structure de Weyl sur (M,c). On note

Ric? :T(TM) xT'(TM) — R
(X)Y) +— tr(Zw— RX,Y)

le tenseur de Ricci de D,

Ric? :T(TM) xT(TM) —s R
(X,)Y) — tr(Z~ (RY)x.2Y),
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Ric la partie symétrique sans trace de RicP (ou de Rich) et
Scal® la trace conforme de Ric” (ou de Ric? ).

Les (0,2)-tenseurs ainsi définis sont liés par:

Ric® = RicP + pP
Ric” = Ricl + Scal” + ng.
On a aussi
1 . p- - -
RD = mR’LCOD/\C‘F mSCGlDAC+W+,0D
1 1
Scal? = EScalfg = ﬁScalfl;2 ol Scalf = try(RicP)

Proposition 4.5 Le (1,3)-tenseur RY vérifie : pour tous champs de vecteurs X, Y, Z et T sur M,
c(RR)xyZT) — c((RR)zrX)Y) = pP (X, Z2)c(Y.T) + p"(T,X)c(Y,2)

+pP(ZY)e(X.T) + pP(VT)e(X,2) (4.1)

Preuve: On utilise R (X)Y) = }AéD(X,Y) + %[pD,X/\Y] : puisque RD est de type Riemann, RP donne
une endomorphisme symétrique de /\2 TM, donc

cﬂRﬂxszyqﬂRﬁpjxy)=%dmRXAYwJU—%dpRZAﬂXJW

Or
1 D 1 D D
selb” X AY)ZT) = ?ﬂp@mAY—p(mAxﬂj)
— %c(pD(X,Z)Y — g(V,2)pP (X)¥ = pP(V,2)X + g(X,Z)p" (V)T

d’oit le résultat par antisymétrie de p” et symeétrie de ¢ O

4.1.4 Structures d’Einstein-Weyl
Définition 4.8 Une structure de Weyl D sur (M",c) est dite d’Einstein-Weyl si et seulement si

Ric? =0,

i.e. la composante symétrique sans trace du tenseur de Ricci de D s’annule.
Dans ce cas, (M™,c,D) est dite d’Einstein- Weyl.

On pourra consulter [Ca-Pe] pour le théoréme suivant :
Théoréme 4.3 Soit (M™,c,D) une variété d’Einstein-Weyl. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. D est exacte ou Scal® =0
2. DX Scalp =0
3. 8pP =0, 00§ = —trisD
4. D est fermée sin # 4 ou M est compacte, ou si n = 4 et M™ est non compacte, alors p” est
harmonique.
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4.2 Géométrie spinorielle conforme

Dans toute la suite, on considére (M™,c) une variété conforme de dimension n > 3.

4.2.1 Structures CSpin sur une variété conforme
Soit CO; = SO, x R, et CSpin,, = Spin,, x R . Pour n > 3, il existe un 2-revétement de CO; :
¢:CSpin, — CO;
(vt) +— (Ad(v),t)

i.e. ( = Ad x Id. On peut définir une structure CSpin sur une variété conforme orientée de maniére
analogue & une structure Spin sur une variété riemannienne orientée :

Définition 4.9 Une structure CSpin sur une variété conforme orientée (M",c) est la donnée :
— d’un CSpin,,-fibré au-dessus de M, C'SpinM
— d’un morphisme des fibrés principauz au-dessus de ¢, 6 : CSpinM — CO+T M.
Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif:

CSpinM x CSpin,,

CSpinM

\
0 x ¢ 0/

CO*M x CO} CO* i1

M

Soit (M™,c) une variété CSpin, i.e. portant une structure CSpin. On peut construire une famille de
fibrés vectoriels sur M de la maniére suivante.
Soit, pour un réel k,

6k . CSpin,, — Autc(Z,)
(v,t) — t*6,(v)

ou 4, : CSpin,, — Autc(X,,) est la représentation spinorielle complexe
(dime(Z,) = 2[3]).

Définition 4.10 Le fibré des spineurs de poids k sur une variété CSpin (M™,c) est le fibré vectoriel
compleze de rang 2'31 défini par:
WM = CSpinM xg Sy

Une section v de ©%) M est appelée spineur sur M.

Remarques 4.4
1. Pour tout réel k,

sOpMectk — s®Oym
[§g,a]o®l§ — [84,0k

est un isomorphisme (ici le nombre en bas & droite de chaque variable indique le poids du spineur;
il sera souvent omis par la suite). En effet, 6% = 6 @ uy ou pg(v,t) = t*. Par conséquent,

SOM @ (CSpinM x,, R) = ™M
[s,0]0 @ [s,l]r +— [s,lo]k

Or LM =COTM x _» R=CSpinM x_x Rt detn o ((v,t) = th = pug(v,t).
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2. Pour une métrique g de c, en admettant l’existence d’une structure Spin (SpingM,n) sur (M",g),

on a:
Sping M

SO, M——CO* M

ot la fleche horizontale désigne linclusion de SO, M dans COT M. Par simple connexité de Sping M,
il existe donc un morphisme i (inclusion) rendant commutatif le diagramme:

Sping M CSpinM
n 0
SO,M COtM

Par conséquent, SpingM peut étre vu comme un fibré réduit de CSpinM. D’ou Uexistence d’un
isomorphisme
I®.s®r — B M = SpingM x5, S,
[ggao-]k — [5970-]

L’existence d’un produit scalaire hermitien et d’une multiplication de Clifford par des p-formes sur ¥,M
nous conduit, par Pintermédiaire de I(*), & la méme démarche:

— Contrairement au cas de ¥,M, il n’y a pas de produit scalaire hermitien ‘naturel’ sur ¥, qui soit
CSpin,,-invariant. Par contre, on peut ramener le produit scalaire hermitien de ¥,M & L®) M par
I®) Posons, pour tout élément z de M,

(g EPM x2PM — C
([§g,g],[§g,g’]) — < ‘77‘7/ >

ol < - > est un produit scalaire hermitien fizé Spin,-invariant sur X,; on a fait de I (%) une
isométrie.

On veut maintenant que ce produit scalaire hermitien soit indépendant du choix de la métrique g
dans c: si g = e*g, 55 = §5.h ot ((h) = e™"I,,, et dans ce cas

(5001500 D = (15505 ) (o)) 57,05 (h ™) (0)])
= <SR >

g

Or 6% (h=1) = £e~*Ids, , donc
([5970-]:[5970-’])? = 6_2ku < O',O'I >

On voit que si on pose , ,
([34,0),[84,0 ]) =< 000 > l;k, ol g € ¢,

on obtient une application ) M x $(¥) pr (S Ye indépendante de g dans c. De plus, on peut
généraliser immeédiatement cette construction non plus sur £ M x () M| mais sur ) M x 2O M.
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Définition 4.11 Le produit scalaire hermitien sur S*) M x SO M est défini par

() EWM xsOp  — gk

([§g,a],[§g,gl]) — < U,UI > l]ng

— Pour la multiplication de Clifford par des vecteurs ou des p-formes, la situation est plus complexe
que dans le cadre spinoriel riemannien : en effet, il n’y a pas de fibré de Clifford canonique sur M,
donc on ne peut identifier canoniquement une p-forme & un élément de ce fibré. Voyons d’abord le
cas des vecteurs de T'M:

e On essaie la méme méthode que précédemment, en ramenant, par I*) la multiplication de
Clifford de ,M a $(*) M. Soit

pg : TM xS®M —  sWar
() — (I) (-1 ()

ot v - I*) (1) est la multiplication de Clifford T'M x YyM — ¥,M. On peut exprimer p, par

Mg ([§g,V],[§g 70]) = [§g 7§n(V) (O’)],

ol on a pris soin, lorsque n est impair, de prendre 6,7 (V') (si n est impair, 6, = §;" ® §,, sur
Cl,, et les deux représentations sont inéquivalentes).
Si on change g en § = e?“g, alors
M?([ggavL[gg:U]) = M?([ggaeuv]7[§§7 + eikua])
= [5q5, £ e_(k_l)uén(V)(a)]
= ’(k’”“[%, £ 6, (V)(0)]
= e ek (5, 6, (V) (0)]
= € Ng([sgav] (34,01)

donc & nouveau si on pose

w:TM x y®y s @ e ot = ok r
(’U,'QZJ) L A 17 ('U,'(,b)lg

on obtient une multiplication de Clifford ne dépendant que de c. On généralise cette démarche
aTYM.

Définition 4.12 La multiplication de Clifford des spineurs de poids k par les vecteurs de poids
w est définie par

TM xS®pr —s nktw)pr
([§g,V]w,[§g,a]k) — [§g,§n(V)(a)]kl;”

e Pour les p-formes, on procéde identiquement : soit

n o p
e AR =PAR"* — Cl,
p=0
Z Ciy,.yip€iy N oo A e;; — Z Cir,rryipCiy * - - " iy

1<i1<...<ip<n 1<i1 <..<ip<n
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ou (e;)1<i<n désigne la base canonique de R”, et Cl,, = CI(R",go) l'algébre de Clifford réelle
usuelle. Posons

p
py: NT*M x P M — sWy

(i) — (IW) (o TV (y))
ott a - I'F) (1) est la multiplication de Clifford de T™*) () € %, M par a.

Lemme 4.1 Sig=e*g, alors uz = e P“pu, sur les p-formes.

Preuve: Si a = [5,,0'] et ¢ = [3,,0], alors

TACRD! [39,0n(B(a))(0)]
et pg(ah) = pg([3g, A? p*(C(h1))(@)],[57, + e F4a])
=[5 £ 82 (B(AP* (C(h 1)) (@) (e *0)]

avec AP p*(C(h~N)) (') = APp*(e*I,)(a) = e~P¥a’ donc

olah) = [5g, e 0, (B(a))(e " 0)]

’

= eTPU[30,0,(®(cr ))(0)]
= e”’",ug(aﬂﬁ)- o

Ainsi, py ® [P ne dépend que de c.
Définition 4.13 La multiplication de Clifford des spineurs de poids k par les p-formes est

défini par:
p
p: \NT*Mxs®M — sty

(Bos 1-p[3g01k) 7= [55,0u(®()(0)]l, "

En résumé, les multiplications de Clifford sont données par:

TM x M — nktw
([s;V]wi[s5,0k) +=  [5,60(V)(0)]k+w

et

;\T*MXE(’“)M —s yk=rprp
([s,a]—ps[s,0]k) > [5,00(2(@))(0)]k—p

ou s est une section locale de C'SpinlM .

Remarques 4.5
1. La multiplication de Clifford ainsi posée est, par définition, compatible avec les T(F) :
VX e T(TYM), VYwe QP(M), I*+r)(X.¢) = X.-TIF(y)
et I P (w-yp) = w-I®(y)
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2. Par Uidentification

—2

b,g
oM D py e pt e T M @ £ 2 T,

les deuxr multiplications de Clifford coincident.

3. On peut, & condition de fixer un ordre dans la multiplication des variables, multiplier un spineur de
poids k par un (p,q)-tenseur quelconque sur M. Par exemple, Uexpression X -Y -y signifie X - (Y -¢);
en revanche, (X -Y) -1 n'a aucun sens.

4. Pour un repére local g-orthonormé (g € ¢) (X;)i1<i<n, on a clairement:

Vp eT(EWM), X;-Xj-0p = —X;- X0 sii#
_ 2 L.
= —lpsii=]
et (XFAXF)-¢=X7-(XF-9) sii#j. Plus généralement,
(XA A AXD) =X - (X - (X - 9) )

4.2.2 Connexion et courbure spinorielles
De la méme maniére que dans le cas spinoriel riemannien, ou le fait que
ad = T Ad : spin,, — so,

est un isomorphisme permet de remonter la 1-forme de connexion de Levi-Civita & SpinM, on peut, &
partir d’une structure de Weyl sur une variété CSpin, définir une 1-forme de connexion sur C'SpinM.

Définition 4.14 Soit (M™,c) une variété CSpin et D une structure de Weyl sur (M™,c). Soit w la 1-
forme de connezion associée a D sur CO1 M.
La 1-forme de connezxion associée & D sur CSpinM est donnée par:

O=("owod,

*

@ est un élément de T'(T*CSpinM ® cspin,,).

Cette définition a un sens car

(v s cspin, = spin, DRl — c¢o,} =50, DRI,
(a,t) +— (ad(a),l,)

est un isomorphisme.

Dans toute la suite, D est une structure de Weyl sur une variété CSpin (M",c). On note, pour tout
réel w (resp. k), D (resp. D)) la connexion linéaire induite par la 1-forme & sur T¥M (resp. sur
() M). On note également, pour une métrique g de ¢, s, = (X1,...,X,) une base g-orthonormée locale,
34 le relévement (local) de sy, i.e. tel que #o 3§, = s,. Pour tout réel w, on note X ’élément de I'(T* M)
défini par X} = [54,e;] (e; est le i®Me yecteur de base de R™). On fixe d’autre part une base complexe

(00)1SQS2[%] de En, et on pose 1/]01 = [§g,ga]_

Lemme 4.2 Soit X un champ de vecteurs sur M. Alors

(w—1)#7(X) X" + ZQ(DXXi,Xk)XﬁU

DYXy =
k=1
et
n 1 <« .
D% = (k+ PO+ Y. g(DXX0X)X] - X; tha

i,j=1



34 Chapitre 4. Structures de Weyl et géométrie spinorielle

Preuve: Il suffit de se ramener aux définitions.

DxXE = [54,0" 0 Co(@o (39).(X))(e)]
[50:01 (w0 (37)- (X)) (e)] car @ = (7 0w o,

Or I’égalité
DE1, = 0°(X),

entraine, en utilisant la relation entre D et w,
1
09(X) = —trace(w o (s4)«(X)),
n

donc
w0 (3)(X) = 09 ()T, + 37 < wo (5,)u(X)(ei)e; > e Al
i<j

ot on note e A e; I'endomorphisme antisymétrique de R" donné par

YW eR", efnej(V)=¢e;(V)ej—ei(V)e;.

D’autre part, un simple calcul utilisant la relation entre D et w montre que, pour i # j,
<wo(sg)(X)(ei)ej >= g(Dx Xi,X})

Par conséquent,
PY(w o (59)+(X)) = wb! (X)I, + 3 g(Dx Xi,X;)ef A e,
i<j
d’out
P (w o (sg)«(X))(es) = wb*(X)ei + Y g(Dx Xi,X;)e;
i

et on en déduit que

DxX¥ = wh (X)X} + Y g(DxX;,X;) X} avec g(Dx X;,X;) = 67(X)
Jj#i
donc Dx X = (w—1)(X)X} + Y g(DxXi,X;) XY
J
Pour ¢, la démonstration est similaire:
k ~ ~ ~
Do = [50,(05)4(@ 0 (59)+(X))(00)]

= [55,(00)< (G owo (59)(X))(00)]

Puisque
wo (s9)«(X) =09 (X)L, + Y <wo(sy)u(X)(ei)ej > ef e,

i<j
et que, pour i # j,
<wo (sg)x(X)(ei).ej >= g(DxX;,X),

alors .
(1 owo (59)x(X) = 8/(X) 14 5 D g(Dx XiXj)es - ¢

i<j
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donc
1
(01)+ (67" 0w o (5)<(X))(0a) = k0% (X)ow + 5 D g(Dx Xi,X;)0n(ei - ¢)(0a)
i<j
d’ou
DY = MO(Xa + 5 3 0(Dx X0 X)X; - X -
i<j
1
= (k+ D0 (X)0pa + 7 2 g(Dx X0, X)X} - X; o O

(2]

Proposition 4.6 La dérivée covariante D% sur %) M est compatible avec le produit scalaire hermitien
et la multiplication de Clifford :
VX € I(TM), VYY" eT(T*M), Va€QP(M), Yy e T(E®M), VoeT(EOM),

D% (h.¢) = (D¥4,0)+ (¥.DY )
DET (v ) (DYY™) -+ V¥ - DYy
DY (a-v) (Dxa) - +a-DYy

Preuve: Prouvons le résultat pour Y = XV, ¢ = 9, ¢ = 1g; on en déduira aisément, par le biais
d’une récurrence sur p pour les p-formes, le cas général.
D’apreés la définition du produit scalaire hermitien,

DY (astbp) = D5 (< 00,05 > ) = (k+1) < 00,05 > 67(X)1EH.

Puisque

1 ,
Do = k87 (X)pa + 5 3 g(Dx Xi, X)) X7 - X; - v,
1<j

alors

1 *
(DX tastip) = K0/ (X) < 00,05 > 15+ + 53~ g(Dx Xo, X)) (X)X - Yatha),
1<j

et de méme

1 *
(Y. DY) = 169(X) < 00,05 > [+ + 53~ g(DxXi, X)) (X7 - X 105)

i<j
Or, pour tout champ de vecteurs X sur M, (resp. pour toute 1-forme 6 sur M),
(X -9,0) = —(,X - ¢) (resp. (0 ¢,0) = —(4,0 - 8)),
ce qui se démontre aisément en se ramenant aux définitions. Par conséquent,
(Yo, X7 - Xj - ) = —(X] - X - dasihp),

d’on

(DY Yatbs) + (. DYYs) = (k+D8(X) < 000 > I

DY ($aths)
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De méme, on a:

1
DY(XP o) = (k+w)b(X)XY o+ 5D g(Dx X, X)X - Xi - X 4ho
k<l
1 1
= (k+w) ()X} tha + 5 > g(Dx X Xl ™" X - tha — 53 2 g(Dx Xp, X)X tha
i<l k<i
1
+ 5 Z g(DXXkaXl)XI: - Xy 'Xiwd}a
k<l k#i,l#1
1
= (k+w)f"(X)XY ¢a + 5 > 9(Dx X, X)X} - o
ki
1
+ - Z 9(Dx X, X0) X" - X - Xp - tha
k<l k#i,l#1
1
= (E+w)d (X)X} o + 3 Zg(DXXi,Xk)XiU Yo
ki
1 % 1 w 1 w
+ 52 9DxXe X)X Xi - Xt + 5 ) 9(Dx X X)X - tha — 5 ) 9(Dx X, Xi) X - )
k<l i<l k<i
= (k+w)d?(X)X" o + > g(DxXi, X)X} - o
k#i
1
+ 5 > g(Dx X, X)X} - Xj - X b
k<l

1 *
= kOI(X)XE -thy + 5 > g(Dx Xy, X)) XY - Xj - X - b
k<l
+ whI (X)X o+ Y g(Dx X, Xp) Xi o
k#i
k
= X2 Do + (DYXLE) ¢
Ce résultat vaut aussi pour la multiplication par les 1-formes, car une 1-forme est identifiée & un vecteur
de poids -1, et la dérivée covariante est compatible avec cette identification.

Pour le passage p — p + 1 dans la récurrence, on veut prouver que,
sil<i <...<ip<m,

k—p— * * * *
DY P VX, A ANXE ) ta) = Dx(XE A AXL,) ta
* * (k)
+ (Xil/\"'/\Xip+1).DX wa

11 suffit d’écrire
X{ NN X] :(Xi*l/\.../\X.*)/\X*

Ip+1 ip Ipt1
et de montrer que
Dx(X; Ao ANXE) (X7, %a) + (XA AXY ) (Dx XS ta)

tp+1

= (Dx(X; A AXZ)AXE L) o+ (X5 AL AXE ADXXE ) - tha

Tp41 p+1

Le membre de gauche est égal &

Y4 n
Yo > gDxXEXHDX] - X XX s
J=1 k¢ {i1,...ip} )

n
+> g(Dx X} XX XT X b
k=1
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et le membre de droite égal &

P n
oY gDxXEXDX] . XXX
J=1 k@{i1,...ipt1} j
n
+ Z g(DXX;pﬁaXI:)X;; ""'X;;'Xlz'djoz
k¢{i1,...,ip}

Donc si on soustrait le membre de droite au membre de gauche, on obtient

n
> g(DxX: X5 VX5 X XX
i=1 '
J

+> gDxX; X)X X)X

Lp4177 72
j=1
Or
X7 Xp e X XD e = X XD XE 4
——
J
et
g(DXX:;7X:p+1) +g(Xz*]7DXXZ*p+1) = _DXg(X:;7X:p+1)
= 09(X)g(X XD, )2

0

d’ou le membre de gauche égale le membre de droite, et notre assertion , et par conséquent la proposition,
est démontrée. O

Proposition 4.7 Soit v une 1-forme sur M et D' la structure de Weyl sur (M™,c) donnée par
(D’)L1 = DL + . Pour tout réel k et toute section ¢ de S®M, on a:

VX €T(IM), DYy~ DW= —2X -9+ (k- (X

Preuve: En effet, I’égalité restant vraie si on multiplie chaque membre par une fonction lisse, on peut
supposer que ¥ = 14, et dans ce cas

’

D = DR =k (1100~ () e

1
+7 22 9(1(X)Xi + (X)X = g(X.Xe)7" X)X - X - b
k,l

’

Or (8')7(X) — 89(X) = v(X) par définition de (8') et 69, et

n n

> X)X, X)X} - X - o = —ZV(XWa
k=1

donc 1
Do = D0 = ky(X)tpa + (v X b0 — X - 1h0)
et puisque v+ X - g = =X v - g — 29(X)q,
1

' 1
Dy = D0 = (k= 5)1(X)oa = 5X -7t D
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Considérons maintenant, pour tout réel k, le tenseur de courbure R%*) de D*) défini pour tous champs
de vecteurs X et Y sur M par

k k
D%, D)

k k
Rg()Y = D[(X)Y]

On se sert du lemme (4.2) pour exprimer R®) en fonction de RP:

Proposition 4.8 Pour tous champs de vecteurs X etY sur M, et pour tout entier 1 < a < 2[5,

Rvva =5 3 g((RR)xy Xi. X)) X7 Xj - tha + kpP (XY )ha
1,7=1

R

Preuve: D’aprés (4.2), on a d’une part

n

1
D yye = (k+ DO (XY b + 5 D 9(Dpe Xa X)) X7 - X -,

ij=1

et d’autre part

DYDY ¢ha

DE ((h+ D)8 (V) + 1 3 9Dy X X)X X - )

3,j=1

= (k+ %)X(og(m)wa + (k+ )0 (V)DY v,

1 n
+ 3 > X(9(DyXi, X)X} - X -tha + g(Dy Xi,X;)Dx X} - X; - ha
i,j=1
+ g(DyX;,X;)X; - DxX;1ha + g(Dy X;, X;)X7 - X; - D,

avec

X(g(Dy X;,Xj)) = Dxg(DyXi,X;)+g(Dx Dy X;,X;) + g(Dy X;,Dx Xj)
—2609(X)g(DyX;,X;) + 9(Dx Dy X;,X;) + g(Dy X;,Dx X;).

n

Dx X7 =) (DxX])(Xi)X; = ZX (Dx X)X} = Zg Dx Xy, X)X},
k=1 k=1

donc

n

DD = (k+ DXO(V)a + (k + 7)6°(V)DY v

1 . 1 « .
_ 599(){) Z g(DYXi;Xj)Xi 'Xj -Qpa + Z Z g(DnyXi,Xj)Xi ‘Xj "‘/Ja

n
i.j=1 i.j=1

Kl

RS . - .
+ 7 2 9Dy XiDx X)) X[ - X; - tha ~ Z (Dy Xi,X;)g(Dx X5, X) X7 - X; - o
i,j=1 J.k=

| =

n
> 9(Dy X3, X;)g(Dx X, X)X} - X, - ha
ij k=1

4

n

1
+ 23 gDy X X)X!-X; - ((k+ %)09()())% +1 Y (DX Xt X)X X .wa).

1,j=1 l,m=1

| =

De méme,

DYDMo = (ko Y (0°(X))a + (k 4+ B (X) DY
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n

1 . 1 — .
- ') > 9(DxXi X)) X[ - X -ha + 1 > 9(DyDxX; X)X - X - o

ij=1 i,j=1
1 « 1 &
+ 72 9(DxXiuDyX)X; - Xjva =7 D g(DxXi,X;)g(Dy X Xi) Xii - X - ha
i,j=1 i,7,k=1
1 n
+t 7 > 9(DxXi,X;)g(Dy X;, X)X} - X - 1ha
iyj, k=1
1 & n 1 —
Z Z g DXXUX X* ] : ((k+ Z)eg(Y))¢a + Z Z g(DYXlaX’m)Xl* : Xm : ¢a)7
i,j=1 I,m=1

donc on en déduit que

Bba = (k+ DO (XY]) = X(07(0V) + Y (07(X))

-~

PP (X,Y)

+ 7 Z Dix y1Xi — Dx Dy Xi + Dy Dx X; | X; VXX 1o

i,j=1

RX‘YX
n

(SO (X — 7 3 (k4 DO (V)g(Dx X X)X - X;

ij=1

1 n
(b X (V) + 5 D (kO (X)g(Dy Xi X)X - X - b
i,j=1
1 - * 1 - *
+ #(X) > 9(DyXi, X)X - X o —50°(Y) > 9(DxXi, X)X} - X - tha

i,j=1 i,j=1
N N - v

a a'

1 n
— 1 3 9Dy XL DX X)X X e+

i,j=1

~ v

n
> 9(DxXi,Dy X;) X} - X; -ta
t,j=1

(| —
-

J/

b b

n

n i 1 .
Y. 9Dy XiX)g(Dx X X)X X ha =7 D 9(DxXi.X;)g(Dy X, X) X[ - X tha
i k=1 ij.k=1

N\ J/

( .-M»—k

c c!
n

1 & . 1 i
~2 > 9(Dy X, X;)g(Dx X;,X3) X; "X tat g Y 9(DxXi,X;)g(Dy X ;X)X - Xi, - tha

. i,j,k=1 : el
i &
1 n . . .
_ Z(k + - )99( ) Z 9(Dy X3, X;) X7 - Xj - 1po + Z(k + Z)GQ(Y) Z g(Dx X, X)XE - X; - tha
1 n w i,j=1
5 lz 19(DyXi,Xj)g(DXXl,Xm)X; XX X e
2,7,L,m=

-~
€

1 n
+ 6 Z 9(DxX;,X;)9(Dy X1, X ) X[ - X - X[ - Xy -t
i jhm=1

~

~"
e’
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Reste & montrer que a +a’ +b+b +c+c +d+d +e+e =0.

1 - 1
a = —iﬁg(X)Zg(DyXi,XiWa + §9g(X)ZQ(DYXian)Xi* "X Ya
i=1 1#]
n 1 \
= 5 (0 (V)da + 560°(X) Y g(Dy Xi, X)) XT - Xj - tha
i#£]
n 1
o = S (X)e — 58 (V) D o(Dx XiX)X] - X b
i#j
1 n
b = 1 9(Dy X, X)g(Dx X;,Xp) X7 - Xj - tha
i,7,k=1
1 n
1 9(Dy X, Xk)g(Dx X, Xy )t Zzg Dy X3, Xp)g(Dx X;5,Xp) X - Xj - tha
ik=1 ’75] k
1 n
o= - Y 9(DxXi,Xp)g(Dy Xy, Xp o + ZZQ Dx Xi,X3)g(Dy X;,X3) X7 - Xj -
ik=1 #J k
1
donc b+b = —5ZZQ(DXXjan)g(DYXian)Xi* - Xj e
ko itj
1 n 1 *
¢ = 71 > 9(DyXi X)) g(Dx Xj, X )a + 1 > > 9(DyXi,X))g(Dx Xp, X) X[ - X - o
ij=1 i j7k
1 n
= =1 3 DY XX (DX X X + 7 30 gDy X X)g(Dx X X)X - X v
ij=1 ko g#i
1 « 1 *
¢ =7 Z 9(DxXi,X;)g9(Dy X;,X;)tba — ZZZQ(DXXk,Xj)g(DyXian)Xi " XjYa
1,j=1 ko j#i
1 o 1
d = 72 9DyXeX)gDxXpXwa = 13D 9Dy Xi X))g(Dx Xj X)X - Xic - o
= itk
1 @ 1
d = 1 Z 9(Dx X3,X;)9(Dy X;,X;)tpa + ZZZQ(DXXi,Xj)Q(DYXj,Xk)Xi* " Xk - Yo
ij=1 itk
1 n
e+te = 16 9(Dx Xi,X;)g(Dy X3, X0) (X7 - X - X Xi - tho — X - Xp - X7+ X - tha)
igkl=1

Afin de calculer la somme e + €/, on la décompose sous la forme:

P P LD D D D DS

ikl i=j=k=l i=j=k/k#l i=j/j#k/I=k i=j/j#k/I=] i=j/j#k#]
—— N\ RN ~ RN -~  ——
2 3 4 5

D RN YR S SEIE D SR >
i#j/j=k=l i#j/j=k/l=i i#jEl/j=k i#j/iEk/k=i=l i#]/jF#k/k=i/l=] i#j#l/jFER/ k=i
_— Y Y ~~ 7N ~~ 7N ~~ 4

6 7 8 9 10 11

+ PO D D D DD Y
i#j/i#k/k#ifl=i  itiEk/l=] ititk/l=k i#jEREL
15
12 13 14

1l est clair que, dans la somme e + €', si i = j ou k =, alors le terme correspondant a la valeur (i,j,k,l)
du multi-indice est nul. C’est pourquoi les sommes 1 & 6, ainsi que 9 et 14, sont nulles. De plus, la somme
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‘7’ donne

1 * * * *
— > 9(DxXiX))g(Dy Xp, X0) (X7 - Xj - Xj - Xi - tha = X - Xi - X7+ Xj - )

6
i#j/j=k/1=i
1 * * * *
= 1_6Zg(DXXi,Xj)g(DYXj,Xi)(Xi X XF X e — X Xi X7 X tha)

i#j
= 0,
la somme ‘8§’
1
6 Y 9(DxXiX)g(Dy X, Xi) (X7 - Xj - Xjf- Xy - o = Xjo - Xi - X7 - X - tha)
i;é#l/j k
- — Z (DxX:,X:)g(Dy X;, X)) (X} X XF - Xy b — X7 Xy X[+ X+ 1)a)
275]75!
1
= 1 9(Dx X,X;)g(Dy X;,X0) (= X7 - Xi - o + Xi - X7 - a)
i;é#l
= — Z (Dx Xi,X;)g(Dy X;, X)) X} - Xi - Pa,
8 i
la somme ‘10’
1 * * * *
— > 9(Dx X, X;)g(Dy Xp, X0) (X[ - Xj - X - Xp -0 = X - Xy - X7 - X - 4ha)

6
i#£j/j#k/k=i/l=j
1 * * * *
= 16 ZQ(DXXian)g(DYXian)(Xi X X7 X ha = X7 X X X o)
i#j
= 0,
la somme ‘11’

1
6 > 9(Dx Xi,X;)g(Dy X3, X0) (X7 - X - Xp - Xi - tho — Xpp - X - X7 - X - 4ha)

O it ki
1
= 15 Y 9(DxXi,Xj)g(Dy Xo, Xa) (X - X - X - Xi - tha = X7 Xo - X[ - Xjba

i#j#l
1 ¥ "
= 9(Dx X3, X;)g(Dy X, X0) (X5 - Xy - o — Xy - X7 - 1a)
£ jH#
= = Z (DxX;,X;)g(Dy X;, X)X} - X1 - ¢ba,
z#ﬁél

la somme ‘12’

1
o > 9(DxXiX))g(Dy Xu,X)(X] - Xj - Xj - X tho = X - Xo - X7 X ha)
i#jk/l=i
1
6 O 9DxXiX))g(Dy Xe Xo) (X7 - X X+ Xi- o = X X X7 - X - 4ha)
ik
1
= 15 2= 9DxXiX;)g(Dy X, Xi)(=X] - Xi - oo+ Xi X - ha)
i#;&k
= —Z Z DXX@,X (Dka7X2)X;Xk1/JQ,
275]7516

41
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la somme ‘13’
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liﬁ Z/ 9(Dx X, X;)g(Dy X, X)) (X7 - Xj - Xji - Xy - — X - Xy - X[ - X - 1ba)
i#itk /=]
- %6i%kQ(DxXi,Xj)g(Dka,Xj)(X; Xy XD X e XX, XX )
- = Z 9(DxX:,X;)g(Dy X3, X;) (X} - Xp - ha — Xp - XF - 1ba)
ik
= < Z (Dx X;,X;)g(Dy X3, X)X} - Xpp - s
8 itk

et la somme ‘15’

1
= > 9(DxXi,X))g(Dy X5, Xa) (X7 - X - Xjo - Xp - ha = X - X0 X7 - X - )
i j# kAl
1
= = Z 9(DxX;,X;)g(Dy X, X0) (X7 - Xj - Xpp - Xi o — X7 - X - X0+ Xi - 9a)
i j# kAl
= 0.
1l vient
! 1 *
ete = - o > 9(Dx Xi,X;)g(Dy X, X)X} - X; - b
i#j#l
1
-3 > 9(Dx Xi,X;)g(Dy X, X)X} - Xi - b
i#j#l
1
= g 2 9(DxXi,X))g(Dy X5, X0) X[ - X tho
i#j
1
-3 Z 9(DxX;,X;)9(Dy X;,X0) X[ - Xi - ta,
i)l
d’otl
ete =—= Z (Dx X;,X;)g(Dy X;, X)X} - X - 1.
t##k

On en déduit que

Y)Y 9(DxXi, X)) X[ - X - ha
i#]

n
Z (Dx X5,X1)9(Dy X;,X:)tha

1
atad +b+b+c+cd+d+d +et+e = 599()()z:g(DYXi,Xj)X;-Xj-@z;a——eg
i#]
- —ZZg (Dx X}, Xk)g(Dy X3, X$) X[ - X - tha
k 175]
L1
—= Z (DyX;,X;)9(Dx X;,X Z
4,j=1
1 .
+ ZZZQ(DYX’“X )9(Dx X3, X1) Xi - X - vha
koi#j
- —ZZg (Dx X1, X;)g(Dy X;, X)X} - X - tha
k i#j
1 n
_I_ — —

> 9(DyXi,X;)g(Dx X;,Xi)tba 1
=

o~
-

1
> 9(DxXi,X;)g(Dy X;,Xi)tha

ij=1
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1 *
- ZZZQ(DYXian)g(DXXjan)Xi - Xk Ya

7 itk
1 *
+ 1Zzg(DxXi’Xj)g(DYXjan)Xi - X - Yo
Jj i#k
-3 Z (DxX;,X;)g(Dy X, Xg) X7+ X - ha.
2 i

La somme des trois premiers termes vaut:

3 (0 )0(Dv XX - eg(Y)g(DXXi,Xj))X; X Ya

2#]
1 * *
) > 0(Y)g(DxX;, X)X} - X %——Zeg 9(Dy X, X)X} - Xj - tha
i#/k i i#j
- 5 Z (Dx X, Xk)g(Dy X3, Xi)) X[ - X - tha
z#ﬁfk
= —= Z )9(Dy X3, X)) X[ - X - ha,
2 itk

La somme du quatriéme et du cinquiéme vaut:

1
- %Hg(X)Gg(Y)wa + ggg(y)ag()(wa +7 ;Q(Dij,Xi)g(DXXj,XiWa
i#j
- 5 Zg (Dx X;,Xi)g(Dy X;,Xi)ba
175]
= 0.

La somme du sixiéme et du septiéme vaut:
* 1 *
g(Dy X3, X)09 (X)X} - X; - ho + 1 > g(Dx Xy, X)00(V)X] - X - tha
i#j/k=j
DY (DXXZan)X* X '(,boz

i#j

~
=
~

1
(DxXl,Xj)eg(Y)X: X tha — 1 ZQ(DYXMXJ)eg(X)X: - Xj - ha
i#j
9(Dx X;,X)g(Dy X, Xi)X; - Xj - a

M m

¥
<

W
kol

9(Dx X;,X)9(Dy X, X)X - X - a.

N N N L Y R

Ey
<.
Yh
B

La somme du huitiéme et du neuviéme vaut:

__99( — Zg (DyX )9(Dx X;,X)Ya
175]
1
I gﬂg(Y)W(XWa +7 Zg(DXXj,Xi)g(DYXj,Xi)wa
i

= 0.

43
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La somme du dixiéme et du onziéme vaut:

1
- Z 07 (V)g(Dx X5, Xp) X} - X - oo — 7 09(X)g(Dy Xi,X1) X - X - tha
#’“/l i ik/j=k
- 5 Z (Dy Xi,X;)g(Dx X;,X1) X - X - tha
2?5]7519
+ —209 9(Dy X3, Xp) X[ - X, - o + Zeg 9(Dx X3, X3) X{ - X - a
i#k z;ék
1
+ 7 Y 9(DxX;,X;)g(Dy X;,Xp) X} - Xp, - tha
i#i#k
1
= 1 Z (Q(DYXj,Xi)g(DXijXk)_Q(DXXjaXi)g(DYXjan))Xi*'Xk‘¢a-
i#i#k
Or
1 *
1 (Q(DYXjaXi)g(DXXjan) - g(DXXjaXi)g(DYXjan))Xi - Xk, o
i#i#k
1 1
= 1 9(Dy X, X)g(Dx X, Xi) X X' — 4 > 9(DxX;,X1)g(Dy X, X)X, - Xi - ¢ba
i#i#k i#i#k
1 1
= 7 9(Dy X, Xk)g(Dx Xi, Xj) X7 - Xi o + 4 > 9(DxXi,X;)g(Dy X;,X4) X} - X - ¢ha
i#i#k i#i#k
1 *
= 5 9(Dx X;,X;)9(Dy X, Xp) X[ - X - Ya.

¥
<.
W
kol

Lasommea+a +b+b +c+c +d+d + e+ e seréduit donc a: 0. Ainsi

n 1 — "
(k+ Z)PD(X:Y)@% + 1 Z g(RQ,YXiaX]')Xi » Xj - tha

i,j=1

Rg??Yd’a

n
= kpP(X,Y)ha + Z (RE)x v Xi,X;)X} - Xj -9y car RP = RY + pP o I. O

m»—t

On va d’autre part chercher & relier les multiplications de Clifford de 1, par Rff et celles par p”,
Ric'? et ScalP:

Proposition 4.9 Pour tout champ de vecteurs X sur M, on a:

Zg((Rg)X,Xi X)X X Xy @ba—QZch (X, X)X} - tha
i,5,k k=1

—2Y pP (X, X0) X} - tha —2X - pP - tha

k=1
2. > g((BY)xix, Xe, X)X7 - X5+ X7+ Xy - tho = 4(n — 2)p” - o — 2nScal P,
i,5,k,1
Preuve: 1. Fixons [ € {1,...,n} et montrons le résultat pour X = X;:

S (R x,x X Xe)X] - X)X tba = > g(RE)x,.x,X;,X0)X] - X - X - 1ha
N i#l,j#k
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Or

> 9B x, x. X5, Xe) X7 - X7 - Xp-tha = Y g(RE) ;. x, X0, X0) X[ - X7 - X - b

i#£l,j#k i#£l,j#k
+ > (PP (XX (X0 X + pP (X, X0)g(Xi X )
£l j#k

o7 (X}, X0)9(X1,X) + p” (X0, X0)g(X0,X;) ) X - X} - X - o

On remarque que les deux premiers termes de la deuxiéme somme du membre de droite donnent la méme
somme, ainsi que les deux derniers. En outre,

Z PP (X1, X))g( X, X)X} - X7 - Xy - o = Zp (X, X)X - X5 X -
i#lLj#k i#£jF#l
2) > pP(X1,X))X] - ha
J#l
= (n—2)u2(p” (X1) a)

ol
p2(p” (X1) b)) = Zp (X1,X;) X} - Y-
De plus,
D * * _ *
> pP(X X)Xt X)) X7 - X Xy oha = D pP (X5, X0)X] X Xt
i#£l,j#k i£jH#

= —Xl ° pD ! 1/’& - 2/_1,2(pD(X[),wa)

Ainsi, la deuxiéme somme vaut:

2(” - 2)u2(pD(Xl)v¢a) - 2X;- pD ! 'Qba - 4#2(pD(Xl)v¢a)

Reste a calculer la premiére somme :

> 9(RE)x; xu X0, X)X X7 Xi oo = — Y. g(RY)x, x, Xi, X)) X] - X7 - X -
il j#k i#l,j#k
= 7 Z RA X X X3 X0) X7 - X* Xk Ya
i#j#k
+ Z RA X X X X)X - Ya
JFk,i=j
= > 9(BY)x; . X XD)Xi - X7 - X - tha
j#k,i=k

Les deux derniers termes sont identiques, et leur somme vaut

2> g(RY)x; . X, X)) X o —QZRZC (X5, X)) X310
i#k

ZRZC (X1, X)X [ o — ZRZC (X, X)X Ya = (n_Q)ZPD(XlaXi)X;'@ba

i=1 i=1
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donc
2" g((RE)x, x. X, X0) X - tha = 2p1a(Ric P (X1)1ba) — 2(n — 2)p1a(p” (X1) ha)
J#k

Reste & traiter le premier terme

— > (B x; x X, X0) X - X7 - X, - tha
i#j#k

Or R} = RP — pP @ I et RP vérifie la premiére identité de Bianchi, donc

> gBR x Xo X)X X7 X o = — Y g(RR, x, X;.X)X] - X7+ Xp -t
i#j#k i#jFk
— " 9(RR, x, Xk X)X} - X7 - X - ¢ha
i£j#k
= = > g(BY, x, X0, X)) X; - X7 Xt
i£j#k
- Z RX XszaXl)X 'X;'Xi'wa
i#j#k
= -2 Y g(R}, x, X, X)X} - X} Xp -t
i#j#k
donc = 0

On en déduit

- > 9(R))x, x. Xe X)X] - X7 - Xi-tha = Y pP (X, X0)g(Xi, X)X} - X5 - X - o
irik irik
= > PP XWX XS Xyt
j?fkﬂ'?éhk?él

= X;-pP - tha + 22 (pP (X)) 000)

et la conclusion est immeédiate.
2. Le membre de gauche vaut, d’aprés 1.,

2Zch (X, Xe) X7 - Xj e — 2 pP (X0, Xi) X7 - X - ¢a—22X* X;-pP v

ik
et
=2 P (X, X)X Xp e = —4p" 1),
ik
=23 X7 X p” e = 2np" 1)
i
Enfin,
Zch (X3, Xp) X7 - X} tpe = —nScalPy,

+ " (Ric P (X;,Xy) — Rie P (X, X:) X} - X - ¢
i<k
= —nScalPp, + (n —2)pP -1,

d’otl1, en sommant, on obtient le résultat. O
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4.2.3 Opérateur de Dirac et laplacien conformes

La donnée d’une structure de Weyl sur une variété CSpin conforme induit naturellement, on I’a vu,
une connexion linéaire sur chaque fibré des spineurs & poids de la variété. Comme dans le cas riemannien,
on peut alors construire un opérateur de Dirac sur chacun de ces fibrés:

Définition 4.15 Soit D une structure de Weyl sur une variété CSpin conforme (M™,c). L’opérateur
de Dirac P associé a D sur le fibré des spineurs de poids k est défini par:

P:T(2®M) — T(E*Y M)
Y — Py=> X7 DYy
i=1
0t (X;)1<i<n : U — COTM est une section locale de COT M.

Remarques 4.6
1. En fait, P=mo D™, oum :T(T*M @ S*) M) — T(S*E-D M) est la multiplication de Clifford.
2. A la différence du cas riemannien, P modifie le poids conforme des spineurs.

Proposition 4.10 Soit une autre structure de Weyl D' sur (M™¢), d’opérateur de Dirac P’ sur les
spineurs de poids k, et v la 1-forme sur M définie par

(DI)‘Cl :D‘Cl _|_f)/

Alors
() ' _
v e T(EWM), Py—Po=("=+k)y-v
Corollaire 4.1
1. Lorsque k = —”Tfl, Uopérateur de Dirac sur ©%) M est indépendant de la structure de Weyl choisie

sur (M™,c).
2. Si g est une métrique de c et P9 l'opérateur de Dirac riemannien associé ¢ g sur X,M, alors

VEER, Ve T(SWM), o=, (P4 ("ot 4 kg (6 )

Définition 4.16 Le laplacien conforme sur les spineurs de poids k est défini par

AF . DE® A — T(E*2 M)
n
b IR xw —DY)DYW)
i=1

o g € c et (X;)i<i<n : U —> SO,M est une section locale de SO4M.

Grace a (4.9), on peut immédiatement donner une relation entre la carré de 'opérateur de Dirac et
le laplacien conforme:

Théoréme 4.4 (formule de Schrédinger-Lichnérowicz conforme) Soit une section ¢ de 2®) .
Alors

1
P2y =AWy 4+ %ScalD@ZJ — 5= 242k)" ¢
Preuve: Par définition de I'opérateur de Dirac,
PY = Y X; DYV (X5 DY)
i,j=1

S X;DxX;-DPw+ Y XX DYDYy

i,j=1 i,j=1
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La seconde somme s’exprime sous la forme:

Z": Xrox:- ( P DYy — DD ’%) _ ilfpgggpg?}w
i,j=1 =
Y x; (DD - DYD)

i<j
et la premiére
M X; Dy X; Dy = 3 Dy X;(X)X;- X7 DY)w
ij=1 i, l=1
- Z (Dx, X1, X;)X; - X - D car X;(X;(X1)) =0

,]l 1

- Z X* Xl D))( Xl¢

i,l=1

= Zl QD(I” - ZX* X7 D[(;”( x,¥ car D est sans torsion
i=1 i<l

d’ou

P = Zl () v - DEDEY) + 3 Y X2 ;- (18,010 - DY, )

i,j=1
avec [Dy’ k) ,D k)]zp — D[(f()hxj]@b = —Rgé),x,-@[’- De plus,
ZX* X;-R k) = - Z (RE)x; x; X, X)) X7 - X5 - X5 - X/ -0

i,j=1 kll,j
-I-kZp (X3, X;) X[ - X7 4

= 3(4(71 —2)pP - p — 2nScalD1[J) + 2kpP -

d’ou
1
P2 = ARy 4 %SC(ZZD’(/J - §(n —242k)p"” 4. O

4.2.4 Opérateur des twisteurs

Dans toute la suite, pour un (0,2)-tenseur b sur M, on note, pour tout champ de vecteurs X sur M
et pour toute section ¢» de (¥ M,

pour n’importe quelle section (X;)1<i<, de COTM.
Définition 4.17 Soit (M™ c) une variété conforme CSpin munie d’une structure de Weyl D. L’opérateur
des twisteurs sur les spineurs de poids k est défini par

Twist : T(SP M) — T(T*M @ ¥ M)
Y — Twisty
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ot
Twisty : D(TM) —s T(S0 M)
X — D¥)¢+%X-P¢
Proposition 4.11 Soit une autre structure de Weyl D' sur (M™,c), d’opérateur des twisteurs Twist sur
les spineurs de poids k, et v la 1-forme sur M définie par
(D)t = DL 44,
Alors
VX e D(TM), Ve TSP M), (Twist o — Twiste)x = (k — %)(W(X)zﬁ + %X - )

Corollaire 4.2
1. Lorsque k = %, Vopérateur des twisteurs sur ¥ M est indépendant de la structure de Weyl choisie
sur (M™,c).
2. Si g est une métrique de ¢ et Twist! lopérateur des twisteurs riemannien associé 4 g sur L M,
alors pour tout réel k,

VX € T(TM), Vi e T(SWM), Twistx) = Twisth e + (k — —)(99(X)¢ + %X - 99 1))

On s’intéresse maintenant au noyau de ’opérateur des twisteurs :
Définition 4.18 On appelle spineur twisteur de poids k sur M tout élément du noyau de l'opérateur
Twist, i.e. toute section de L% M vérifiant

VX e T(TM), Twistxy =0
Pour un spineur twisteur sur M, il existe une relation fondamentale :

Lemme 4.3 Soit ¢ un spineur twisteur de poids k. Alors pour tout champ de vecteurs X sur M,

DEDPY) = (3~ Rms(pP (X)) — aBic (X))
+%X-pD-¢+%X'P2¢)

Preuve: D’aprés (4.9), on a d’une part

1 1 L "
i > 9B x x. X5, X0) X7 - X5 - Xy p = 3 Ric P(X, X)X -1
5.k k=1
1 - D * 1 D
—5 2 PPXX)XL =5 X pP
k=1
et aussi
1 D * * - * (k) - D *
1 Zg((RA)X,Xinan)Xi X7 XY= ZXi 'RX7Xi¢ - kZp (X, X)X -
i,5,k i=1 i=1
Or

X7 (DR ¢ — (DY D)

[
Mz

- k
Sox;-RE
i=1

~.

I
3|>—‘ =

Zn: XX - P — ZX* k)D(k¢+ZX* DYDYy

i=1



50 Chapitre 4. Structures de Weyl et géométrie spinorielle

La seconde somme du membre de droite vaut

1 — _
=X DxXi- P+ X7 X DYV (PY)

i=1

—ZX*- DY —lx )

= —D{ Y (pPy) + ZX* DxX;- Py

i=1

et la troisiéme

ZXZ*-DEQ( X PY) = ——ZX* Dx,X - Pw——ZX* X -DEY (Py)
1= =1 i=1
et comme
X7 X DYV (PY) = —X - X7 DV (Py) - 2XF(X)DEY (Py)
alors

- - 1 2 (k=
> X7 REh ¥ = DTV (PY) + X - P+ =DE (Py)

i=1

En fin de compte, en utilisant (4.8), on obtient

~DEI(PY) + X PRk 2D (PY) = Lua(Ric P(00) + (k — Da(p” (X))
—%X P

d’ou la relation voulue. O
On en déduit immédiatement:
Proposition 4.12 Soit ¢ un spineur twisteur de poids k. Alors
2

4(n—1) 2(n—1)

Preuve: Reprenons 1’égalité du lemme précédent. On remplace X par X;, on multiplie par X} et on
somme Sur i :

P = SecalPy — (n—2+2k)pP -9

- * (k—1) _ n * *
;Xi.DXi (Py) = n_Q(——k Z]p (X3, X)) X7 - X7 -9

__ZRZC (X3, X)XF-XE -+ 5 ZX* Xi-pP o

i=1

+ﬁ ;XZ -Xi-P%)

1 1 n-—-2
= (25 - B g+ 5 Seal®p — 2o (P )y
gm0~ P)
d’ont
2, _ n (n D o (M2 n.p
L+ )P = —=(ZSeal®+ (1 -2k — (F5) = 3" - ¥)
donc P%yp = ﬁ(gScalDw+(2—2k—n)pD-w). m|
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Donnons une conséquence de cette proposition:
Corollaire 4.3 Pour un spineur twisteur ¢ de poids k,
By — Lp2
AV = — Py
n

Preuve: D’aprés la formule de Schrédinger-Lichnérowicz conforme et la proposition précédente,

n—1

Pxp =AMy 4 P,

n

d’otu le résultat. O

Remarque 4.2 On peut donner une démonstration directe de ce résultat: en effet

n
ARy = Zl;2(D(Dk))(-Xi¢ - Dg?Dgé)zp) 0t (X;)1<i<n g-orthonormée, g € c
i=1

n
1 1
= E lg_Q( ——Dx, X;- Py — Dg?,)(——Xi . P¢)) car ) est un spineur twisteur
n it on
i=1

1 e~ B B .
= ﬁzlg2Xi'Dgé U pyp avee 172X, = X
i=1

= lP%z;. O
n

Comme application du lemme, on obtient, sous certaines conditions, I’existence d’une section paralléle
du fibré des scalaires:

Proposition 4.13 Si 1 est un spineur twisteur de poids k tel que

1
k=— oup” -¢=0,
2
alors la section

C(¥) = Re((0,Py))

de L2k est DE' -paralléle.

Preuve: Par compatibilité de la dérivée covariante D avec le produit scalaire hermitien, pour tout
champ de vecteurs X sur M,

D (C()) = Re(DX ((6.Pv)))

Re((DY5.P)) + Re((w.D§ " (Py)
—%Re((X : Pw,Pz/J))

car le deuxiéme terme est la partie réelle d’une somme de termes imaginaires (pour tout champ de vecteurs

Y et tout spineur ¢ sur M, (Y - ¢,¢0) = —(¢,Y - ¢)); mais pour la méme raison, (X - Py,P) € iR donc
1

D& (Cw) =0. O

La proposition (4.12) s’applique également & 1’étude des zéros d’un spineur twisteur.

Lemme 4.4 On suppose M conneze.
1. Un spineur twisteur 1 qui vérifie en un point x de M

by =0 et (P), =0

est identiquement nul.

2. En conséquence, l’espace des spineurs twisteurs sur M est de dimension finie inférieure ou égale a
n
23]+1,
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Preuve: Il suffit pour cela de voir que tout spineur twisteur de poids k fournit une section paralléle
du fibré £®) M & X1 A1 Posons EF = £ M & S*=1 M et considérons la dérivée covariante DE* sur

E* donnée par:
DE' = DY 5 X
X _Dg?ﬂ)P D@?fl)

Si 1) est un spineur twisteur, clairement DF* (1), Py) = 0, et si DP* (1,¢) = 0, on obtient aisément que
1) est un twisteur et que ¢ = P). Ainsi, 'espace des spineurs twisteurs de poids & sur M s’identifie &
Pespace des sections paralléles de DF", d’oti la conclusion. O

Théoréme 4.5 Soit ¢ un spineur twisteur de poids k sur M. On suppose de plus M connexe. Alors
— soit Y est identiquement nul,
— soit l’ensemble des zéros de 1) est discret dans M.

Preuve: Supposons ¢ non identiquement nul, et choisissons un zéro x de ¢ dans M. D’aprés la
proposition (4.12),
(D" Py), =0

D’autre part, pour tout champ de vecteurs X sur M,

2Re((DY),1)).
0

(D% (4,)))s

et aussi

X((¥9)g)z =0

Si on prend donc deux champs de vecteurs X et Y sur M, on a

D% DE () = X(Y((010)y))x

Or on a aussi

2Re(D% (DE §))a

D% DE (4,9).

= ~2Re((v - Py.Dv))
_ %Re((y.Pzp,X-Pzﬁ))x
= %c(X,Y)(P¢7P¢)x

On en déduit, puisque (P,P), # 0 (sinon, par le précédent lemme, ¢ = 0), que Hess,((1,)q)z est
non-dégénérée; par conséquent, x est isolé. O

4.2.5 Spineurs de Killing

Définition 4.19 Un spineur de Killing de poids k sur M est une section 1 de ¥ M satisfaisant :
vX er(rM), DVy=px .4

pour une section 3 de L' ® C. La section (3 est appelée densité de Killing de 1.

Remarques 4.7
1. De manieére équivalente, v est de Killing de densité 3 si et seulement si v est un spineur twisteur

et si Py = —nf.
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2. Un spineur de Killing non trivial (i.e. non identiquement nul) n’a pas de zéros car est une section
paralléle pour la dérivée covariante

(k)
DY’ - pX-
On examine alors les conditions nécessaires d’existence de spineurs de Killing non triviaux sur (M™,¢,D).

Théoréme 4.6 Soit v un spineur de Killing de poids k non trivial de densité de Killing (3.
1. Si B est imaginaire pur et k # —”T_Q, alors (pP - ah) = 0.
2. Si B est un réel non nul, alors pour n’importe quelle valeur non nulle de k, et pourn >3 si k =0,
D est exacte et (M™,c,D) est d’Einstein-Weyl. De plus, Scal® = 4(n — 1)32.
3. Si B est nul,
- si k #0, alors D est exacte et (M",c,D) est d’Finstein- Weyl
- sik=0etsin>2, D est d’Finstein-Weyl et
. sin#4 ou M est compacte, D est fermée
. sin =4 et M est non compacte, p” est harmonique.

Preuve:
1. D’aprés 4.12, on a

2 n

n
mScalD¢ _ m(” —2+42k)p" -y = P
= P(-npy)
= _n(DCIﬁ) ) +TL2,62¢
donc
nScal®h —2(n — 2+ 2k)pP 1) = —4(n — 1)(D*' B) - ¥ + 4n(n — 1) (4.2)

Par conséquent,

nSeal® () — 2(n — 2+ 2k) (p” - 1)) = —4(n — (DX B) - 9o,) + dn(n — DA (W) (4.3)

(7 - p) =D pP(Xi, X)) (X7 - X - app) et (X[ - X7 -ahgp) = —(X[ - X7 - 1),1h)

i<j
donc (p? - 1)) € iR. De plus,

n

(DE'B) - ) = > (DK, B)(X] b)) est réel puisque f € iR,

i=1
donc en prenant la partie imaginaire de I'identité (4.3), on obtient

n—2

et d’aprés Uhypothese k # —252, (p? - ¢4p) = 0.

2. Si 3 est réel, alors
X(($)) = 2Re((D'F94)) = 2Re(B(X - 4h,1p)) = 0

par conséquent, puisque

X((w) = X((¥a)yl2h)
= X(())g)I2F + 2k69(X) (p,10) 12
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alors si k # 0, 89(X) = —%% donc 69 est exacte, d’ott D est exacte. Si £ = 0, on va montrer
qu’alors 3 est DCl—paralléle: puisque 8 # 0, 8 = fl, ou f € C*°(M). En supposant que

fl)#0 Ve e M
(on le peut, quitte & travailler localement,)

DY B=0 VXeT(TM) <+ X(f),+ f09(X)l,
X

\/

X(f)
<~ #I(X
(X) = 7
donc #9 sera encore exacte. Pour cela, ramenons-nous a la définition de R
Rg?,)Yw = D<O)y]w [ X ,D(O)W
= —(DXB)Y -+ (DEBHX - Y -X -+ XY ¢
= —(D5 Y -+ (DEPX ¢ — 207V - X ¢p — 26(X,Y) 5%

donc Y X;-RR y n(D% B)y + (DX B) - X -9 +2(n — 1)8°X - ¢

i=1

1 , 1 1
et par ailleurs = o po(Ric ”(X).) = Spa(p” (X),00) = 5X - p" )

d’out

pa(Ric' P (X) 26) = iz (o (X)) + X - pP -6+ 2n(D§ By + 2D B) - X -

+4(n —1)8*X - 9. (4.4)

Comme par (4.3), on a Scal” = 4(n —1)3? en prenant la partie réelle de chaque membre, on obtient,

par (4.2),
2(7’L — ].) 1
D _cn=1) oeta
P =——5" (D" 0) Y,

donc

pa(Ric P(X) ) = pa(pP (X)) +20(D% B) +2(DF B) - X -4 + 4(n — 1)8°X - ¢

2(n—1) 1
o X (D)

= pa(pP (X)) + 20(D% B)Y + 2(DF B) - X - ¢p +4(n — 1)°X -4
20D pe)x w0 D pe gy

n—2
= (X)) + 20— =Dy (g )y

Lo NDE ) X+ A~ DX Y

+2(

Prenons la partie réelle du produit scalaire hermitien de chaque membre de I’égalité précédente avec
1) : on obtient
2(n—1)(n —3) 1
=0 (g B)(wb) = 0.
En effet, la partie réelle de ((Dﬁlﬂ) - X - ¢ )) vaut —(Dgﬂ)(w,w). Ainsi, si n # 3, on en déduit que
D& g =o.

3.Si 8=0cet k#0, comme en début de 2., D est exacte. Si k = 0, alors d’apreés (4.4),

po(Ric P (X)) = pa(p” (X)) + X - pP - 4h.
Or, par (4.3), si n > 2, Scal® = 0 et p? - = 0, donc Ric® = p”. En particulier (M™,¢,D) est
d’Einstein-Weyl. On peut alors appliquer le théoréme (4.3) pour conclure. O



Chapitre 5

Conventions et notations

Dans tout ce mémoire, M"™ désigne une variété lisse dénombrable & I'infini de dimension (réelle) n,
T M son fibré tangent et GL(T M) le GL,(R)-fibré des bases de T M.

On note C*°(M) la R-algébre des fonctions numériques (réelles) lisses sur M. Pour un champ de
vecteurs X et une fonction lisse f sur M, on note X (f) = df (X).

Pour p et ¢ entiers positifs, on appelle (p,q)-tenseur sur M toute section du fibré vectoriel réel
Q’TM QR Q?T*M. On note TP(M) le C*°(M)-module des (p,q)-tenseurs sur M. Un (p,q)-tenseur
peut étre identifié & une application C°° (M )-multilinéaire T'(T*M)? x T(TM)? — C>*(M).

Pour un entier positif p, on note A” T*M le fibré vectoriel réel des formes p-alternées sur TM et
Q°(M) = T(A"T*M) le C*°(M)-module des p-formes différentielles sur M (QP(M) C T)(M)).

Sig: M — M " est une application lisse de la variété M dans la variété M , et w une p-forme sur
MI, on note ¢*w la p-forme sur M image réciproque de w par ¢, définie par

(@"w) (X1, . Xp) = w(TP(X1), ..., TH(Xp)).

Si w est une p-forme sur M, on note dw la (p + 1)-forme sur M définie de la maniére suivante: si
¢:U — ¢(U) C R™ est une carte locale de M™, on pose wy = (¢~ ')*w puis

dw = ¢* (anw¢)

ol
p+1
dgrwo(Vi, . Vog1) = D (=) wg (Vi) (Vi Vi Vo)
i=1

pour toute p-forme wy sur R” (wé) désigne la différentielle de wg sur R™).

Pour un groupe de Lie G, on note g son algébre de Lie, i.e. g = T.G, ot e est I’élément neutre de G.
Sif:G— G est un morphisme de groupes de Lie, on note f, : g — gl I’application tangente de f en
I’élément neutre e.

Pour un entier strictement positif &k, on note Sy le groupe symétrique d’ordre k, i.e. le groupe des
permutations de {1,2,...,k}, et € : S, — {—1,1} la signature. Pour deux entiers positifs i et j, on note
d;; le symbole de Kronecker de ¢ et j, i.e. d;; = 1 si ¢ = j, 0 sinon. On note aussi

Z la somme Z
i#j#k RETN T

Si on se donne un G-fibré P — M au-dessus de M, et une représentation linéaire de G, i.e. un
morphisme de groupes de Lie v : G — Autg (V) o V est un espace vectoriel de dimension finie sur K
(K =R ou C), on note P x, V le fibré K-vectoriel quotient de P x V par I’action a droite de G donnée
par

(PxV)xG@ — PxV
((p)yg) — (pgw(g ") (v))

35
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On note [p,v] la classe d’équivalence de (p,v) pour cette action.

Si P =5 M est un G -fibré au-dessus de M, et f:G— G’ un morphisme de groupes de Lie, on
appelle morphisme des fibrés principaux au-dessus de f tout morphisme des fibrés f : P — P (i.e.
application lisse de P dans P’ telle que 7 o f = ) vérifiant:

VpeP, VgeG, f(p.g)=Ff®p).flg)

On appelle connexion linéaire (ou dérivée covariante) associée a une 1-forme de connexion w sur P et
a une représentation linéaire v de G la connexion linéaire D sur P X, V définie par:

Dx ([s,0]) = [5,X(v) 4+ va(w 0 5.(X)) (v)]

o s : U —» P est une section locale de P et s, = T's. Inversement, si P = GL(T M) est le GL,,(R)-fibré
des bases de T'M, la 1-forme de connexion w associée & une connexion linéaire D sur M est I’élément de
I(T*GL(TM) ® gl,,) défini dans les sections locales s = (Xy,...,X,,) de GL(T M) par:

s*w = (wji)1<i,j<n

ot les wj; sont les 1-formes sur M données par
n
DxXi = ZWJZ(X)X]
j=1

Si P' C P est un G -fibré au-dessus de M, avec G C G ( P est un fibré réduit de P), et si
v: G — Autk (V) est une représentation linéaire de G, alors en posant v = v|q,
P x,V — Px,V
[pw] — [p.u]
est un isomorphisme des fibrés vectoriels. De plus, si w est une 1-forme de connexion sur P vérifiant

Vp € P, (wp')\Tp/P' 2TprP — g,

alors les connexions linéaires associées & w et wyppr par v et v sur P x, Vet P x, V coincident par
I’isomorphisme précédent.
Siv;: G — Autg(V;), i = 1,2, sont deux représentations linéaires de G, alors on note v; ® v la
représentation
v : G — Autg (Vi @ V)
g +— ri(g) ®ra(g)
On obtient un isomorphisme des fibrés K-vectoriels
(P Xy Vl) ® (P Xvo VQ) — P Xv1®@vs (‘/1 ® ‘/2)
[s,01] ® [s,v02] +— [s,U1 ® vo]

(s désigne une section locale de P). De plus, si w est une 1-forme de connexion sur P, et, pour i = 1,2,
D" la connexion linéaire associée & w et v; sur P Xx,, V;, alors la connexion linéaire associée & w et v; ® va
sur P X, gu, (Vi ® V2) est donnée par:

Vi €T(P %y, V;), i=12, Dx(th1 ®¢2) = (Dxth1) ® ths + ¢1 ® (DX 12)

Si E est un fibré vectoriel réel au-dessus de M, on note S2E* le fibré des (0,2)-tenseurs symétriques
sur E. Si E et F sont deux fibrés vectoriels, on note Hom(E,F) le fibré vectoriel défini par

Hom(E,F) = [[ Hom(E,,F,)
zEM
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Pour une section s de Hom(E,E), avec r = rang(FE), on note trace(s) la fonction numérique sur M
donnée par

Ve e M, trace(s)(z) = trace(s;) = ZX:(SI(Xl))

ot (X;)i<i<r est une base quelconque de E,.
Si on se donne une métrique riemannienne g sur M, i.e. un (0,2)-tenseur symétrique défini positif
sur M":

— On note

T™ 2% T*M

X — X7 =g(X,)

resp.

T*M 2% TM
0 — 6%

la dualité riemannienne resp. sa réciproque. On fait naturellement de celle-ci une g-isométrie en
posant
Vo e M, V8.6 € T;M, g.(6.8) = g.(6%,(6)")

— On note OyM le O,-fibré des bases g-orthonormées de T'M; si M est orientée, on note SO,M le
SO,,-fibré des bases g-orthonormées directes sur M.

— On note DY la connexion de Levi-Civita de g, i.e. 'unique dérivée covariante sur M qui préserve g
(D%g = 0) et qui soit sans torsion
(VX,)Y e (TM), D%Y —D{X =[X)Y]).

— On note tr, 'application C*(M)-linéaire

trg : T9(M) — C>®(M)
i=1

ot (X;)1<i<n est une base g-orthonormée locale quelconque.
— Un (1,3)-tenseur R sur M

e vérifie la premiére identité de Bianchi si et seulement si
VXY, ZeT(TM), RX)Y,Z)+R(Y,ZX)+ R(ZX)Y)=0

e vérifie la deuxiéme identité de Bianchi par rapport a une connexion linéaire D si et seulement
si
VXY, ZT e '(TM), DxR(Y,ZT)+ DyR(ZX,T)+ DzR(X,Y,T)=0

e est de type courbure sur (M™,g) si et seulement si il vérifie la premiére identité de Bianchi et
VX,Y,ZT e T(TM), g(RxyZT)=—-g9(RxyT,Z).

On note C(TM) le C*(M)-module des (1,3)-tenseurs de type courbure sur (M",g). C(TM) C
S2 N T*M.

— Si p est une 2-forme et X,Y deux champs de vecteurs sur M, on note [p,X A Y] I’endomorphisme
g-antisymétrique de T'M donné par

VZ eT(TM), [p,X AY]Z = p(X,2)Y —g(Y,Z)(p(X))¥ — p(Y,2)X + g(X,Z)(p(Y))"
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— ¢ induit un produit scalaire sur les (p,q)-tenseurs, appelé produit scalaire tensoriel (et dont on
déduit une norme tensorielle), défini par:

X1 9. 90X,0000...00,X,0...0X,00,®...00,) =

Par abus de notation, on le note souvent (-,-), de norme |- |, dans la partie ‘Géométrie hermitienne’.
Par restriction, le produit scalaire ainsi défini sur Tg(M ) induit un produit scalaire sur les p-formes,
et on a

Va;,B; € Ty M, 1<i,j<p glarA...Nap,fi A...NABp) = pldet((g(as,B;))1<i,i<p)

On posera en fait
glar Ao A ap,Bi AL A Bp) = det((g(i,55)));

sauf mention expresse, c’est de ce produit scalaire qu’il s’agit. D’autre part, /\2 TrM ® T, M hérite
aussi d’un produit scalaire, mais on posera

g((ar ANaz) @ X,(B1 A B2) @Y) = g(X,Y)det(g(c,5;)),
i.e. ce produit scalaire sur /\2 T*M @ TM est la moitié de celui induit par Ty (M).

Remarque 5.1 Dés que D est sans torsion, le tenseur de courbure de D vérifie les deux identités de

Bianchi (Cf [Be]).
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