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Einfiihrung

Dieses Skript besteht aus den Vorlesungsnotizen. Groitenteils wurden sie freundlicher-
weise von Frau Bonn getippt. Anmerkungen zum Skript sind bitte an Nicolas Ginoux
(nicolas.ginoux@mathematik.uni-regensburg.de) zu schicken.

Wegen Zeitmangel wurden nicht alle Beweise in der Vorlesung durchgefiihrt; von Kapitel
aus wurden sie fast systematisch weggelassen. Die fehlenden Beweise sind allerdings in
diesem Skript zu finden. Es wird empfohlen, diese Beweise zu lesen und sich selber einzu-
arbeiten.

Als Literatur wurden, fiir Kapitel [I] und Kapitel 2] hauptséchlich [3] sowie Teile aus [T, 2]
verwendet. Punktweise — z.B. in den Abschnitten und — wurde auch [4] be-
nutzt. Die Abschnitte 2.3[und 2.4 wurden von [10] stark inspiriert. Kapitel 3] und Anhang
lassen sich von [6], [7] und [11] ableiten. Kapitel [4] bleibt wieder sehr nahe an [4]. Fiir
Kapitel |5 ist [5] immer noch eine sehr gute Referenz, wobei [8, @] fir die Integralsitze
sehr hilfreich sind.

Herzlichen Dank an Mihaela Pilca fiir Korrekturen und Anregungen.

Angekiindigtes Programm: In dieser Vorlesung sollen die Differential- und Integral-
rechnung mehrerer Variablen in dem Umfang vorgestellt werden, wie es fiir die Studieren-
den der Physik notig ist. Dazu gehoren:

e Kurven im R",

e Differenzierbare Abbildungen im R",

e Vektorfelder und Potentiale,

e Taylor-Entwicklung in mehreren Variablen,

e Minima und Maxima, auch mit Nebenbedingungen,

e Sitze iiber Umkehrfunktionen und implizite Funktionen,
e Mannigfaltigkeiten,

e Integral im R",

e Transformationsformel,

e Polar- und Zylinderkoordinaten,

e Gewohnliche Differentialgleichungen (Existenz und Eindeutigkeit von Losungen),
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e Lineare Differentialgleichungen (Systeme 1. Ordnung und eine Gleichung n-ter Ord-
nung),

e Differentialformen,
e Integralsitze im R™ (GauB, Green, Stokes),

e Divergenz- und Rotationssatz.

Tatsidchliches Programm:

1. (17.4) Vorstellung der Veranstaltung, Vorlesungsplan. Kap. 1 (Kurven): parametri-
sierte und regulédr parametrisierte Kurven im R”, Umparametrisierungen, Produkt-
und Kettenregeln, Orientierung, Linge, Parametrisierung nach Bogenldange.

2. (18.4) Kap. 1, Fortsetzung: Existenz einer Umparametrisierung nach Bogenlénge,
Integral einer Funktion entlang einer Kurve, Kriimmung ebener Kurven, Frenet-
Gleichungen.

3. (24.4) Kap. 1, Ende: Hauptsatz der Theorie der ebenen Kurven (eine ebene Kurve
wird bis auf euklidische Bewegungen von ihrer Kriitmmungsfunktion festgelegt) mit
Beweisskizze. Kap. 2 (Differenzierbare Abbildungen in mehreren Verdnderlichen):
Metrische Rédume, offene und abgeschlossene Bélle.

4. (25.4) Kap. 2, Fortsetzung: Umgebungen, offene und abgeschlossene Teilmengen,
Inneres, Abschluss und Rand einer Teilmenge, Charakterisierung des Inneren und
des Abschlusses (als offene bzw. abgeschlossene Teilmenge); konvergente Folgen,
Charakterisierung des Abschlusses mit Folgen; stetige Abbildungen (Definition und
Charakterisierung mit Urbildern von Billen).

5. (2.5) Kap. 2, Fortsetzung: Charakterisierung der Stetigkeit mit Urbildern offener
bzw. abgeschlossener Teilmengen, die Verkniipfung zweier stetiger Abbildungen ist
wieder stetig; kompakte metrische Rdume: Definition, Beschréanktheit, kompakte
Teilmengen, Vereinigung und Durchschnitt kompakter Teilmengen, Produkte kom-
pakter Rdume, Satz von Heine-Borel (Charakterisierung der kompakten Teilmengen
des R™), Stetigkeit und Kompaktheit (das Bild einer kompakten Teilmenge unter
einer stetigen Abbildung ist wieder kompakt, jede stetige bijektive Abbildung auf
einem kompakten Raum ist bereits ein Homéomorphismus), Existenz eines Maxi-
mums und eines Minimums einer stetigen Funktion auf einem kompakten Raum,
GleichméafBigstetigkeit einer stetigen Abbildung auf einem kompakten Raum.

6. (8.5) Kap. 2, Fortsetzung: vollstindige metrische Raume: Cauchy-Folgen, Beispiele
(jede konvergente Folge ist Cauchy, die Umkehrung gilt nicht), vollstdndiger me-
trischer Raum, Beispiele (jeder kompakte Raum ist vollstédndig, R™ ist vollstandig,
Q ist nicht vollstédndig), vollstdndige Teilmengen, Vereinigung und Durchschnitt
vollstandiger Teilmengen (man beachte die Bedingung diam(Y},) - 0 fiir den

Durchschnitt), Produkte vollstandiger Raume, Banach’scher Fixpunktsatz (jede Kon-
traktion in einem vollstdndigen metrischen Raum hat einen eindeutigen Fixpunkt),

Anwendungsbeispiel, Fortsetzungssatz von Tietze (jede auf einer dichten Teilmenge

D C X definierte gleichméfig stetige Abbildung mit Werten in einem vollstéandigen

metrischen Raum Y lésst sich eindeutig auf X zu einer stetigen Abbildung X — Y

fortsetzen).
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

(9.5) Kap. 2, Fortsetzung: zusammenhéngende metrische Rdume: Definition, aqui-
valente Definitionen, Beispiele (u.a. die zusammenhéngenden Teilmengen des R
sind die Intervalle), Vereinigung zusammenhingender Teilmengen (mit nichtlee-
rem Durchschnitt), der Abschluss einer zusammenhéingenden Teilmenge ist wie-
der zusammenhéngend, das Produkt zweier zusammenhéngender Riaume ist zu-
sammenhéangend, das Bild einer zusammenhéngenden Teilmenge unter einer ste-
tigen Abbildung ist zusammenhingend, Korollar: Zwischenwertsatz, Zusammen-
hangskomponenten eines beliebigen metrischen Raumes. Differenzierbarkeit: Defini-
tion von Differenzierbarkeit, Richtungsableitungen und partiellen Ableitungen, das
Differential ist eindeutig durch die Abbildung gegeben.

(15.5) Kap. 2, Fortsetzung: Differentialabbildung, Differenzierbarkeit impliziert par-
tielle Differenzierbarkeit und Stetigkeit, Kettenregel, Einschub iiber Matrixnormen,
Beispiele von differenzierbaren Abbildungen, Produktregel, Jacobi-Matrix.

(16.5) Kap. 2, Fortsetzung: C''-Abbildungen, Beispiele, Mittelwertsatz, Konvergenz
einer Folge von differenzierbaren Abbildungen, Zusammenhang zwischen Differen-
zierbarkeit und partieller Differenzierbarkeit, Diffeomorphismen, Umkehrsatz, Bei-
spiele, Polarkoordinaten.

(22.5) Kap. 2, Fortsetzung: Zylinderkoordinaten, Kugelkoordinaten, Satz {iber impli-
zite Funktionen, Anwendungsbeispiel; partielle Ableitungen zweiter Ordnung, Satz
von Schwarz; partielle Ableitungen hoéherer Ordnung, C*- und C°°-Abbildungen,
Multiindizes.

(23.5) Kap. 2, Fortsetzung: Taylor-Formeln, Rechenregeln fiir hohere Ableitungen,
lokale Extrema: Hesse-Matrix einer reellwertigen C?-Funktion, notwendige und hin-
reichende Bedingungen erster und zweiter Ordnung fiir die Existenz eines freien
Extremums; Extrema unter Nebenbedingungen, Beispiel, Satz iiber die Lagrange-
Multiplikatoren.

(30.5) Kap. 2, Fortsetzung: Anwendungsbeispiel zum Satz iiber die Lagrange-Mul-
tiplikatoren, Euler-Lagrange-Gleichungen; Vektorfeld, Potential eines Vektorfeldes,
Kurvenintegral, Existenzkriterium eines Potentials in Zusammenhang mit Kurven-
integral langs geschlossener Kurven, Beispiele.

(5.6) Kap. 2, Ende: Existenzkriterium eines Potentials in Zusammenhang mit den
ersten partiellen Ableitungen des Vektorfeldes (falls C'!), Beispiele, Divergenz und
Rotation eines Vektorfeldes (im R"™ bzw. R?®), Laplace-Operator, Existenzkriteri-
um eines Potentials in Zusammenhang mit der Rotation eines C!-Vektorfeldes im
R3, Zusammenhang zwischen Divergenz, Gradient und Rotation (im R3), Beispiele.
Kap. 3 (Integralrechnung in mehreren Verdnderlichen): abzidhlbare Mengen; Teil-
mengen, endliche Produkte und abzdhlbare Vereinigungen abzéhlbarer Teilmengen
sind wieder abzahlbar, o-Algebren, Beispiele, erzeugte o-Algebra.

(6.6) Kap. 3, Fortsetzung: Borel’sche o-Algebra, Erzeuger davon (fiir R bzw. R"),
Prinzip der guten Mengen; Mafle: Einfithrung der Menge [0, oc], Maf}, Beispiele,
Monotonie- und “Stetigkeits”-Eigenschaften eines Mafles, endliche und o-endliche
Mafle, Existenz und Eindeutigkeit eines Mafles p auf R mit u([a, b[) = b — a, Null-
mengen, vollstindige Mafirdiume, Vervollstindigung eines Mafiraumes.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.
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(12.6) Kap. 3, Fortsetzung: Lebesgue-Maf} auf R, messbare Funktionen, der punkt-
weise Limes einer Folge von messbaren Funktionen ist messbar, Treppenfunktionen,
Integral einer nichtnegativen messbaren Funktion, Satz iiber monotone Konvergenz,
Fatou-Lemma.

(13.6) Kap. 3, Fortsetzung: integrierbare Funktionen, Integral einer reell- oder vek-
torwertigen integrierbaren Funktion, Satz iiber majorisierte Konvergenz, Konzept
von “fast tiberall”, Vergleich mit dem Riemann-Integral (fiir eine reelle Funktion ei-
ner Verinderlichen) und dem uneigentlichen Riemann-Integral, parameterabhéngige
Integrale: stetige Abhéngigkeit vom Parameter, Differentiation unter dem Integral.

(19.6) Kap. 3, Fortsetzung: Produktmaf: Produkte von o-Algebren, Produkt-o-
Algebra, Produktmaf, Satz von Fubini, Lebesgue-Mafl auf R"; Transformations-
formel: allgemeine Formel, Transformationsformel fiir Polar-, Zylinder- und Kugel-
koordinaten.

(20.6) Kap. 3, Ende: Anwendungsbeispiele des Satzes von Fubini und der Transfor-
mationsformel. Kap. 4 (Gewohnliche Differentialgleichungen): Differentialgleichun-
gen erster Ordnung, Beispiele, Differentialgleichungen héherer Ordnung, Reduktion
auf eine Differentialgleichung erster Ordnung, Beispiele.

(26.6) Kap. 4, Fortsetzung: Existenz und Eindeutigkeit von Losungen: Lipschitz-
und lokal Lipschitz-stetige Abbildungen, Satz von Picard-Lindel6f, maximales Exi-
stenzintervall, Kriterium fiir die globale Existenz, parameterabhéngige Differential-
gleichungen; Lineare Differentialgleichungen: Definition, globale Existenz und Ein-
deutigkeit der Losungen, assoziierte homogene Gleichung, Raum der Losungen, Re-
solvente, Variation der Konstanten.

(27.6) Kap. 4, Ende: Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten:
Definition, Exponential einer Matrix, elementare Eigenschaften davon, Zusammen-
hang mit der Resolvente (fiir eine Differentialgleichung erster Ordnung), Berech-
nungstechnik fiir das Exponential einer gegebenen Matrix (durch Diagonalisierung
bzw. Trigonalisierung in Jordan’scher Normalform der Matrix), Form der Losungen,
Anwendungsbeispiel, Losungen einer skalaren linearen Differentialgleichung k-ter
Ordnung mit konstanten Koeffizienten; andere Typen von Differentialgleichungen
(autonome, separierbare Differentialgleichungen).

(3.7) Kap. 5 (Untermannigfaltigkeiten und Differentialformen): Untermannigfaltig-
keiten: Definition (in Termen von lokalen Diffeomorphismen), d&quivalente Definition
(in Termen von Niveaumengen), Beispiele, regulidre Werte einer Funktion, Satz iiber
den reguldren Wert, weitere Beispiele.

(4.7) Kap. 5, Fortsetzung: noch weitere Beispiele, der Tangentialraum an einem
Punkt, Beschreibung in Termen von lokalen Diffeomorphismen bzw. von Niveau-
mengen, Beispiele, differenzierbare (bzw. C*) Abbildungen zwischen Untermannig-
faltigkeiten.

(10.7) Kap. 5, Fortsetzung: Differentialabbildung (fiir differenzierbare Abbildungen
zwischen Untermannigfaltigkeiten), Beispiele, Rechenregeln (insbes. Produkt- und
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24.

25.

26.

Kettenregel), Charakterisierung von konstanten Abbildungen auf zusammenhéngen-
den Untermannigfaltigkeiten, lokale Extrema von Funktionen auf Untermannigfal-
tigkeiten, Reformulierung des Satzes iiber die Lagrange-Multiplikatoren; Differenti-
alformen: Linear- und Multilinearformen, alternierende Multilinearformen, Beispie-
le.

(11.7) Kap. 5, Fortsetzung: schiefsymmetrische Multilinearformen, duale Basis, du-
Beres Produkt zweier alternierender Multilinearformen, Eigenschaften des dufleren
Produkts, Beispiele, Darstellung einer alternierenden Multilinearform in einer Ba-
sis; Differentialformen auf einer offenen Teilmenge des R™: punktweise Darstellung,
dueres Produkt zweier Differentialformen, dufleres Differential, Eigenschaften da-
von, Beispiele.

(17.7) Kap. 5, Fortsetzung: geschlossene und exakte Formen, Bemerkungen und
Beispiele dazu, Poincaré-Lemma (jede geschlossene Form auf einer sternférmigen
offenen Teilmenge ist exakt), zuriickgezogene Formen, Zusammenhang mit duflerem
Produkt und &duflerem Differential; Differentialformen auf Untermannigfaltigkeiten:
Definition, Beispiele, dufleres Produkt zweier Differentialformen, zuriickgezogene
Differentialformen, dufleres Differential einer Differentialform, Zusammenhang zwi-
schen den; Ausdruck einer Differentialform bzw. eines Tangentialvektorfelds bzgl.
einer lokalen Karte der Untermannigfaltigkeit, Ausdruck des dufleren Produkts und
des dufleren Differentials bzgl. dieser.

(18.7) Kap. 5, Ende: orientierbare Untermannigfaltigkeiten, Orientierung einer Un-
termannigfaltigkeit, Volumenformen, Volumenformen und Orientierung; Integral ei-
ner Differentialform: Tréger einer Differentialform, Teilung der Eins, Definition des
Integrals einer kompakt getragenen stetigen Differentialform auf einer orientierten
Untermannigfaltigkeit, Untermannigfaltigkeiten mit Rand, induzierte Orientierung
auf dem Rand, Beispiele; Integralsitze: Satz von Stokes, Satz von Green, Gauf3’scher
Integralsatz, Rotationssatz.
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Kapitel 1

Kurven

1.1 Parametrisierung und Linge

1.1.1 Regulir parametrisierte Kurven

Definition 1.1 FEine parametrisierte Kurve in R™ (wobei n € N) ist eine Abbildung c :
I — R"™, wobei I C R ein Intervall ist.

Erinnerung: In den kanonischen Koordinaten des R™ kann eine Abbildung ¢ : I — R”
in der Form

Cl(t)
t— c(t) = :
cnl(t)
geschrieben werden, wobei ¢; : I — R eine reellwertige Funktion ist, fiir alle 1 < 5 < n.
Die ¢;’s heiflen Koordinatenfunktionen von c. Es gilt

e cist stetig <= ¢; ist stetig, V1 < j < n.
e c ist ableitbar bzw. C1, C* C* <= ¢; ist ableitbar, C', C*, C> V1 < j <n.
e cist stiickweise C1 (bzw. CF, C*) <= ¢; ist stiickweise C1 (bzw. C*, C*).

AuBerdem gilt: ist ¢ k-mal ableitbar (mit & > 1), so ldsst sich ihre k-te Ableitung in der
Form

) (t)

k)

schreiben, wobei cg- : I — R die k-te Ableitung von c¢; ist, fiir alle 1 < j < n.

Definition 1.2 Fine parametrisierte Kurve ¢ : I — R™ heif$t reguldr parametrisiert
g.d.w. sie stiickweisd| C' ist und ihre erste Ableitung ¢’ : I — R™ nirgends verschwindet.

Bemerkung 1.3 Ist ¢ : I — R" stiickweise C'! aber nicht C, so heifit “¢’ verschwindet
nirgends”: ¢/(t) # 0 fiir alle ¢, wo ¢ ableitbar ist, sowie ¢/(t7) # 0 und ¢/(¢*) # 0 an jedem
t, wo ¢ nur links- oder rechts-ableitbar ist.

'In der Vorlesung wurden lediglich C'' parametrisierte Kurven betrachtet.

13



14 KAPITEL 1. KURVEN

Bezeichnungen 1.4 Wir schreiben ¢ := ¢ sowie ¢ := .

Beispiele 1.5

1. Fiir n = 1 ist jede Funktion f : I — R eine parametrisierte Kurve und jede C!
Funktion f: 1 — R mit f'(t) # 0V t € I ist eine reguldr parametrisierte Kurve.

2. Sei n = 2. Die Abbildung
R2

c: R
t D+ tv,

—
—

wobei p,v € R?| ist eine C* parametrisierte Kurve. Wegen ¢(t) = v V t € R gilt: ¢
ist genau dann regulér parametrisiert, wenn v # 0 gilt.

3. Sei n = 2. Die Abbildung

R2
cos(t
(singt)))

ist eine reguldr parametrisierte Kurve, denn: ¢ ist C* und es gilt ¢(t)
R, insbesondere ¢(t) # 0 fur alle t € R.

c: R
t

L

Cos

(*Sin((g) Vite

3’. Fiir n = 2 ist die Abbildung

RQ

d: R
! (i)

[

ebenfalls eine C*° regulédr parametrisierte Kurve.

4. Firn=2istc: R— R? t — (g), zwar eine C'*° parametrisierte Kurve, ist aber
wegen ¢(0) = 0 keine reguléar parametrisierte Kurve.

Definition 1.6 Seien ¢ : [ — R" und d : J — R" regulir parametrisierte Kurven.
Man sagt, dass d eine Umparametrisierung von c ist g.d.w. ein C* Diffeomorphismus
p:J — I existiert mit d = co .

Erinnerung: Eine Abbildung ¢ : J — I heifit C*° Diffeomorphismus g.d.w.:
o ist C,
e ¢ ist bijektiv,
e Die Umkehrabbildung ¢! : I — J von ¢ ist ebenfalls C*°.

Beispiel 1.7 Sein =2, I := J := R und ¢, d wie in den Beispielen 1.5.3 und 1.5.3’ oben.
Dann ist d eine Umparamatrisierung von c.

Definition 1.8 Zwei requldr parametrisierte Kurven heiffen genau dann aquivalent, wenn
die eine eine Umparametrisierung der anderen ist.
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Ubungsaufgabe: Uberpriife, dass dies eine Aquivalenzrelation auf der Menge der regulir
parametrisierten Kurven definiert.

VON HIER AUS BETRACHTEN WIR NUR C* REGULAR PARAMETRISIERTE
KURVEN.

Bezeichnungen 1.9

® M,xn(R) := Menge der m x n reellen Matrizen

e (-,-) := kanonisches euklidisches Skalarprodukt im R", d.h. (z,y) = lejyj fiir
j:

I Y1
alle x = : Y = : e R™

e |-| := kanonische euklidische Norm im R™: |z| := \/(z,z) = 231 x5 fir alle z € R™.
\/ /=

Proposition 1.10 (Rechenregeln fiir Kurven) Seien ¢,d : I — R™ regulir parame-
trisierte Kurven, ¢ : I — R eine C*° Funktion, A : [ — M, ,(R) eine C* Abbildung.
Dann gilt:

(i) (Produktregel 1) pc = ¢'c + pc.
{c

(ii) (Produktregel 2) (¢,d)" = (¢, d) + (¢, d).

(7ii) (Kettenregel 1) cggb = (¢o) - fir eine C>* Funktion ¢ : J — I (J C R
Intervall).

(iv) (Kettenregel A= et A

Beweis: In der Zentraliibung. 0

1.1.2 Orientierung einer Kurve

Definition 1.11 Zwe: dquivalente requldr parametrisierte Kurven ¢ : I — R™ und d :
J — R"™ besitzen dieselbe Orientierung <= 3 C*°-Diffeomorphismus p : J — I
mit ¢’ > 0 und co o = d. Ist dies nicht der Fall, so sagt man, dass d die umgekehrte
Orientierung von c¢ hat.

Beispiele 1.12

e Die regulir parametrisierten Kurven ¢ : R — R2, ¢ — (Cos(t))) und d : R — R?,

sin(t
cos(2t)

sin(2 t)), sind dquivalent und besitzen dieselbe Orientierung.

t— (
e Die reguldr parametrisierten Kurven ¢ von oben und ¢ : R — R?, t — (7‘;‘:58))),
sind dquivalent, besitzen aber nicht dieselbe Orientierung.

2Sie kann auch als Produktregel gesehen werden.
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1.1.3 Léinge und Bogenlinge

Definition 1.13 Das Geschwindigkeitsvektorfeld einer requldr parametrisierten Kurve
c: I — R"™ ist die Abbildung
¢: I — R".

Definition 1.14 Die Linge einer requlir parametrisierten Kurve ¢ : I — R™ ist L|c] :=

J;1é(s)|ds.

Proposition 1.15 Sind ¢ und d dquivalente Kurven, so haben sie dieselbe Linge.

Beweis: In der Zentraliibung. 0

Beispiele 1.16

1. Ist ¢ : I — R™ regulér parametrisiert mit |¢(s)] =1V s € I, so gilt L[c] = [, 1ds =
|I|: die Lange der Kurve stimmt mit der Lange des Intervalls tiberein.
2. Firc:R—R* t— p+tv (mit p € R? und v € R?\ {0}) und a < b in R gilt:
b
Llcjay] = [, [vlds = (b—a) - |v].

3. Fiir ¢: [0,27] — R, £ — (Sf), gilt:

Ll = /OZW | (‘:;:éj;) |ds = /027r ds = 2.

3. Fiir ¢: [0,27] — R%, t —> (Cos(gz))), gilt:

sin(

o= | K \2(—5525223) as=2 T s —am.

Definition 1.17 FEine reguldr parametrisierte Kurve ¢ : I — R™ heiffit nach Bogenlange

parametrisiert ¢.d.w.
|é(s)] =1

fiir alle s € I gilt.

Die Benennung kommt daher, dass im Falle 0 € I gilt:
L[C|[0,t}] =t Vit>0,tel.
“Die Lénge wird durch den Parameter gegeben”.

Proposition 1.18 Sei ¢ : [ — R"™ eine requlir parametrisierte Kurve und ty € I be-
liebig. Dann ist c o ¢ eine nach Bogenlinge Umparametrisierung von c, wobet ¢ die Um-
kehrabbildung von v : I — R, t — fti |¢(s)|ds, ist. Aufserdem unterscheiden sich zwei
Umparametrisierungen nach Bogenldnge von ¢ durch eine affine Parametertransformation
der Form t — £t +r fiir einr € R: ist ¢ : I' — R™ eine weitere Umparametrisierung
nach Bogenlinge von ¢, so gibt es ein eindeutiges r € R s.d. entweder ¢(t) = (cop)(t+7)
Vitel oderc(t)= (cop)(—t+r)Vtel gil.
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Beweis: Die Abbildung v ist eine (C*°) Abbildung mit ¢'(t) = |é(t)| > 0V t € I, insbe-
sondere ist ¥ ein C'*° Diffeomorphismus auf sein Bild J := ¢(I), welches notwendigerweise
ein Intervall ist (Mittelwertsatz). Fiir d := co ¢ = co ™! gilt dann V ¢ € J:

dity=cop(t) = &(t) () mite'(t) = ()'(t) = gty
— Ue®)
o lele®)I?
insbesondere |d(t) |EEZ ‘| 1Vt e J. Somit ist d = ¢ o ¢ eine Umparametrisie-

rung nach Bogenlange von c. Ist ¢ : I’ — R™ eine weitere Umparametrisierung nach
Bogenlénge von ¢, so ist ¢ auch Umparametrisierung nach Bogenlédnge von d. Schreibe
¢ =doy, wobei x : I' — J ein Diffeomorphismus ist. Aus

L= [&(t)] = 1d(x (1) - X' (0)] = |d0x())] ¥ (2)]

(fir alle t € I") folgt |X/(t)] = 1V t € I’ und somit entweder x' = 1 auf I’ oder x' = —1
auf I'. O

1.1.4 Integral einer Funktion entlang einer Kurve

Definition 1.19 Sei ¢ : I — R" requlir parametrisierte Kurve und f : ¢(I) — R¥
eine Abbildung, wobei k € N und I ein abgeschlossenes, beschrinktes Intervall ist. Ange-
nommen, foc:I — R¥ sei stetig. Dann ist das Integral von f entlang ¢ definiert als

[ f= [, foc(s)-|é(s)|ds € RF.

91(t)
Erinnerung: Fiir eine stetige Abbildung g : I — Rk, g(t) = : (wobei g; :
9 (t)
[ g1(s)ds
I — Rist [g(s)ds:= :
! 7 ge(s)ds
Lemma 1.20 Ist d eine Umparametrisierung von c, so qilt
1]
d c
fiir alle Funktionen f : c(I) — R* s.d. f o c stetig ist.
Beweis: In der Zentraliibung. 0

Proposition 1.21 Sei ¢ : [a,b] — R"™ eine requlir parametrisierte Kurve mit a < b in
R. Sei f: c(I) — R¥ eine Abbildung mit f o c: [a,b] — R* stetig. Dann gilt:

[ 1< [ 101 Gmas 17 o (o)) - Ll

tela,b]
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Beweis: Fiir die 1. Ungleichung brauchen wir folgende
Behauptung: Ist g : [a,b] — R* stetig, so gilt

\/abg(s)dsl < /ab|g(s)|ds.

Beweis der Behauptung: Setze v := fabg(s)ds. Dann gilt
‘fabg(s)(ks‘2 = fgsds fbgsds
= f g(s)ds,v)

Wegen der Linearitédt des Integrals gilt

(/abg(s)dé‘,w> = /ab(g(s),w)ds vV w e RF.

Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

/ (9(s), w)ds < / 9()| - [wlds ¥ we R,

insbesondere | f; g(s)ds‘2 < ff lg(s)]-|v|ds = (ff ]g(s)]ds) | ffg(s)d5|. Ist ffg(s)ds =0,
so gilt offensichtlich die gesuchte Ungleichung. Sonst folgt aus der letzten Ungleichung
oben: {ffg(s)ds{ < fab lg(s)|ds, w.z.b.w. Vv

Aus der Behauptung folgt

I/f! = \/abfoc<s> |é(s)lds| < /ab\foc(S)I - |é(s)lds DEF/m.

AuBlerdem gilt
JIfL = [)1foc(s)]-[é(s)lds

< L (max((f o c(t)])) - é(s)lds
= max|foc(t)] - [, |é(s)lds

- trg[agglfoc( )| Lld.

1.2 Kriimmung ebener Kurven

1.2.1 Definition

Definition 1.22 Sei ¢ eine (C?) regulir parametrisierte Kurve im R?, ¢ : [ — R2. Die
Kriimmung von c ist die Abbildung

k:I — R
t o m(t) = IR
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Beachte, dass k wohldefiniert (wegen ¢(t) # 0V ¢t € I) und C* ist, falls ¢ C* ist.

Beispiele 1.23

1. Seic: I — R? t — p+tv, wobei (p,v) € R? x (R*\ {0}). Wegen ¢ = 0 auf I gilt
k= 0.
2. Seic:R—R? ¢t — (Cf’s((g). Wegen ¢é(t) = (7Sin(t)) und é(t) = (Z COS(t)) gilt

sin cos(t) — sin(t)

det (— sin(t) —Cos(t))

cos(t) —sin(t)
—sin(t)) |3
’ ( cosEt%) ‘
+sin®(t) + cos?(t)
1

k(t) =

=1
fiir alle t € R.
3. Sei allgemeiner ¢ : R — R, t — p+1 - (ij((g), wobei p € R? und r €]0, oo[ (das
Bild von c ist der Kreis von Radius r um p). Dann ist () = 2 V ¢ € R.
Proposition 1.24 Ist ¢ = c o ¢ eine Umparametrisierung mit derselben Orientierung
einer requlir parametrisierten Kurve im R?, so gilt fiir die Kriimmung & von é bzw. Kk von
c:
K= HKop.

Beweis: In der Zentraliibung. O

Bemerkung 1.25 Hat ¢ = ¢ o ¢ die umgekehrte Orientierung von ¢ (d.h., ¢’ < 0), so
gilt K = —kog.

1.2.2 Frenet-Gleichungen

Definition 1.26 Seic: I — R? eine regulir parametrisierte Kurve. Das Normalenfeld
zu ¢ ist die Abbildung
n:l — R?

t— (1) |§§§§|

Satz 1.27 (Frenet-Gleichungen) Sei ¢ : I — R? eine nach Bogenlinge parame-
trisierte Kurve. Sei n das Normalenfeld zu ¢ und x die Krimmung von c. Dann gilt

{ c - m , d.h. in Kurzform: (2), = (0”‘) . (C)

n = —KC —k 0 n

Beweis: Zu bemerken ist zuerst, dass fir jedes t € I das Paar (¢é(t),n(t)) eine positiv-
orientierte Orthonormalbasis (ONB) des R? bildet: |¢(t)] = |n(¢)] = 1, (¢(t),n(t)) = 0
und det(¢(t),n(t)) = 1 > 0. Nun leiten wir die Identitét |¢|*> = 1 nach ¢ ab: fiir jedes t € [
gilt

0= (|¢]*)(t) = 2(e(t), ¢(t)) (Produktregel 2),
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D, (1), &(t))

d.h., { =0V tel Da/(c(t),n(t)) eine ONB des R? ist, existiert (fiir jedes t) ein
f(t) € Rmit é(t) =

f(t) - n(t). Somit gilt

_ det(e(). (1)) _ det(é(t), S(tn(t)
EOLE 1

d.h., é = kn auf I. Dies zeigt die erste Gleichung. Fiir die zweite zerlege man n(t) in der

ONB (&(t), n(t)):
n(t) = ((t), ¢(t))c(t) + ((t), n(t))n(t).

k(1) = f(1),

Wegen 0 = (|n]?)'(t) = 2(n(t),n(t)) gilt (n(t),n(t)) = 0. AuBerdem gilt wegen (n, ¢) = 0:
0 = ((n,6)()
= (n(1),¢(t)) + (n(t), (1))
= (), ¢(t)) + k() {n(t), n(?)),
—_—

insbesondere (n(t), é(t)) = —k(t). Es folgt n(t) = —k(t)é(t) und die zweite Gleichung. [

Bemerkung 1.28 Insbesondere impliziert dieser Satz, dass — fiir nach Bogenlénge para-
metrisierte ¢ : I — R? — die Kriimmung von ¢ die ,,Beschleunigung® von ¢ beschreibt: es
gilt é(t) = k(t)n(t) und ¢ : I — R? ist das Beschleunigungsvektorfeld von c. Ist x(t) > 0
fiir ein ¢ € I, so biegt das ,, Teilchen“ ¢(t) nach links; ist x(¢) < 0 fiir ein ¢ € I, so biegt
das Teilchen ¢(t) nach rechts; ist x(¢) = 0, so weifl man a priori nicht, in welche Richtung
c(t) biegt!

1.2.3 Der Hauptsatz der Theorie der ebenen Kurven

Einschub iiber euklidische Bewegungen:

e Eine euklidische Bewegung im R? ist eine Abbildung F' : R> — R? der Form F(z) =
A-x+a, wobei a € R? und A € Myy»(R) entweder der Form A = (COS(G) _Sm(e))

sin(f)  cos(0)
oder der Form A = (‘;‘l’z((g)) —CSOIS((GQ))) ist fiir ein 6 € R.

e Beispiele:

1. F(z) =A-zmit A = (sclfls((;))) _iions((?)) V x € R?. Die Abbildung F' ist die Drehung

um den Winkel § € R um den Punkt 0 € R2.

2. F(z) = (é )2V e R?(Aist vom 2. Typ mit § = 0). Dann ist F die

orthogonale Spiegelung an der xz-Achse.
3. F(z) =z + a fiir alle z € R? (d.h., A = I: wihle § = 0 fiir A vom 1. Typ).
Dann ist F' die Verschiebung (oder Translation) um den Vektor a € R

e Satz: Die euklidischen Bewegungen im R? sind genau die sogenannten Isometrien
des R?, d.h. die abstandserhaltenden Abbildungen F : R*> — R? (wobei ,,abstand-
serhaltend” bedeutet, dass |F(z) — F(y)| = |z — y| V 2,y € R? gilt).

e Eine euklidische Bewegung im R? heifit genau dann orientierungserhaltend, wenn

sie der Form F(z) = Az + a ist (a € R?), wobei A nur vom 1. Typ ist (A =

(Snte) ~eone))-
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Satz 1.29 (Hauptsatz der Theorie der ebenen Kurven) Sei I C R ein Intervall
und f : I — R eine C*° Funktion. Dann existiert eine nach Bogenlinge parametrisierte
Kurve ¢ : I — R? mit Krimmung k = f. Diese Kurve ist bis auf Dahinterschaltung
von orientierungserhaltenden euklidischen Bewegungen eindeutig: ist ¢ : I — R? eine
weitere nach Bogenldnge parametrisierte Kurve mit Kriimmung k = f, so existiert eine
eindeutige orientierungserhaltende euklidische Bewegung F im R? so, dass ¢ = F o c gilt.

Beweisskizze:
Existenz: Fixiere ty € I und betrachte die Abbildung

c: I — R?

fio cos ft du)ds>

t —
(fto sm(ft f(u)du)ds

Dann ist ¢ eine C'™° parametrisierte Kurve mit

o) = (C"S(fto d“))( = le(t)| =1Vtel)

sm(f f(u)du)
£t = fE) Cj;“}f o)
= £ () o).

Daraus folgt k(t) = f(t) Vt € I. Somit ist die Existenz bewiesen.

Eindeutigkeit:

e Behauptung 1: Es gibt ein eindeutiges A € Msy2(R) der Form A = (sclis((:)) _iions((%)))

und ein eindeutiges a € R? mit:

{A~c(0)—i—a = &(0)
A-¢0) = 0).

Beweisidee: [Bild: die Vektoren ¢(0) und ¢(0) haben beide Norm 1 und bilden einen
Winkel § € R] ~» A = (;?15((90)) ilons(e)) erfilllt A - ¢(0) = ¢(0). Setze dann a :=
¢(0) — A - ¢(0).

e Behauptung 2: Es gilt F'oc=¢ (fiir F(z) := Az +a, V x € R?).
Beweisskizze: Beweise zuerst kpo. = f (nachrechnen). Dies impliziert, dass F oc die-

selben Frenet-Gleichungen 16st wie ¢. Nach Konstruktion von F gilt aber Fo c(0) =
¢(0) sowie npoc(0) = n:(0) (A ist orientierungserhaltend). Aus dem Satz von Picard-

Lindelof (Satz ) folgt dann Foc= & wegen F o c(0) = &(0) folgt auch Foc = ¢.
0
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Kapitel 2

Differenzierbare Abbildungen in
mehreren Veranderlichen

2.1 Metrische Raume

2.1.1 Metrik

Definition 2.1 Sei X eine Menge. Fine Metrik auf X ist eine Abbildung d : X x X —
[0, oo mit:

i) d(z,y) =0<=z =y (,d trennt die Punkte*)
ii) d(x,y) = d(y,x) (d ist symmetrisch)
iii) d(z,z) < d(x,y) + d(y, z) (d erfillt die Dreiecksungleichung)
fir alle x,y,z € X.

Definition 2.2 FEin metrischer Raum ist ein Paar (X,d), wobei X eine Menge und d
eine Metrik auf X ist.

Beispiele 2.3

1. Sei X :=R*und d: RxR — R, (z,y) — |z — y|, wobei | -| der Betrag ist. Dann
ist (X, d) ein metrischer Raum.

2. Allgemeiner sei X := R" und d : R" x R" — R, (z,y) — |z — y|, wobei | - | die
euklidische Norm bezeichnet. Dann ist (X, d) ein metrischer Raum. Diese Metrik d
heifit die Standardmetrik vom R".

3. Jede nichtleere Menge X besitzt eine Metrik: die Abbildung

d%: X x X — [0,00]

(2,y) —> 0 fallsx=y
Y 1 falls x # vy,

definiert eine Metrik auf X. Diese Metrik heifit die grobe Metrik auf X.

4. Ist (X, d) ein metrischer Raum und Y C X eine beliebige Teilmenge, so ist (Y, d),, ., )
wieder ein metrischer Raum.

23
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Definition 2.4 Sei (X,d) ein metrischer Raum, v € X ein Punkt und r € [0,00[ eine
nichtnegative Zahl.

i) Der offene Ball vom Radius r um x (kurz: der offene r-Ball um x) ist definiert als

B.(z) :={y € X |d(x,y) <r}.

ii) Der abgeschlossene Ball vom Radius r um = (kurz: der abgeschlossene r-Ball um x

ist definiert als -
By(z) :={y € X[d(x,y) <r}.

Beispiele 2.5

1. Fir X := R, d(z,y) :== |z —y| ist B.(z) = {y € R| |z —y| < r}, dh. B.(x) =
Jt —r,z+r[und B,(z) =[x —r,z +7].

2. Fiir X :=R", d(z,y) = |z —y| ist B,(z) = {y € R"| |z —y| < r} bzw. B,(z) =
{y € R"| |[x—y| < r} der ,iibliche* offene bzw. abgeschlossene r-Ball um z. Z.B. fur
n = 2 ist B,(z) die ,offene“ Kreisscheibe vom Radius  um = (ohne den Randkreis
{y € R?||z — y| = 7}) und B,(z) die ,abgeschlossene“ Kreisscheibe vom Radius r
um z (mit dem Randkreis).

3. Ist Y C X eine Teilmenge, wobei (X, d) ein metrischer Raum ist, so ist fiir jedes
r € Y und jedes r > O:

BY(z) :={y €Y |d(z,y)<r} =B (z)NY

—X

sowie Ef(aj) =B, (r)NY.

Definition 2.6 Sei (X, d) ein metrischer Raum.

i) Seixz € X. Fine Teilmenge U von X heifit Umgebung von = in X g.d.w. einr >0
existiert mit B,(x) C U.

ii) Eine Teilmenge U von X heif$t genau dann offen in X, wenn sie eine Umgebung
jedes ihrer Punkte ist, d.h. ¥ x € U, 3r > 0 mit B,(x) C U.

iii) Fine Teilmenge A von X heifit genau dann abgeschlossen in X, wenn A°:= X \ A
(Komplement von A in X ) offen in X ist.

Beispiele 2.7
1. Jedes offene Intervall ist offen in R.

2. Allgemeiner ist jeder offene Ball eines metrischen Raumes offen in X (in der Zen-
traliitbung).

3. Jeder abgeschlossene Ball eines metrischen Raumes X ist abgeschlossen in X (in
der Zentraliibung).

3. Das Intervall [0, 1] ist weder offen noch abgeschlossen in R (mit der Standardmetrik).

4. Ist Y C X eine Teilmenge eines metrischen Raumes X, so gilt:
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e UC X offenin X = UNY offenin Y,
e A C X abgeschlossen in X = ANY abgeschlossen in Y.

Proposition 2.8 Sei (X,d) ein metrischer Raum.
i) @ und X sind offen und abgeschlossen in X .
ii) Ist (U;)ier eine beliebige Familie offener Teilmengen von X, so ist \J U; (ihre Ver-

el
einigung) wieder offen in X.

k
iii) Ist (U;)1<i<k eine endliche Familie offener Teilmengen von X, so ist (| U; (ihr

i=1
Durchschnitt) wieder offen in X.

Beweis: In der Zentraliibung. O

Definition 2.9 Sei (X, d) ein metrischer Raum und Y C X eine Teilmenge.

i) Das Innere von Y in X ist die Menge
Yi={yeY|3Ir>0sd BX(y) CY}

ii) Der Abschluss von Y in X ist die Menge

Y ={yeX|Vr>0BXy)nY #a}.

iii) Der Rand von Y in X ist die Menge OY =Y\ 10/

Beispiele 2.10
1. Fir X := R mit der Standardmetrik und Y :=|a, b[ oder [a, b[ oder ]a,b] oder [a, D]
(mit a < b reell) gilt: Y=]a,b], Y = [a,b] und Y = {a, b}.

2. Allgemeiner sei X := R” und Y := B,(x) oder B,(z) fiir ein # € X und ein r > 0.
Dann ist Y= B,(z), Y = B,(z) und Y = S,(z) := {y € R"| |x —y| = r} (r-Sphire

um z in R").
3. Nach Definition gilt o=@ = F sowie X=X = X, fiir jeden metrischen Raum X.

Proposition 2.11 Sei (X,d) ein metrischer Raum und Y C X eine Teilmenge von X.
Dann gilt:

i) Das Innere von 'Y in X ist die grifite Teilmenge von X, die in'Y enthalten 15t: YC

Y, Y ist offen in X und ¥V U C X offen m XmitUCY gqilt U C Y Insbesondere
ist' Y selbst genau dann offen in X, wenn Y Y gilt.
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ii) Der Abs@luss von Y in X ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die Y
enthdlt: Y DY, Y st abgeschlossen in X und VA C X abgeschlossen in X mit
Y C A qilt Y C A. Insbesondere ist Y selbst genau dann abgeschlossen in X, wenn
Y =Y yilt.

iii) Der Rand von'Y ist abgeschlossen in X.

Beweis: In der Zentralitbung oder in den Ubungen. 0

Bemerkungen 2.12

1. Die Begriffe Inneres, Abschluss und Rand hidngen vom Raum X ab: ist z.B. Y =
[0,1] € X =R, so gilt bzgl. der Standardmetrik d : (z,y) — | —y|: Y=]0,1] in X

aber Y=Y in Y! Insbesondere muss darauf geachtet werden, bzgl. welcher Menge

das Innere (oder der Abschluss, der Rand) betrachtet wird. In diesem Beispiel miisste
0, X oY
man somit verschiedene Bezeichnungen, z.B. Y bzw. Y, verwenden.

2. Diese Begriffe hingen auch von der Metrik d ab. Z.B. gilt fiir d = d“ aus Beispiel

.3 und jedes v € X: Bi(z) = {2}, Bi(¥) = X und B; (z) = X, B(z) = {z}. Ist
X =R"und d : (z,y) — |z — y| die Standardmetrik, so gilt aber By(z) # {x}.
Auch in diesem Beispiel miisste man die Metrik in die Bezeichnung B, (z) einbinden.
In den meisten Fallen wird die Metrik aber fixiert, deshalb lassen wir das Symbol
»d “weg fiir die Bélle.

o

—~

3. Es gilt aber stets B,(z) C B,.(x) sowie B.(r) C B,(x) (in den Ubungen oder in der
Zentraliibung).

Proposition 2.13 Seien (X, dx), (Y,dy) metrische Riume. Dann definiert
d: (X xY)x (X xY) — [0,00]
(r1,11), (T2,92)) +— max(dx(z1,T2), dy (y1,%2))
eine Metrik auf X x Y. Sie heifit die Produktmetrik von dx und dy .

Beweis: In der Zentraliibung oder in den Ubungen. OJ

2.1.2 Konvergente Folgen

Definition 2.14 Sei (X,d) ein metrischer Raum und (x,)nen eine Folge aus X (x, € X

VneN) Seiz e X. Wir sagen, die Folge (x,)nen konvergiert (in X ) gegen T g.d.w.

d(xz,,T) — 0, d.h. Ve >0, 3 N €N s.d VYn> N, d(z,,T) < e. In diesem Fall heifit T
n—oo

Grenzwert der Folge (x,,)nen. Wir schreiben x,, — T oder T = lim .
n—oo n—oo

Bemerkung 2.15 Existiert ein Grenzwert fiir die Folge (z,)nen aus X, so ist dieser

Grenzwert eindeutig: gelten nédmlich d(x,,T) — 0 und d(z,,7') — 0, so gilt nach der
n—oo n—oo

Dreiecksungleichung: d(7,7") < d(7, x,,) + d(z,,T') = d(z,, T) + d(x,,7’) fir alle n € N.
Lésst man n — 0o, so bekommt man 0 < d(Z,7') < lim (d(z,,T) + d(z,,T')) = 0, insbes.
n—oo

d(z,7') = 0. Aus der Definition einer Metrik folgt dann 7 = 7'.
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Proposition 2.16 Sei (X, d) ein metrischer Raum, Y C X eine Teilmenge und gy € X.
Dann gilt: y € Y <= 3 Folge (yn)nen aus Y mit y, — 7.

n—oo
Bewezis:

“=7 Gilt 7 € Y, so betrachte fiir jedes n € N, n > 1, den Durchschnitt BY () NY’; wegen
7 € Y existiert (mindestens) ein y, € B¥(y) NY. Per Konstruktionnbekommen wir
eine Folge (yn)neny aus Y mit d(y,,7) < % Vn > 1, insbesondere d(y,,7) — 0.
Somit gilt y, — 7.

“<” Sei umgekehrt 7 € X so, dass eine Folge (y,)nen aus Y existiert mit y, — 3. Sei

n—oo
r > 0. Dann existiert (mindestens) ein n € N, n > 1, mit d(y,,y) < r, also ein

Yn € B () NY. Insbesondere ist B¥ (7) NY # @. Dies gilt fiir alle r > 0, somit ist
yey. 0J

2.1.3 Stetige Abbildungen

Definition 2.17 Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riaume und f : X — Y eine
Abbildunyg.

i) f heifit stetig in einem Punkt x € X g.d.w. fir jede Folge (x,)nen aus X mit
T, — x gilt f(x,) — f(x).
n—oo n—oo

ii) f heifft stetig auf X g.d.w. f ist stetig in jedem v € X.

Proposition 2.18 Sei f : X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen und
x € X. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

i) f ist stetig in x.
i) ¥r>0,36>0s.d f(Bf(x)) CBY(f(x)).

iii) VV CY Umgebung von f(x) inY, die Teilmenge f~(V) C X ist eine Umgebung
von z in X.

Beweis!]
“1) = i1)”: Angenommen f sei stetig in z. Sei r > 0. Géibe es kein § > 0 s.d. f(B; (z)) C
BY (f(x)), so betrachte insbesondere die Familie (6, = 2),>1; wegen f(B;. (z)) ¢ BX(f(x))
existiert @, € By (x) mit f(xz,) & BY (f(x)), fiir jedes n € N, n > 1. Wegen 6,, — 0 gilt
n—oo
T, — x; wegen f(z,) & BX(f(z)) gilt dy(f(z,), f(x)) > r > 0Vn > 1, insbesondere
n—oo
f(z,) -» f(x), Widerspruch zur Stetigkeit von f in x. Daraus folgt, dass ein solches
n—oo

0 > 0 existiert.

“11) = i11)”: Angenommen, Vr > 0, 3§ > 0 s.d. f(Bf(x)) C BY (f(z)). Sei V C Y eine
beliebige Umgebung von f(z) in Y. Nach Definition existiert ein r > 0s.d. BY (f(x)) C V.
Nach Voraussetzung existiert ein § > 0 s.d. f(B(z)) C BY (f(x)); insbesondere gilt

V) o B (f(2) D fTHS(BR () D By (x),

'Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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was zeigt, dass f~1 (V) eine Umgebung von z in X ist.
“iii) = 1)”: Angenommen, f~!(V) ist eine Umgebung von z in X fiir jede Umgebung V
von f(x) in Y. Sei (z,)nen eine beliebige Folge aus X mit z,, — . Sei r > 0 beliebig.

n—o0
Da BY (f(x)) eine Umgebung von f(z) in Y ist, muss f~1(BY (f(z))) eine Umgebung von
z in X sein, d.h., 3§ > 0 s.d. Bf(z) € f~4B) (f(x))). Wegen z, — x existiert ein

)
N € N mit z,, € Bf () fiir alle n > N; wegen f(B(z)) C f(f~ (Bf(f( )))CBB,/(f( ))
gilt dann f(z,) € BY (f(z)) Yn > N, d.h., dy(f(x,), f(z)) < r ¥n > N. Dies zeigt:

Flan) — f) .

Proposition 2.19 Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

i) f ist stetig auf X.
i) VU CY offen inY, die Teilmenge f~1(U) C X ist offen in X.
iii) VA CY abgeschlossen in'Y, die Teilmenge f~'(A) C X ist abgeschlossen in X.

Beweis Pl

“1) = 11)”: Angenommen, [ sei stetig auf X. Sei U C Y offen in Y und sei z € f~1(U)
beliebig. Da U offen ist, ist U insbesondere eine Umgebung von f(z) € U. Aus Proposition
folgt, dass dann f~'(U) eine Umgebung von z in X ist. Insgesamt ist f~'(U) eine
Umgebung jedes seiner Punkte, d.h., f~1(U) ist offen in X.

“41) = ii1)”: Angenommen, f~!(U) sei offen fiir jede offene Teilmenge U von Y. Sei A C YV
abgeschlossen, dann ist f~' (Y \ A) = X \ f7'(A) offen in X, da Y \ A offen in Y ist.
Somit ist f~!(A) abgeschlossen in X.

“fi1) = 1)”: Angenommen, f1(A) sei abgeschlossen fiir jede abgeschlossene Teilmenge
Avon Y. Seiz € X und V C Y eine Umgebung von f(z) in Y, dann existiert ein
r > 0 mit BY(f(x)) C V. DaY \ BY(f(z)) abgeschlossen ist, ist f~1(Y \ BY (f(z))) =
X\ f7YBY (f(z))) abgeschlossen in X, d.h., f~Y(BY(f(x))) ist offen in X. Wegen x €
JYUBY (f(z))) ist dann f~Y(BY(f(x))) eine Umgebung von z in X, somit ist f~1(V)
auch eine Umgebung von = in X. O

Proposition 2.20 Seien f: X — Y und g : Y — Z Abbildungen zwischen metrischen
Raumen und x € X ein Punkt. Ist f stetig in x und g stetig in f(x), so ist go f stetig in
x.

Beweisy| Sei (x,,)nen eine Folge aus X mit z, — 7, dann gilt f(z,) — f(x) (f ist
n—oo
stetig in «) und somit g(f(z,)) — g(f(x)) (g 1st stetlg in f(x)). O
n—oo

Beispiele 2.21

1. Die Abbildung f : R? — R, (z,y) — xy, ist stetig auf R? (wobei R? die Stan-
dardmetrik triigt). Denn: konvergiert eine Folge ((,, yn))nen gegen ein (z,y) € R?
so gelten x,, — x und y,, — y, insbesondere x,y, — xy.

n—oo n—oo n—oo

?Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
3Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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2. Sind (X, dx) und (Y, dy) metrische Raume, so sind die Projektionen

My : X xY — X
(r,y) — =

und
Iy : X xY — Y

(z,y) — y

stetig. Denn analog gilt: konvergiert eine Folge ((2,, yn))nen aus X X Y gegen ein
(x,y) € X xY, so gelten z, 2 sowie Yy, —2 Y (Beweis in der Zentraliibung

oder in den Ubungen).

3. 91 f: X — Y xZ, x+— (fy(z), fz(z)), eine Abbildung, wobei fy : X — Y,
fz + X — Z Abbildungen und X,Y,Z metrische Rdume sind. Dann gilt: ist f
ist stetig in einem Punkt z € X, so sind fy und f; stetig in = (Beweis in der
Zentraliibung oder in den Ubungen).

4. Ist f : X x Y — Z eine stetige Abbildung, so sind, fiir jedes xq € X und jedes
Yo € Y die sogenannten partiellen Abbildungen

X — Z
r = f(%yo)

und
Y A

—>
y — f(xo,y)

stetig. Die Umkehrung gilt aber i.A. nicht! Siehe néchstes Beispiel.
5. Die Abbildung

/R — R
oy falls (z,y) # (0,0)
(z,y) — {o falls (z,y) = (0,0)

ist wohldefiniert, ist stetig auf R? \ {0} (argumentiere mit Folgen), ist aber nicht

stetig in 0(= (0,0)), denn: die Folge (X,, := ( ))n>1 konvergiert gegen 0 in R?

(wegen £ — 0), aber f(X,) =3 - 0. Bemerke dass fiir jedes (z9,y0) € R? die
n—oo

2 n—oo

Abbildungen R — R, x — f(z,yo) sowie R — R, y — f(x0,y), stetig sind!

6. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann ist d : X x X — [0, 00| stetig, wobei X x X
die Produktmetrik trégt, denn: konvergiert eine Folge (X, = (Tn,Yn))nen gegen
ein X = (7,7) € X x X, so gilt (per Definition) dx«x ((zn,yn), (Z,7)) — 0,

n—oo
insbesondere x,, — T und ¥, — 7. Daraus folgt

n—oo n—

|d(@n, yn) = d(T, )| < |d(2n, yn) — d(T, ya)| + [d(@, yn) — d(7,7)]
(Dreiecksungleichung)
< d(z,T) + d(yn,y) — 0.
n—oo

Somit gilt d(zp,y,) — d(T,7).
n—oo
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2.1.4 Kompakte metrische Raume

Definition 2.22 Fin metrischer Raum (X, d) heifit genauw dann kompakt, wenn jede Fol-
ge aus X eine konvergente Teilfolge besitzt, d.h. ¥ (x,)neny mit x, € X, 3o : N— N

(monoton wachsend) und ein x € X mit xy4,) — .

Beispiele 2.23

1. Jeder endliche metrische Raum (X, d) ist kompakt. Dabei beachte man, dass @ per
Konvention kompakt ist.

2. Der Raum R mit der Standardmetrik ist nicht kompakt. Denn: betrachte z.B. die
Folge (x, := m)nen, dann ist jede Teilfolge von (x,)nen streng monoton wach-
send und unbeschrankt: fiir jede monoton wachsende Abbildung ¢ : N — N gilt

Tp(n) —+ OC. Insbesondere besitzt (z,),en keine konvergente Teilfolge.

3. Allgemeiner ist R™ mit der Standardmetrik nicht kompakt.

Proposition 2.24 (Beschrianktheit) Ist (X,d) ein kompakter metrischer Raum, so ist
(X, d) beschrankt, d.h., sup (d(x,y)) < co.

z,yeX

Beweisfl| Angenommen, (X, d) wére nicht beschréinkt. Dann géibe es Folgen (,)nen und
(Yn)nen aus X mit d(z,, yn) — oo Da (X,d) kompakt ist, existiert eine Teilfolge
(Zp(n)Jnen Vo (2,), und ein T € X mit x,0, — T wiederum wegen (X, d) kom-
pakt existiert eine Teilfolge (Ypou(n))nen VOR (Yp(n))nen und ein 7 € X mit Ypop(n) —_ 7.
Bemerke, dass auch oy n) — T gilt, da (Ty(n))nen bereits gegen T konvergiert. Daraus

folgt, dass die Folge (Zyop(n)s Yoy (n) Jnen auis X x X gegen ( overlinex,7) konvergiert, wo-

bei X x X die Produktmetrik trdgt. Da die Metrik stetig auf X x X ist (Beispiel [2.21/6),

folgt d(xpop(n)s Ypou(n)) — d(T,7y) < oo, Widerspruch zu d(Zpoy(n); Ypow(n)) —> 00. So-
n—o0 n—oo

mit muss (X, d) beschriankt sein. O

Proposition 2.25 (kompakte Teilmengen) Sei (X,d) ein metrischer Raum undY C
X eine beliebige Teilmenge.

i) Ist (Y,d), ) kompakt, so ist’Y abgeschlossen in X.

i) Ist (X, d) kompakt und Y C X abgeschlossen in X, so ist (Y,d,, ) kompakt.

Beweisf
i) Sei y € X so, dass eine Folge (y,)nen aus Y existiert mit y, — 7. Z.z. ist y € Y.

n—o0

Wegen (Y, dj, ., ) kompakt existiert eine Teilfolge (Yp(n))nen vOn (Yn)nen und ein g € Y
mit Yoy — ¢. Da aber (y,)nen gegen ¥ (in X)) konvergiert, muss jede Teilfolge von
n—o0

(Yn)nen gegen § konvergieren, insbesondere muss Y, (n) n—>—o>o y gelten. Die Eindeutigkeit

des Grenzwertes liefert § = 7 gelten, woraus 7 € Y folgt. Somit gilt Y = Y, d.h. YV ist
abgeschlossen in X (siche Proposition [2.11)).

4Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
5Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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i1) Sei (yn)nen eine beliebige Folge aus Y. Wegen (X, d) kompakt existiert eine Teilfolge
(Yip(n) Jnen VON (Yn)neny und ein ¥ € X mit y,,) — ¥ (in X). Da Y C X abgeschlossen
n—oo

in X ist, muss ¥ in Y liegen (siche Propositionen [2.16| und [2.11)). Somit besitzt (yy,)nen
eine konvergente Teilfolge in (Y, d|, ., ). Insbesondere ist (Y,d,, ., ) kompakt. O

Proposition 2.26 (Vereinigung und Durchschnitt kompakter Teilmengen)
Sei (X,d) ein metrischer Raum.

P
i) Ist (K;)iz1,. p eine endliche Familie kompakter Teilmengen von X, so ist |J K;
i=1
wieder kompakt (fir die induzierte Metrik).

ii) Ist (K;)e; eine beliebige Familie kompakter Teilmengen von X, so ist (| K; wieder
icl
kompakt (fiir die induzierte Metrik).

iii) Ist (K, )nen eine Folge nichtleerer kompakter Teilmengen von X mit K,y C K,

fir alle n € N, so ist (| K, kompakt und nichtleer.
neN

Beweisff]

i) Induktion iiber p. Der Fall p = 1 ist trivial. Fiir den Induktionsschritt p — p+ 1 reicht
es, den Fall p = 2 zu beweisen. Sei (z,)nen eine Folge aus K7 U Ks. Dann enthélt K; oder
K5 unendlich viele Folgenglieder: 3¢ € {1,2} mit [{n € N|z, € K;}| = co. O.B.d.A.
sei i = 1. Dann existiert eine Teilfolge (Zy(m))nen VOR (2 )nen mit Ty € K fiir alle
n € N. Wegen (K1,d| Ko Kl) kompakt existiert eine Teilfolge (Tyoyn))nen VO (Ty(n))nen
und ein 7; € Ky mit Tyoypn) 7;2 Z1. Insbesondere konvergiert eine Teilfolge (yoy(n) )nen

von (x,)nen gegen ein 77 € K7 C K; U K,. Dies beweist die Kompaktheit von K; U K.

i1) Die Teilmenge () K; ist als Durchschnitt einer beliebigen Familie abgeschlossener Teil-
mengen abgeschloégén in X. Ist I = &, so ist per Definition (] K; = @ und & ist kompakt.
Ist I # @, so gibt es ein i € I, insbesondere ist (| K; C IZ(Z auch abgeschlossen in Kj,.
Da K;, kompakt ist, folgt aus Proposition [2.25| dﬁés () K; kompakt ist.

i71) Wir wissen schon aus i), dass [ K, kompakt fsetl Z.z.ist (| K, # @. Nach Vor-
aussetzung existiert ein z,, € K, fngalle n € N. Die Folge (az,j)e,iN liegt in Ky wegen

K1 C Ky, fiir alle k. Wegen K kompakt existiert eine Teilfolge (2,(m))nen von (@5 )nen
und ein 7 € Ky mit z,,y — . Nun gilt, fiir jedes p € N: z, € K, fiir alle ¢ > p (wegen
n—oo

K, C K,), insbesondere auch x4 € K, V ¢ > p. Die Folge (z4(q))q>p konvergiert aber
gegen 7; da K, C Kj abgeschlossen ist (Proposition [2.25]), muss dann T € K, gelten. Dies
zeigt T € () K, insbesondere ist [ K, # @. O

peN neN

Proposition 2.27 (Produkte kompakter Riume) Sind (X, dx) und (Y, dy) zwei kom-
pakte metrische Raume, so ist (X X Y,dxxy) kompakt.

6Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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Beweis.ﬂ Sei ((%p, Yn))nen eine beliebige Folge aus X x Y. Dann ist (x,),en eine be-

liebige Folge aus X. Wegen (X, d) kompakt existiert eine Teilfolge (zy(n))nen und ein

Z € X mit ,,) — T. Wegen (Y, dy) kompakt existiert eine Teilfolge (Yyoy(n))nen von
n—oo

(yw(n))nEN und ein y € Y mit ygpow(n) 730 y Daraus f01gt dXXY((JJgpow(n)a yapoq/)(n))7 (Eu y)) =
max(dx (Tpopn), Z)s Ay (Ypow(n), ¥)) —_ 0, d.h., (Tpopn), Ypou(n)) —_ (Z,y). Somit ist
(X X Y,dxxy) kompakt. O

Satz 2.28 (Heine-Borel) Sei R"™ mit der Standardmetrik versehen. Fine Teilmenge K
von R™ ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrinkt ist.

Beweis.ﬁ “=7: Ist K kompakt, so ist (K,d|,, ) beschrinkt nach Proposition [2.24, Au-
Berdem ist K abgeschlossen in R™ nach Proposition [2.25]

“<": Sei zuerst n = 1. Es reicht, zu zeigen, dass jedes Intervall der Form [a,b] (mit
a < b reell) kompakt ist, denn jede beschrinkte Teilmenge von R ist in einem solchen
Intervall enthalten (und Proposition impliziert, dass jede abgeschlossene Teilmenge
eines kompakten metrischen Raumes kompakt ist). Dass [a, b] kompakt ist, ist aber genau
die Aussage des Satzes von Bolzano-Weierstraf. Der Vollstdndigkeit halber beweisen wir
diesen Satz jetzt. Sei (x,)nen eine Folge aus K = [a, b]. Setze ag := a, by := b und definie-
re induktiv das Intervall [a,41,b,+1] C [an, by] als eines der beiden Intervalle [a,,, 22tbn]
und [t b1 das immer noch unendlich viele Elemente der Folge (,,)nen enthélt (min-
destens eines der beiden muss diese Eigenschaft haben, sonst wére N endlich). Es kann
passieren, dass beide unendlich viele Elemente enthalten, wir wahlen ggf. eines der bei-
den. Betrachte dann die reellen Folgen (a,)neny und (by,)nen. Aus der Konstruktion der
a, und b, folgt, dass (a,)nen bzw. (b,)nen monoton wachsend bzw. fallend ist. Es gelten
auch: a, < b, < bund b, > a, > a fir alle n € N, insbesondere sind (a,),eny und
(bn)nen beschrdnkt. Aus den grundsitzlichen Eigenschaften von R folgt, dass jede mono-
tone beschrinkte reelle Folge konvergiert. Insbesondere konvergieren (a, )neny und (by,)nen-
Wegen

1
(bo —CLO) — 0

by — G = = (b1 — py) = ... = —
“ 2( L 1) n n—+o0o

gilt lim a, = lim b, =:1 € R, und wegen der Monotonie von (a,)nen bzw. von (b, )nen
n—-+o0o n—-+o0o

gilt auch [ > ag = a bzw. [ < by = b, d.h. [ € [a,b]. Was ist jetzt mit der Folge (x,)nen?
Nach der Konstruktion der Folgen (a,,)nen und (b, ),en existiert, fiir jedes n € N, ein Glied
Ty(n) der Folge (2,,)nen, welches in [a,, by] liegt. O.B.d.A. sei (¢(n))nen streng monoton
wachsend (denn jedes [ay, b,] enthélt unendlich viele Elemente der Folge (z,,)nen). Wegen

konvergiert dann die Teilfolge (Zy(n))nen von (2, )nen gegen [ € [a,b]. Wir haben also
bewiesen, dass jede Folge von K = [a,b] eine konvergente Teilfolge besitzt, d.h., K ist
kompakt.

Fiir ein beliebiges n € N, n > 1, folgt das Ergebnis aus folgendem Argument. Eine
Teilmenge K des R" ist ndmlich genau dann beschrinkt (bzgl. der Standardmetrik),
wenn sie in einem Produkt von abgeschlossenen beschrinkten Intervallen enthalten ist,

"Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
8Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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d.h., wenn K C []',[a;, b;] fiir reelle Zahlen a; < b;, ¢ = 1,...,n. Diese Aussage ist eine
direkte Folgerung der Ungleichungen

d(z,y) < |z —y| < Vn-d(z,y),

die fiir alle x,y € R™ gelten, wobei d : (z,y) > ax (|x; — yi|) die (induktiv definier-

te) Produktmetrik des R” ist (Ubungsaufgabe). Da aber jedes Intervall der Form [a;, b;]
kompakt ist (siehe den Fall n = 1), ist das Produkt []}_,[a;, b;] nach Proposition [2.27]
wieder kompakt in (R",d). Wieder nach den beiden letzten Ungleichungen muss dann
[T [ai, bi] kompakt bzgl. der Standardmetrik sein. Da K eine abgeschlossene Teilmenge
des R™ - und somit auch von [];_,[a;, b;] - ist, liefert Proposition , dass K kompakt
ist. U

Beispiele 2.29

1. Jeder abgeschlossene Ball im R" ist kompakt, denn per Definition und wegen der
Dreiecksungleichung gilt |x — y| < 2r fiir alle z,y € B,(p), wobei p € R™ beliebig
gewahlt werden kann.

2. Jede r-Sphire S,(p) := {x € R", |z — p| = r} im R™ ist kompakt.

Proposition 2.30 (Stetigkeit und Kompaktheit 1) Sei f : X — Y ecine stetige
Abbildung zwischen metrischen Raumen. Ist K C X kompakt, so ist f(K) CY kompakt.

Beweisf] Sei (y,)nen eine beliebige Folge aus f(K). Nach Definition von f(K) existiert,
fiir jedes n € N mindestens ein z,, € K mit f(z,) = y,. Man bekommt eine Folge (x,,),en
aus K. Wegen K kompakt existiert eine Teilfolge (2, (n))nen von (2 )neny und ein 7 € K
mit () — Z. Wegen [ stetig gilt f(zym)) — f(@). Wegen f(Z) € f(K) konvergiert

—00
die Teilfolge (f(zon)))nen von (f(x,))nen gegen ein Element aus f(K'). Dies zeigt, dass
f(K) kompakt ist. O

Proposition 2.31 (Stetigkeit und Kompaktheit 2) Sei f : X — Y eine stetige
Abbildung zwischen metrischen Riumen. Ist (X, dx) kompakt und f bijektiv, so ist f~':
Y — X auch stetig.

Bewez’s.m Nach Proposition reicht es, zu beweisen, dass fiir jede abgeschlossene Teil-
menge A C X das Urbild (f~1)7*(A) von A unter f~! wieder abgeschlossen ist. Ist A C X
abgeschlossen, so ist nach Proposition A kompakt. Da f stetig ist, folgt aus Proposi-
tion [2.30] dass f(A) kompakt ist. Insbesondere ist (f~1)7*(A) = f(A) kompakt und somit
auch abgeschlossen in Y (Proposition . Dies beweist die Stetigkeit von f~1. 0

Eine stetige bijektive Abbildung f : X — Y, deren Umkehrabbildung = : Y — X
ebenfalls stetig ist, heifit per Definition Homdomorphismus.

9Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
10Djieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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Korollar 2.32 (Maximum und Minimum einer Funktion auf einem kompakten Raum)
Sei [ X — R eine stetige Abbildung, wobei R die Standardmetrik trigt und (X, d)
ein beliebiger metrischer Raum ist. Ist (X,d) kompakt, so besitzt f ein Minimum und
ein Mazimum auf X, d.h., es gibt (mindestens) zwei Elemente Tyin, Tmax € X mit

F(min) = min(f(2) und f(zme) = max(f(x).

Beweis.ﬂ Aus Proposition folgt, dass f(X) kompakt ist. Satz impliziert dann,
dass f(X) abgeschlossen und beschréankt in R ist. Nach Analysis I besitzt jede beschriankte
Teilmenge von R ein Infimum und ein Supremum; diese sind sogar in der Teilmenge enthal-
ten, falls diese Teilmenge abgeschlossen ist (Ubungsaufgabe). Somit existieren min, Tmax €

X mit f(xmin) = Inf(f(x)) = inf{f(z) |z € X} und f(Tmax) =sup{f(z)|z € X}. O

Satz 2.33 (GleichmiBigstetigkeit auf kompakten Riumen) Sei f: X — Y eine
stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen. Ist (X, dx) kompakt, so ist f gleichméBig
stetig, d.h., Y7 >0, 36 > 0, s.d. dy(f(x), f(y)) <r fir alle x,y € X mit dx(z,y) < 0.

Beweis: Angenommen, f wére nicht gleichméfig stetig. Dann existiert ein r > 0 so, dass
fir alle § > 0 (mindestens) ein Paar (z,y) € X x X existiert mit dx(z,y) < § und
dy (f(z), f(y)) = r. Wihle dann 6, = =, n € N, n > 1. Dann existiert (2,,,y,) € X x X
mit dx(zn,yn) < + und dy(f(zn), f(ya)) = r. Wegen (X,dx) kompakt existiert eine
Teilfolge (Zy(n))nen von (Zn)pen und ein T € X mit x,,) — 7. Bemerke, dass wegen
n—oo
dx (Tp(n), Yomn)) — 0 auch dx(yym),Z) — 0 (Dreiecksungleichung). Nun liefert die
n—oo n—oo
Stetigkeit von f die Konvergenz f(z,4)) — f(T) sowie f(ypm)) — f( overlinex),
n—oo n—oo
insbesondere (wegen der Stetigkeit von dy) dy (f(Tym)s f(Ypm))) — dv (f(@), f(T)) = 0.
n—oo

Dies widerspricht aber dy (f(Zym)), f(Ypm))) = r > 0 fiir alle n € N. Daraus folgt, dass f
gleichméfig stetig sein muss. 0

2.1.5 Vollstindige metrische Riume

Definition 2.34 Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Cauchy-Folge in X ist eine Folge
(Tn)nen aus X, die folgendes erfillt: Ve >0, AN € N s.d. V p,q > N, d(zp,z,) < €.

Beispiele 2.35

1. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge. Denn: konvergiert eine Folge (z,)nen
gegen ein T € X, so gilt: Ve > 0, 3N € N mit d(z,,7) < § fir alle n > N.
Insbesondere gilt: ¥V p,q > N, d(z,, z,) < d(x,,7) + d(Z,x,) < €. Somit ist (2,)nen
eine Cauchy-Folge.

2. Nicht jede Cauchy-Folge konvergiert: z.B. ist die induktiv definierte Folge x,, 11 :=
%(xn + xl) aus Q mit xg = 2 zwar eine Cauchy-Folge, konvergiert aber nicht in Q.

Es gilt tatsichlich z, — V2 € R\ Q.
n—oo

Definition 2.36 Fin vollstiandiger metrischer Raum ist ein metrischer Raum, in dem
alle Cauchy-Folgen konvergieren.

"Djieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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Beispiele 2.37

1. Jeder kompakte metrische Raum (X, d) ist vollstandig. Sei ndmlich (z,),en eine
Cauchy-Folge aus X. Wegen (X, d) kompakt existiert eine Teilfolge (zy(n))nen von
(#7)neny und ein T € X mit z,,) — T. Sei nun € > 0. Wegen (2,,)nen Cauchy

n—o0

(n
existiert ein NV € N mit d(x,, z,) < § fiir alle p,q > N; wegen x,,) —> T existiert
n—oo
ein N' € N mit d(2y0),7) < § fiir alle n > N’. Nun gilt, ¥V n > max(N, N'):
(@, T) < d(Tn, Tpn)) —|— d(Zp(n), T) < € (beachte, dass ¢(n) > n immer gilt). Somit
gilt ©, — 7.

n—o0

2. R™ mit der Standardmetrik ist vollstdndig. Denn: sei (zy)ren eine Cauchy-Folge
aus R", dann ist die Folge (z)ren insbesondere beschrankt, d.h. 3 M € [0, oo mit
d(zy,x;) < M fiir alle k, 1 € N. Begriindung: fixiere € > 0 (z.B. ¢ = 1), dann existiert
ein N € N mit d(z,,z,) <e¢ fir alle p,¢ > N. Fiir alle k,[ € N gilt dann

d(zg,z) < d(zg,on) +dan, )
< 2max (max{d(z;,zn)|0<j < N}, e) < 0.

Nach dem Satz von Heine-Borel (Satz [2 ist jede beschrinkte Folge aus R™ i
einer kompakten Teilmenge enthalten. Wle im obigen Beispiel muss dann (zy)gen —
als Cauchy-Folge aus dieser kompakten Teilmenge — konvergieren.

3. Q (mit der von R induzierten Metrik) ist nach Beispiel [2.35/2 nicht vollstandig.

4. Das Intervall ]0, ool ist nicht vollsténdig; die Folge (x,, := %)nzl ist zwar eine Cauchy-
Folge aus |0, oo[, konvergiert aber nicht in |0, oo[ (denn: z,, — 0 &0, oo|).
n—oo

Proposition 2.38 (vollstindige Teilmengen) Sei (X,d) ein metrischer Raum und
Y C X eine beliebige Teilmenge.

i) Ist (Y, d)yxy) vollstindig, so ist' Y abgeschlossen.
i) Ist (X, d) vollstindig und Y C X abgeschlossen, so ist (Y, dyxy) vollstindig.

Beweis[™]

i) Sei y € X Grenzwert einer Folge (y,)nen aus Y. Da (y,)neny notwendigerweise eine
Cauchy-Folge (aus X und aus Y) und (Y, djyxy) vollstandig ist, konvergiert (y,)nen in
(Y,djyxy), d.h., 37 € Y mit y, Y Da aber (y,)nen bereits gegen y konvergiert, muss
dann y = y gelten, insbesondere y € Y. Dies beweist, dass Y abgeschlossen in X ist.

i) Sei (Yn)nen eine Cauchy-Folge aus (Y, djyxy). Da (y,)nen insbesondere eine Cauchy-
Folge aus (X, d) ist, existiert ein T € X mit y, — T Wegen Y abgeschlossen gilt T € Y.

Somit konvergiert (y,)nen in Y (gegen T). Dies zeigt, dass (Y, djyy) vollstandig ist. [

Proposition 2.39 (Vereinigung und Durchschnitt vollstindiger Teilmengen) Sei
(X,d) ein metrischer Raum.

-----

vollstandig (fiir die induzierte Metrik).

=1

12Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.



36 KAPITEL 2. DIFFERENZIERBARE ABBILDUNGEN IN MEHREREN VERANDERLICHEN

ii) Ist (Y;)ier eine beliebige Familie vollstindiger Teilmengen von X, so ist (| Y; wieder
i€l
vollstandig (fir die induzierte Metrik).

iii) Ist (Y, )nen eine Folge nichtleerer vollstindiger Teilmengen von X mit Y, C Y,

und diam(Y},) —_ 0, so gilt (| Y, # @ (und ist vollstindig).
neN

Bezeichnung: diam (X, d) := sup {d(z,y)} € [0, 00] ist der Durchmesser von (X, d).

z,yeX
Beweis[P

i) Es reicht, den Fall p = 2 zu zeigen (fithre dann Induktion iiber p durch). Ist (z,)nen
eine Cauchy-Folge aus Y; UY5, so existiert ein i € {1,2} und eine Teilfolge (2,(n))nen von
(27)nen mit 2y € Y; fiir alle n € N. Da Y; vollsténdig ist, konvergiert (24, )nen in Y;
— somit auch in Y; UY; — gegen ein y € Y;. Da aber (z,),eny Cauchy ist, muss sie dann
gegen y konvergieren (siche Beispiel [2.37] - 1). Somit ist Y; UY; vollstiandig.

i1) Fixiere ip € I (0BdA sei I # ©@). Dann ist (Y; C Y, und jedes Y; ist abgeschlossen

10

i€l
in X nach Proposition [2.38] Insbesondere ist (1) Y; abgeschlossen in X, somit auch in Y.
iel
Wiederum nach Proposition [2.38 muss dann [ Y; vollsténdig sein.
iel
i7i) Nach i) ist () Y, vollstdndig. Nach Voraussetzung existiert ein y, € Y, fiir jedes

neN
n € N.

Behauptung: (y,)nen ist eine Cauchy-Folge.
Beweis der Behauptung: Sei € > 0. Wegen diam(Y},) — 0 existiert ein N € N s.d.

diam(Y,,) < ¢ fiir alle n > N, insbesondere d(y, z) < ¢ fur alle y,z € Y, und alle n > N.
Nun gilt fiir alle p,g > N: y,,y, € Yy (wegen Y, C Yy und Y, C Yy) und somit
d(Yp, yq) < €. Dies zeigt, dass (y,)nen Cauchy ist. V
Wegen Y vollstédndig konvergiert (y,)nen gegen ein g € Y. Fiir jedes N € N ist (yn)n>n
ebenfalls eine Cauchy-Folge in Yy, somit konvergiert sie in Yy; nach der Eindeutigkeit

des Grenzwerts gilt 7 € Y. Dies gilt fiir alle N € N, woraus folgt 7 € () Y,,. Dies zeigt
neN
insbesondere (Y, # @. O

neN

Man beachte, dass der Durchschnitt [ Y, aus Proposition [2.39)i:7) tatséchlich aus genau
neN
einem Element besteht (benutze diam( () Y,) < diam(Y,,) — 0).

Proposition 2.40 (Produkte vollstéindiger Riume) Sind (X,dx) und (Y, dy) zwei
vollstandige metrische Raume, so ist (X X Y, dxxy) vollstindig.

Beweis™] Ist (2, Yn))nen eine Cauchy-Folge aus X x Y, so sind (z,)nen und (Y, )nen

ebenfalls Cauchy-Folgen in (X, dx) bzw. (Y, dy). Da (X, dx) und (Y, dy) vollsténdig sind,

existieren € X und y € Y mit z,, — 7 und y, — 7 d.h., (z,,y,) — (T,7). Dies
n—oo

n—oo n—

zeigt, dass (X X Y, dxxy) vollstdndig ist. O

Nun wollen wir den Zusammenhang zwischen Stetigkeit und Vollstdndigkeit untersuchen.
Man bemerke zuerst, dass das Bild einer vollstdndigen Teilmenge unter einer stetigen

13Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
14Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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Abbildung nicht unbedingt vollstandig ist: z.B. f : R — R, x —— €7 ist stetig und
(R, | -|) ist vollstandig, jedoch ist f(R) =]0, co[ nicht vollsténdig. Einer der wichtigsten
Séatze dieses Abschnitts ist folgender:

Satz 2.41 (Banach’scher Fixpunktsatz) Sei (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum
und f : X — X eine Kontraktion, d.h. 3 k € [0,1] s.d. d(f(x), f(y)) < k- d(z,y)

Vx,y € X. Dann hat [ einen eindeutigen Fizpunkt: 3! x € X mit f(x) = x. Auflerdem

konvergiert jede Folge der Form x,.1 = f(x,), xo € X beliebig, gegen diesen Fixpunkt x.

Genauer gilt d(z,, x) < £ - d(z1,20) fiir allen € N.

Beweis: Wir beweisen separat die Eindeutigkeit und die Existenz des Fixpunktes.

Zur Eindeutigkeit: sind x und y Fixpunkte von f, so gilt d(z,y) = d(f(z), f(y)) < k-d(z,y)
nach Voraussetzung, somit d(z,y) =0, d.h., x = y.

Zur Ezistenz: Sei g € X beliebig und (z,)nen die durch z,,41 := f(z,) induktiv definierte
Folge. Wir zeigen, dass (x,),en eine Cauchy-Folge in (X, d) ist. Seien n,p € N beliebig,
dann gilt

d(Tpip, Tn) < d(Tpip, Tpap-1) + -+ + d(Tp41,2,) (Dreiecksungleichung)

mit
d(@nsp, Tnip-1) = d(f(@nip-1), [(Tnip-2))
S k - d(xn—i-p—la xn+p—2)
< kp_l . d(mn—i-la xn)u
somit
A(Tntp Tn) < (B HEP72 4o 1)d (T4, T0)
< (R - knd( $17$0)
< ﬁ k™ - d(zq,x9) wegen 0 <kP <1,

Wegen k € [0,1] gilt k* — 0, somit auch = - d(z1,z9) — 0. Daraus folgt, dass es
n—oo

n—00
zu jedem ¢ > 0 ein N € N gibt mit % - d(z1,m9) < € fur alle n > N, insbesondere
d(Tpyp, ry) < € fiir allen > N und p € N, d.h., d(z,,z,) < € fiir alle p,q > N. Dies zeigt,
dass (x,)nen eine Cauchy-Folge in (X, d) ist, insbesondere gegen ein z € X konvergiert.
Da f aber stetig ist (gilt u, — in X, so gilt d(f(u,), f(@)) < k-d(up, ) _ 0, somit

f(un) T;}o f(ﬂ), fir alle u € X)7 gllt f(xn) 7;)0 f(.T) Wegen Tpt1 = .f(xn) —o>o L,

n—

gilt f(z) = z, d.h., z ist Fixpunkt von f. SchlieBlich gilt d(z,ip,z,) — d(z,x,)
pP—00

und wegen d(2,4p, T,) < £ - d(z1,20) (rechte Seite hingt nicht von p ab) gilt auch

d(z,z,) < £ - d(z1,20), fiir alle n € N. O

Beispiel 2.42 Sei X := [v2,00[C R und f : X — R, 2 > i(z + 2). Beachte,

dass f(X) = [V2,00[ gilt (die Funktion f ist ableitbar mit f'(z) = (1 — 2) > 0

Vo€ [vV2 00 f(v/2) =2 und f(r) — 00) und dass X (mit der induzierten Metrik)
n—oo

vollsténdig ist: X ist abgeschlossen in R und R ist vollstindig, siehe Proposition [2.38|
AuBerdem gilt f'(z) € [0,1] fiir alle # € X, insbesondere folgt aus dem Mittelwertsatz
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|f(@) = f(y)| < sup [f'(¢)]- |z —y| < i+ |z—y| firalle z,y € X mit 2 < y. Daraus folgt,
tez,y]
dass f : X — X eine Kontraktion ist. Aus dem Banach’schen Fixpunktsatz folgt dann,

dass f einen eindeutigen Fixpunkt in X besitzt. Dieser Fixpunkt z erfiillt f(z) = z, d.h.,
z = /2. Der Banach’sche Fixpunktsatz liefert auch x,, — z fiir jede Folge (x,,)ney, der

n—0o0

Form z,41 = f(z,) mit o € X beliebig, siche Beispiel [2.35/2.

Bemerkungen 2.43

1. Im Allgemeinen ist der Banach’sche Fixpunktsatz nicht so einfach anzuwenden:
gegeben eine (stetige) Abbildung f : Y — Y, wobei Y ein metrischer Raum ist,
sucht man eine vollstindige Teilmenge X C Y fiir die f(X) C X gilt und s.d. fix
eine Kontraktion ist. Beides gleichzeitig zu erreichen ist aber i.A. schwierig! Siehe

z.B. Beispiel oben.

2. Keine Voraussetzung kann im Satz weggelassen werden. Setzt man z.B. lediglich
voraus, dass d(f(z), f(y)) < d(x,y) fiir alle z,y € X, so wird das Ergebnis falsch:
withle beispielsweise X := R (mit Standardmetrik) und f(z) := x+1 fiir alle z € R.
Dann erfiillt f die Bedingung |f(z) — f(y)| = |x — y| V x,y € R, die Abbildung f
hat aber keinen Fixpunkt (Az € R mit z = x + 1).

Satz 2.44 (Fortsetzungssatz von Tietze) Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Riume
und D C X eine dichte Teilmenge von X (d.h., D = X ). Angenommen, (Y,dy) sei
vollstéandig. Dann ldsst sich jede gleichméafig stetige Abbildung f : D — Y eindeutig auf
X fortsetzen, d.h., 3 f : X — Y stetig mit ?|D = f.

n—o0

Beweis. Sei T € X. Wegen D = X existiert eine Folge (z,,)neny aus D mit z, — .

Wir wollen f(Z) := lim f(x,) definieren. Dazu zeigen wir:
n—oo

1. Die Folge (f(z,))nen konvergiert in Y (d.h., ist Cauchy in Y').

2. Der Grenzwert lim f(z,) hdngt nicht von der Folge (z,)nen ab mit z, — 7.
n—oo

n—oo
Insbesondere ist f(Z) wohldefiniert.

3. 7|D = f, d.h., f ist eine Fortsetzung von f auf X.

4. f ist stetig (tatsichlich gleichmiBig stetig) auf X.

Im Anschluss zeigen wir dann, dass jede weitere stetige Fortsetzung von f auf X mit f
iibereinstimmen muss.

Ad 1: Wegen (Y, dy) vollstandig reicht es, zu zeigen, dass (f(x,))nen eine Cauchy-Folge
ist. Sei ¢ > 0. Wegen f gleichméBig stetig existiert ein 6 > 0 so, dass dy (f(x), f(z')) <e
gilt fir alle z, 2" € D mit dx(z,2") < d. Da (x,)nen gegen T konvergiert, ist sie Cauchy in
(X, dx), insbesondere existiert ein N € N mit dx(x,,z,) < J fiir alle p,¢ > N. Es folgt
dy (f(zp), f(z,)) < e fur alle p,qg > N. Dies zeigt, dass (f(z,))nen eine Cauchy-Folge ist.
Insbesondere ist nlgg() f(z,) € Y wohldefiniert. vV

Ad 2: Ist (2])nen eine weitere Folge aus D mit x,, — T, so definiere die Folge (yy)nen
n—oo

aus D durch y, := zz falls n gerade und y,, :== x’,_, falls n ungerade. Dann gilt vy, — 7,
2 n—oo

5Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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insbesondere ist (f(y,))nen eine Cauchy-Folge in (Y, dy) nach 1, somit existiert einy € Y

mit f(y,) — 7. Daher gelten auch f(z,) = f(y2n) — ¥ und f(z)) = f(y2ns1) — 7,
n—00 n—00 n—00

insbesondere lim f(z,) = Z = 7 = lim f(z]). Dies zeigt, dass lim f(x,) unabhéngig

n—oo
von der Folge (x,)nen aus D mit z,, — T ist. Vv
n—0o0
Ad 3: Ist T € D, so kann (x,, := T),en als Folge gewéhlt werden mit x,, — . In dem
n—oo
Fall gilt f(Z) := lim f(z,) = lim f(Z) = f(Z). Daraus folgt ?ID = f. Vv
n—oo n—o0

Ad 4: Wir zeigen, dass f gleichméBig stetig ist. Sei € > 0. Dann existiert ein § > 0 mit
dy (f(z), f(z')) < £ fiir alle 7,2" € D mit dx(x,2) < 6. Seien nun 7,7" € X gegeben

mit dy(Z,7) < g. Dann existieren Folgen (z,)n,eny und (2))neny aus D mit x, — T
n—oo
sowie 2/, — Z’. Nach Konstrution von f gelten f(x,) — f(Z) und f(z!) — f(T).
n—o0 n—oo n—oo
Daher existiert ein N € N mit dx(z,,Z) < ¢, dx(z,,7) < %, dy (f(Z), f(z,)) < £ und
dy (f( overlinex'), f(x),)) < § fiir alle n > N. Fiir ein beliebiges n > N gilt dann:

n

dy (f(2), (7)) < dy(f(Z), f(2n)) + dy (f(zn), f(27,) + dy (f(27), [(T))
< 5 dv(f(e) f(a)) + 5,

mit  dx(z,,z),) < dx(2,,7)+dx(T,7)+dx (T, x))
S 5t5t5=0

insbesondere dy (f(z,,), f(2!)) < £ und somit dy(f(T), f(7')) < e. Dies zeigt, dass f
gleichméfig stetig ist. Vv
Die Eindeutigkeit der Fortsetzung beruht auf folgender

Behauptung: Seien f : X — Y und g : X — Y stetige Abbildungen. Dann ist {x €
X | f(z) = g(x)} abgeschlossen in (X,dy). Daraus folgt: D C {x € X | f(z) = g(x)} fiir
eine Teilmenge D von X = D C {z € X | f(x) = g(z)}.

Beweis der Behauptung: Sei (x,)nen eine Folge aus X mit f(x,) = g(x,) fir alle n € N.

Angenommen, x,, — T € X. Dann gilt wegen f und g stetig:

n—oo

f(@) = lim f(z,) = lim g(z,) = g(7T),

n—o0 n—oo

somit ist T € {x € X | f(x) = g(z)}. Dies zeigt, dass {z € X | f(z) = g(x)} abgeschlossen

in (X,dy) ist. v
Ist nun 7 : X — Y stetig mit ﬂD = £, so gilt nach der letzten Behauptung X = D C
{zeX|f(z)="F(x)},dh, F=T. 0

2.1.6 Zusammenhingende metrische Radume

Definition 2.45 FEin metrischer Raum (X, d) heifit genau dann zusammenhéngend, wenn
die einzigen Teilmengen von X, die gleichzeitig offen und abgeschlossen in (X, d) sind, @
und X sind.

Eine Teilmenge Y eines metrischen Raumes (X, d) heifit genau dann zusammenhéngend,
wenn (Y, djyxy) zusammenhéngend ist.

Proposition 2.46 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann sind folgende Aussagen dqui-
valent:
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i) (X,d) ist zusammenhdingend.

i1) X ldsst sich nicht schreiben als disjunkte Vereinigung nichtleerer offener Teilmengen
von X.

iii) X ldasst sich micht schreiben als disjunkte Vereinigung nichtleerer abgeschlossener
Teilmengen von X.

iv) Jede stetige Abbildung f : X — {0,1} ist konstant, wobei {0,1} die grobe Metrik
tragt (die sowieso die einzige Metrik — bis auf positives Vielfaches — auf {0, 1} ist).

Beweis[T]

i) = 4i): Sind Uy, Us offene Teilmengen von X mit X = U; UU; und Uy NU; = &, so
sind U; und U, offen und abgeschlossen (wegen Uf = Us,) in X. Wegen (X, d) zusam-
menhéngend muss entweder (U; = @ und Uy = X) oder (U; = X und Uy = @) gelten.
Daraus folgt, dass U; und U, nicht gleichzeitig nichtleer sein konnen.

i1) = 1i1): Sind A;, Ay abgeschlossene Teilmengen von X mit X = A;UA; und A1 N Ay =
@, so gilt wegen A{ = Ay auch X = AS U A{. Da A{ und A§ abgeschlossen sind mit
AT N AS = (A U Ay)¢ = @, muss entweder (Af = @ (d.h., Ay = X) und A§ = X (d.h.,
Ay = @) oder (A = X, A5 = @) — d.h., (4] = &, Ay = X) — gelten. Daraus folgt, dass
A; und As nicht gleichzeitig nichtleer sein kénnen.

i17) = dv): Sei f : X — {0,1} stetig. Dann gilt insbesondere X = f~1({0,1}) =
o) u {1 mit {0} N fH({1}) = @. Wegen {i} C {0,1} abgeschlossen
(z.B. ist {i} = B_%(z) in ({0,1},d%)) und f stetig sind f~*({0}) und f~*({1}) abgeschlos-
sen in X. Es folgt entweder f~1({0}) = @, d.h., f ist konstant gleich 1 auf X, oder
f71({1}) = @, d.h., f ist konstant gleich 0 auf X. In beiden Féllen ist f konstant auf X,
was zu beweisen war.

iv) = 1): Sei U C X offene und abgeschlossene Teilmenge von X. Dann ist U¢ = X \ U
ebenfalls offen und abgeschlossen in X mit X = U U U und U NU® = @. Ist U nichtleer
und nicht gleich X, so ist U nichtleer und nicht gleich X; in diesem Fall definiert die
Abbildung f : X — {0,1}, x € U +—— 0, x € U° — 1, eine stetige Abbildung (wegen
f71{0}) = U und f~1({1}) = U offen in X, wobei {0} und {1} offen in {0, 1} sind), die
aber nicht konstant ist, Widerspruch. Somit muss entweder U = & oder U = X gelten,
d.h.; X muss zusammenhéngend sein. 0

Beispiele 2.47

1. Eine Teilmenge I von R (mit der Standardmetrik) ist genau dann zusammenhéngend,
wenn [ ein Intervall ist. Denn: Ist I kein Intervall, so existieren ein x mit x ¢ [
und y, z € I mit y < x < z. Die Teilmengen I, :=] — oo, z[N] und I =]z, +o0[N]
sind dann offen, nichtleer (denn es gelten y € I; und z € I) und disjunkt in
I mit I = I; U I,. Aus Proposition folgt, dass I nicht zusammenhéngend
ist. Ist umgekehrt I ein Intervall, so betrachte eine beliebige stetige Abbildung
f I — {0,1}. Angenommen, f sei nicht konstant (also surjektiv). Dann exi-
stieren xg, yo € I mit f(z¢) = 0 und f(yo) = 1. O.B.d.A. sei zg < yo (sonst ersetze f
durch f:=1— f). Konstruiere induktiv die Folgen (x,,)nen und (¥, )nen durch: falls
f(%) = 0 setze man x,,1 := % und y,,41 1= Yn, sonst setze man x, 1 = x,

16Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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und g4 = St

. Dann sind (x,,)neny und (Y, )nen beschriankte monotone Folgen
mit [z, — Y| < 5%]20 — Yol (Ubungsaufgabe), somit konvergieren sie beide gegen
einen und denselben Punkt [ € R. Da [ ein Intervall ist und z,, <[ < y, fiir alle
n € N gilt, gilt | € I. Da f stetig ist, gilt lim f(z,) = f(I) =lm f(y,), d.h.
0 = f(I) = 1, Widerspruch. Mit Proposition folgt, dass I zusammenhingend

1st.

2. Die Teilmenge Y = [0,1] U [2,3] von R (mit der Standardmetrik) ist nicht zusam-
menhéingend, denn [0, 1] und [2, 3] sind disjunkte nichtleere abgeschlossene Teilmen-
gen von Y mit Y = [0,1] U [2, 3].

3. Die Teilmenge Q von R (mit der Standardmetrik) ist nicht zusammenhéngend, denn
es gibt zwischen je zwei rationalen Zahlen eine irrationale Zahl.

Proposition 2.48 (Vereinigung zusammenhingender Teilmengen) Sei (Y;);cs ei-
ne beliebige Familie zusammenhdngender Teilmengen eines metrischen Raumes (X, d) mit

N Y: # @. Dann ist |J Y; zusammenhdngend.
i€l i€l

Beweis] | Betrachte x €[ Y; (ein solches z existiert wegen der Voraussetzung [ Y; # @)

i€l i€l
und sei €2 eine Teilmenge von J Y;, die gleichzeitig offen und abgeschlossen in (] Y; ist.
i€l iel

Dann ist, fiir jedes ¢ € I, die Teilmenge §2 N Y; offen und abgeschlossen und Y;. Ist Q
nichtleer, so trifft {2 mindestens eines der Y;’s, sei es Y;,, und da Y;, zusammenhéngend
ist, gilt QNY;, =Y. Insbesondere gilt x € Q und somit Q2 NY; # & fiir alle ¢ € I nach
der Wahl von z. Daraus folgt QNY; =Y, firallei € I, d.h., Q= V.. O

el

Bemerkungen 2.49

1. Die Voraussetzung () Y; # @ bei Proposition [2.48) ist wichtig. Z.B. gilt fiir X := R,

el

Y1 :=1[0,1] und Y5 := [2,3]: Y} und Y5 sind zusammenhéngend, Y; U Y, aber nicht,
siehe Beispiel [2.47]2.

2. Die Teilmenge (1 Y; muss nicht zusammenhéngend sein. Z.B. gilt fir V) := {z €
iel

R\ {0} | w9 > 0} und Y5 := {x € R*\ {0} | z, < 0}: Y}, Y, sind zusammenhiingend,
Y1 N'Y; aber nicht.

Proposition 2.50 (Abschluss einer zusammenhingenden Teilmenge) SeiY eine
zusammenhdngende Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d). Dann ist Y zusammen-
hingend.

Beweis. Sei € eine offene und abgeschlossene Teilmenge von Y, dann ist  N'Y auch
offen und abgeschlossen in Y, so mit gilt entweder QNY = & oder QNY =Y. Im er-
sten Fall muss dann Q = & gelten (benuzte dazu die Definition [2.9), im zweiten Fall muss
Y C () gelten, woraus mit Proposition Q =Y folgt (denn € ist abgeschlossen in ). [J

"Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
8Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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Bemerkung 2.51 Die entsprechende Aussage fiir das Innere gilt nicht. Betrachte z.B.
fiir Y die Vereinigung zweier sich in genau einem Punkt beriihrender abgeschlossener

Kreisscheiben in X := R?. Dann ist Y zwar zusammenhiingend, das Innere Y von Y in
X aber nicht: Y ist die Vereinigung der entsprechenden offenen Kreisscheiben und diese

sind disjunkt, insbesondere ist Y nicht zusammenhéngend.

Proposition 2.52 (Stetigkeit und Zusammenhang) Sei f : X — Y eine stetige
Abbildung zwischen metrischen Rdaumen. Ist Z C X zusammenhdingend, so ist f(Z) zu-
sammenhdngend.

Beweis.@ Sei 2 offene und abgeschlossene Teilmenge von f(Z), dann ist wegen der Stetig-
keit von f die Teilmenge f~1(f2) offen und abgeschlossen in Z. Da Z zusammenhingend
ist, gilt entweder f~1(Q2) = @ oder f~1(Q2) = Z. Im ersten Fall gilt dann Q = @ und im
zweiten Fall gilt Q = Z. O

Beispiele 2.53

1. Sei C' C R™ eine nichtleere konveze Teilmenge, d.h. fir alle x,y € C gilt [z,y] C C,
wobei [z,y] := {(1—t)x+ty |t € [0,1]} die abgeschlossene Geradenstrecke zwischen
x und y bezeichnet. Dann ist C' zusammenhéngend. Denn: fiir jedes z € C gilt

C = Ulr,y] und jedes [z,y] ist zusammenhdngend (nach Proposition [2.52)) mit
yeC

N [z,y] = {z} # @ (wende dann Proposition [2.48 an).

yeC

2. Sei S C R" eine nichtleere sternformige Teilmenge, d.h., es gibt ein z € R” so, dass
[z,y] C S fir alle y € S. Bemerke, dass jede konvexe Teilmenge sternformig ist,
dass aber nicht jede sternférmige Teilmenge konvex ist: z.B.

S:{x:($1)ER2]x120 oder (x; <0 und xgz())}

T2

ist sternférmig aber nicht konvex. Wie fiir konvexe Teilmengen kann dennoch bewie-
sen werden, dass jede nichtleere sternférmige Teilmenge des R™ zusammenhéngend
ist (der Beweis ist wortwortlich der gleiche, wihle dabei x € S mit [x,y] C S fiir
alle y € 5) .

3. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung wobei X zusammenhéngend ist. Dann ist
Graph(f) := {(z, f(z))|r € X} C X x Y zusammenhingend. Denn: die Abbildung
X — X xY, x> (x, f(x)), ist stetig (Ubungsaufgabe), insbesondere ist ihr
Bild - d.h. Graph( f) — nach Proposition [2.52 zusammenh#ngend. Aus Proposition
- 0 folgt 1nsbesondere dass Graph(f) (der Abschluss von Graph(f) in X x Y)
ebenfalls zusammenhéingend ist. Als Anwendung dieser Beobachtung betrachten wir
den Fall X :=]0,00[ und f : X — R, z + sin(2). Die Abbildung f ist stetig und

X ist zusammenhiingend, insbesondere ist nach der letzten Uberlegung Graph(f)
zusammenhéngend. Nun ist zu bemerken, dass Graph(f) = Graph(f) ({0} X
-1, 1]) nicht auf offensichtliche Weise zusammenhéngend ist!

9Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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Korollar 2.54 (Zwischenwertsatz) Sei f : X — R eine stetige Funktion auf einem
zusammenhdngenden metrischen Raum (X, d). Gilt {a,b} C f(X) fir reelle Zahlen a < b,
so gilt [a,b] C f(X), d.h. fir jedes ¢ € [a,b] existiert (mindestens) ein x € X mit f(z) = c.

Beweis: Nach Proposition ist f(X) zusammenhéngend, d.h., nach Beispiel [2.47}1, ein
Intervall. Daraus folgt die Behauptung. 0

Proposition 2.55 (Produkte zusammenhingender Riume) Sind (X, dx) und (Y, dy)
zusammenhdingende metrische Raume, so ist (X X Y, dxxy) zusammenhingend.

Beweis.ﬂ Sei f: X xY — {0,1} eine beliebige stetige Abbildung. Dann ist, fiir jedes
z € X, die Abbildung f, : Y — {0,1}, y — f(z,y) auch stetig, siehe Beispiel 2.21]4. Da
Y zusammenhéngend ist, muss dann f, konstant sein. Wir bezeichnen diese Konstante
weiterhin mit f,. Die Abbildung X — {0,1}, x — f,, ist dann auch stetig auf X (sie
stimmt mit der Abbildung = — f(x,y) tiberein, wobei y € Y beliebig gewihlt werden
kann). Da X zusammenhéngend ist, muss dann diese Abbildung konstant sein. Insgesamt
folgt, dass f konstant ist. Proposition [2.46|impliziert, dass X xY zusammenhéngend ist. [J

Definition 2.56 Sei (X,d) ein metrischer Raum und x € X ein Punkt. Die Zusammen-
hangskomponente von x in X st die Vereinigung aller zusammenhdngenden Teilmengen
von X, die x enthalten.

Beachte, dass {z} wohl eine x enthaltende zusammenhéngende Teilmenge von X ist;
insbesondere ist die Zusammenhangskomponente von x in X wohldefiniert.

Proposition 2.57 Sei (X,d) ein metrischer Raum und x € X ein Punkt. Dann gilt:

i) Die Zusammenhangskomponente von x in X ist die grifite zusammenhingende Teil-
menge von X, die x enthdlt.

ii) Die Zusammenhangskomponente von x in X ist abgeschlossen in X.
iii) Die Beziehung
x ~y <=y liegt in der Zusammenhangskomponente von x in X,

definiert eine Aquivalenzrelation auf X. Insbesondere lisst sich jeder metrische
Raum als disjunkte Vereinigung (abgeschlossener) zusammenhdngender Teilmengen
schreiben.

Beweis.@ Aus Propositionfolgt, dass die Zusammenhangskomponente von z in X sel-
ber zusammenhéngend ist, somit ist sie die grofite zusammenhéngende Teilmenge von X,
die x enthélt. Da der Abschluss einer zusammenhéngenden Teilmenge zusammenhéngend
ist (Proposition , muss dann nach 1. die Zusammenhangskomponente von z in X
abgeschlossen in X sein. Die letzte Aussage wird als Ubungsaufgabe gelassen. 0

Diese zusammenhéngenden Teilmengen heiflen Zusammenhangskomponenten von X. Be-
achte, dass sie nicht unbedingt offen sind: z.B. {0} ist eine Zusammenhangskomponente
des metrischen Raumes X := {0} U{Z |n € N, n > 1}, ist aber nicht offen in X.

20Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
21Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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2.2 Differenzierbarkeit

2.2.1 Differentialabbildung und partielle Ableitungen
0
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Definition 2.58 Se: U C R"™ eine nichtleere offene Teilmenge des R™ und f : U — RP
eine Abbidlung. Sei x € U ein Punkt.

i) Die Abbildung f heifit genau dann differenzierbar in x, wenn eine lineare Abbildung
L:R" — RP, ein r > 0 und eine Abbildung ¢ : B,(0) — R? so existieren, dass

f(x+h) = f(z) + L(h) + [h] - £(h)

fir alle h € B,.(0) gilt, wobei e(h) — 0.
[h|—0
ii) Die Abbildung f besitzt genau dann eine Richtungsableitung an = entlang h € R",
wenn lim w € R?P existiert.
t—0t+
ii1) Die Abbildung f besitzt genau dann eine partielle Ableitung an x in Richtung z;,
1 <i <mn, wenn die Abbildung t — f(xz +te;) = f(ay, ...,z +t,...,2,) int=0
ableitbar ist.

Bemerkungen 2.59

1. Ist f differenzierbar in z € U, so ist L : R" — RP? linear mit f(x + h) = f(x) +
L(h)+ |h|-e(h) fir alle h € B,.(0), r > 0 hinreichend klein, eindeutig. Denn: sei L’ :
R" — RPund &’ : B,+(0) — R? mit L' linear und f(x+h) = f(x)+L'(h)+|h|-¢'(h)

fir alle h € B,.(0) sowie &’(h) ‘ﬁ 0. Wéhle 7 := min(r,7’) > 0. Dann gilt fiir alle
—0

h € B(0): f(x)+L(h)+|hle(h) = f(x+h) = f(x)+ L' (h)+|h|-€'(h), insbesondere
(L' = L)(h) = |h|- (¢(h) —€'(h)). Ersetzt man h durch th mit ¢t €]0, 1], so bekommt
man wegen der Linearitdt von L' — L:

t(L' = L)(h) = (L' = L)(th) = [th| - (e(th) — €'(th)) =t - |h] - ((th) — €' (th)),

insbesondere gilt (L' — L)(h) = |h| - (e(th) —€'(th)). Wegen e(th) — &' (th) = 0 gilt
%

(L' — L)(h) = 0, d.h., L'(h) = L(h). Dies gilt fiir alle h € B,»(0) und, wegen der

Linearitat von L und L/, fiir alle h € R™. Insgesamt folgt L = L.

2. Fiir n = 1 gilt: f ist genau dann differenzierbar in x, wenn f ableitbar in x ist.
Denn: ist f differenzierbar in z, so existiert nach Voraussetzung ein L : R — R?
linear und ein ¢ :] — r, r[— RP (fiir ein r > 0) mit f(z+h) = f(x)+ L(h) + |hle(h)

fir alle h €] — r,r[, wobei e(h) lm 0. Fir alle h €] — r,7[\{0} gilt insbesondere:
—
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f($+h]2_f($) = L(h)t‘lh'a(h) =L(1)+ %5(11) — L(1). Daraus folgt, dass f ableitbar in

xist mit f'(x) = L(1). Ist umgekehrt f ableitbar in z, so definiert man L : R — RP
durch L(h) := h - f'(z) und ¢ :] — r,r[— R? durch e(h) := f(”h)_lﬁ”")_uh) fir alle
h €]—r,r[, h # 0 sowie varepsilon(0) := 0. Dann gilt f(x+h) = f(x)+L(h)+|h|e(h)

fir alle h €] — r,r[ und e(h) = M’L}'LT f(x) - % — 0 nach Definition der

Ableitung. Da L offensichtlich linear ist, folgt, dass f dlfferenmerbar in x ist.

Definition 2.60 Sei U C R" eine nichtleere offene Teilmenge.

1. Ist f : U — RP differenzierbar in x € U, so heiffit L wie in Definition das
Differential (oder die Differentialabbildung) von f in x. Wir bezeichnen sie mit d, f.

2. Hat f : U — RP eine partielle Ableitung an x in Richtung x;, 1 < i < n, so

heifit die Ableitung von t — f(xy,...,z; +1,...,2,) an der Stelle t = 0 die erste
partielle Ableitung von f an x in Richtung x;. Wir bezeichnen sie mit %(m).

Eine Abbildung f : U — RP heifit genau dann differenzierbar auf U, wenn sie in jedem
x € U differenzierbar ist.

Proposition 2.61 Sei f : U — RP eine Abbildung, wobei U C RP offen ist und x € U
ein Punkt.

i) Ist f differenzierbar in x, so hat f Richtungsableitungen in allen Richtungen an x
und es gilt d, f(h) = lim+ w fiir alle h € R™.
t—0

it) Ist f differenzierbar in x, so hat f partielle Ableitungen in allen Richtungen x; an

x und es gilt: ¥V h =Y he; € R?,

i=1

aofm) =S m 2 @),

° Ox;
=1

iii) Ist f differenzierbar in x, so ist f stetig in x.

Beweisf? i) Nach Definition gilt f(z + h) = f(x) + d,f(h) + |h| - e(h) fiir alle h € B,(0)

(r > 0 hinreichend klein), wobei (h) H—> 0. Daraus folgt, fiir alle h € B,(0) und ¢ €]0, 1]:

Hetth=J@ - = 1(d, f(th) + |th] - e(th))
= {(dof(h) +|D| - &(th))

— d,f(h) wegen &(th) — 0.

t—0t t—0t

flz +te;) — f(o)

und  d,(f)(—e;) = lim

22Djeser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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d.h. dyf(e;) = lim LEHO=@) Somit existiert lim 2D q 0 ¢ s f(z + te;) ist
t—0~ t t—0 t

in t = 0 ableitbar, d.h., f hat eine partielle Ableitung an x in Richtung z; und es gilt
d.f(e;) = %(w). Insbesondere folgt, fiir alle h = > he; € R™:

i=1

n n n a
=d, fO) hie)) =Y hidyf(e)) =Y hia—j(:@)
i=1 i=1 i=1 !

i11) Sei (zx)ken eine Folge aus U mit x, — x. Seir > 0s.d. f(z+h) = f(z)+d.f(h)+]h|-

k—o00
g(h) fur alle h € B,.(0), wobei £(h) ||—> 0. Dann existiert ein N € N so, dass |z —z| < r
fiir alle £ > N gilt. Fiir jedes solche k gilt dann

flzg) — f(x) =do f(xp — x) + |2 — 2] - (2] — ).

Wegen |z — z = 0 gilt e(z — 2) = 0 und somit auch |z — z| - e(z — ) b 0.

—00

AuBerdem gilt d, f(x, — x) = 0, denn: d, f(xp — ) = > (2 — :L‘),af () nach i7) und
—00

=1

fir jedes 1 < ¢ < n gilt |(zr — z);| < |xgp — 2 " 0, somit |Z(:ck - x)lgg(:cﬂ <
=0 i=1 ‘

S (@ — )4 - | ( )] — 0. Daraus folgt | f(zx) — f(z)] = 0. Dies zeigt, dass f stetig
—00

in x ist. [l

Bemerkungen 2.62

1. Die Umkehrung der Aussagen aus Proposition gilt nicht. Sei z.B. f : R? — R,
falls (z,y) # (0,0)
1-2+y Y )
(z.9) — { 0 falls (z,y) = (0,0)
e . =0 fallst#0
2 . — 0+t2
R? in Richtungen z und y: es gilt f(0, 1) { 0 sonst.
fiir alle t € R, somit gilt af(O 0) = 0. Analog ist 8f(() 0) = 0. Dennoch ist f nicht
stetig in (0,0) € R? (Slehe Beispiel [2.21]5), insbesondere nicht differenzierbar in
1 fallsy=2*und z >0
0 sonst.
zeigen, dass f Richtungsableitungen an 0 = (0,0) € R? in allen Richtungen hat, die
alle verschwinden; dennoch ist f auch nicht stetig in 0.

- Dann hat f partielle Ableitungen an 0 €
,d.h. f(0,8) =0
- Man kann

(0,0). Ein anderes Beispiel ist f(x,y) :=

2. Im Fall p=1, d.h., f: U — R, bezeichnet

grad(f)(z) :

(V)(z) = : €R"

den Gradienten von f (oder das Gradientenfeld von f) an der Stelle z € U. Dieser
Vektor ist wohldefiniert, sobald f partielle Ableitungen in allen Richtungen z;, 1 <
1 < n, hat. Ist f zusétzlich differenzierbar in x € U, so gilt nach Proposition [2.61}

Zh o (@) = (Vi)
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fiir alle h € R", wobei (-,-) das kanonische euklidische Skalarprodukt im R™ be-
zeichnet.

Proposition 2.63 (Kettenregel) Secien f : U — RP, wobei U C R™ offen ist, und
g:V — RY, wobei V- C RP offen ist, Abbildungen mit f(U) C V. Ist f differenzierbar in
x € U und g differenzierbar in f(x) € V, soist go f : U — RY differenzierbar in x € U
und es gilt

d:v(g o f) = df(x)g o d:vf

Beweisf? Nach Voraussetzung existieren 7,1’ > 0 mit B,(z) C U, B.(f(x)) C V und
Abbildungen ¢ : B,(x) — RP und ¢’ : B,/(f(x) — R? so, dass fiir alle h € B,.(0) und
h' € B,.(0)

flx+h) = [f(x)+daf(h)+|h]-e(h)
g(f(@)+ 1) = g(f(x)) +dsmg(h) + [B] - £'(R)
gelten, wobei d,f : R" — RP sowie df)g : RP — R? linear sind und e(h) |m 0
N

sowie €’'(h') I\_> 0. Da f stetig in x ist (Proposition [2.61)), existiert ein r” €]0,7[ s.d.
W0

|f(x 4+ h)| — f(z)| <7 fir alle h € B,»(0). Fir alle h € B,»(0) gilt dann:

goflz+h) = g(fz+h)
= (o) + daf (h) + Bl -£(h)

= g(F(@) + dywyg(h) + W] - ()
— 90 £(0) + dyg(df(h) + dyog(1h] - () + 1] - £/ (R),

wo wir im letzten Schritt die Linearitdt von dj)g benutzt haben. Wieder wegen der

Linearitit von dya)g gilt dyyg([bl-=(h)) + |- £(0) = bl - (drrg(e(h) + (1)) fi
alle h € B,»(0) \ {0}. Aus e(h) H—> 0 folgt dy(z)g(e(h)) |m 0 (siehe z.B. Einschub iiber
—

Matrixnormen). Auflerdem ist

('] |daf(h) 4[] - (h)]

= —d f() =0

7] ] g
insbesondere Tl \ld..f]| - ]lhl | +le(h)| < ||d.f]] + 1 fur alle h € B,»(0) hinreichend klein
(d.h., |h| < 7 fiir ein hinreichend kleines 7 €]0,r"[). Wegen |h'| < (||d.f]| + 1) - |h| gilt

meesondere |1 H—> 0 und somit €’(h’) |T> 0. Insgesamt bekommen wir go f (z+h) = go

f(x)+dsygody f(h)+|h|-€(h) fiir alle h € Bz(0), wobei e(h) := df(x)g(a(h))+w~

e'(dyf(h) + |hle(h)) erfilllt: |e(h)| < |dpwg(e(h))| + (|dafll + 1) varepsilon'(d, f(h) +

() - 0.

Dies beweist, dass g o f differenzierbar in x € U ist mit Differential

d.(go f) =dwgod.f.

Einschub iiber Matrixnormen:

23Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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o Sei A € M,y,(R) eine Matrix. Man definiert

A-x
4= s (1501)
seRm\{0} \ |7

(Norm — auch Spektralnorm genannt — der Matrix A). Folgende Eigenschaften
kénnen tiberpriift werden: ||Al| € [0,00[, |A|| =0<= A =0, ||[A+B| < ||A||+]B]|
und [[A- Al = |A]-||A]] fiir alle A, B € M,«,(R) und A € R. Somit definiert | - || eine
sogenannte Norm auf dem Vektorraum M, (R). Aus diesen Eigenschaften folgt,
dass d(A, B) := ||A — B|| eine Metrik auf My, (R) definiert.

e Nach Definition von || - || gelten:

x  |A-z] < ||A] - x| fir alle z € R™,
|A-B|| < [|A]| - ||B| fiir alle A € My, (R) und B € M, ,(R).

Beispiele 2.64

1. Ist f: U — RP? konstant, so ist f differenzierbar auf U und es gilt d,f = 0 fiir alle
x € U. Denn: fir r > 0 mit B,.(x) C U gilt, V h € B,(0),

flx+h)—f(x)=0=0-h+|h|-0,

d.h., mit L = 0 und ¢(h) := 0 bekommt man f(x+h) = f(x)+ L(h)+ |h|-e(h) und

2. Ist f:= A, : U — RP, wobei A : R" — RP linear ist, so ist f differenzierbar auf
U und es gilt d,f = A fiir alle x € U. Denn: fiir r > 0 mit B,.(z) C U gilt, fiir alle
h € B,(0),
flx+h)— f(z) = A(x+h)— A(x)
= A(x)+ A(h) — A(x)
= A(h),

wobei A bereits linear ist. Setzt man €(h) := 0 fiir alle h € B,.(0), so gilt f(z+h) =
f(z) + A(h) + |h| - e(h) fur alle h € B,(0), mit e(h) — 0. Dies zeigt, dass f

|h|—0
differenzierbar in x € U ist mit d, f = A.

3. Seien f: U — R? und ¢g : U — R?" Abbildungen und « € U ein Punkt. Betrachte
die Abbildung
(f,g): U— R x RY =R+
z— (f(z),9(x))

Behauptung: Die Abbildung (f,g) ist differenzierbar in x <= f und g sind diffe-
renzierbar in z. Ggf. gilt d.(f,g)(h) = (d.f(h),d.g(h)) fiir alle h € R".

Beweis: “=": Sind f und g differenzierbar in x € U, so definiere die Abbildungen
pr; : RFFY — RP 2 = (21,...,2p4y) — (21,...,7,) und pr, : RPP — RF
x=(21,...,Tpsp) — (Tp41, .- ., Tpyp ). Die Abbildung pr; ist die kanonische Pro-
jektion auf die p ersten Koordinaten, die Abbildung pr, ist die kanonische Projektion
auf die p’ letzten Koordinaten. Beide sind lineare Abbildungen. Nach dem Beispiel
[2.64]2 und der Kettenregel sind dann pr; o (f, g) und pr, o (f, g) differenzierbar in
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x. Wegen pry o (f,g) = f und pry o (f,g) = g folgt, dass f und g differenzierbar in
2 sind.

“«=": Sind f und g differenzierbar in z, so schreibe

flex+nh) = f(x)+df(h)+|h|-e(h)
und g(z+h) = g(x)+d.g(h)+ |h|-€'(h),

wobei (h) — 0 und €’(h) — 0. Daraus folgt

|h|—0 |h|—0
(f,9)(x+h) = (f(x+h),g(z+h)
= (f(z) + dof(h) + || - e(h), g(x) + dag(h) + |h| - £'(h))
(f(2), 9(x)) + (dof(h), dzg(h)) + (2] - £(h), |h] - £'())
= (f(2),9(x)) + (dof(h), dug(h)) + [R] - (£(h),&'(R)),
wobei h — (d,f(h),dyg(h)), R® — R? x R¥, linear ist und |(g(h),e'(h))] o 0
(benutze |((h),€'(h))| < V2 - max(|e(h)], |¢'(h)])). Dies zeigt, dass (f,g) differen-
zierbar in z ist mit Differential h —— (d, f(h),d.g(h)). V

4. (Produktregel) Seien f,g : U — RP Abbildungen und b : R? x R? — R eine
bilineare Abbildung, d.h. fir alle z,y € RP sind R? — RY?, z —— b(z,2z) und
RP — R? z — b(z,y), linear. Sind f und ¢ differenzierbar in z € U, so ist die
Abbildung b(f,g) : U — R, . — b(f(z), g(x)), differenzierbar in x und es gilt

do(b(f, 9))(h) = bldaf(h), g(x)) + b(f(2), dzg(h))
fiir alle h € R™. Denn: man schreibt b(f, g) als bo(f, g), wobei (f,g) : U — RP xRP,
x+— (f(x),g(x)). Da f und g differenzierbar in x sind, ist (f, g) differenzierbar in
x nach Beispiel 2.6413 oben.
Behauptung: Die Abbildung b ist differenzierbar auf RP x RP und es gilt, fiir alle
x,y € RP:

d(zab(h, B') = b(h,y) + b(z, 1)

fiir alle h, h' € RP.
Beweis: Wir berechnen fiir alle z,y, h, h’ € R?:

b(x +h,y+H) = bx+hy)+bx+hN)
= b(z,y)+0b(h,y)+b(x, ') + b(h, ).

Nun ist die Abbildung (h, k') — b(h,y) + b(a: h'), R? x RP — RY, linear und es

p
gilt 281 5 0: schreibe némlich b = Z hie;, h' = > hle;, dann ist b(h,h') =
i=1

'<" ) [(h,h)|—0 =

Z hih’b(e;, e;), insbesondere

3,7=1

p
[b(h, K| < 32 [hilb(ei, €;))]

3,j=1

p
< 2 [hal - Ing] - bles €5)]

ij=1

p
AR CRHI]

ij=1
—_——
=M

IN
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wobei |h;| < |h| und |h}| < |W/| benutzt wurden; es gilt, fir alle (h, h') # 0:

b)) B R L P ,
< M < M=M-|(h}) —s o0
)] S M S ) 0 BT rento

Hierbei haben wir |h| < |(h, /)] und |A'| < |(h, h')| verwendet. Daraus folgt b(x +

o) = (a9 +b(h )bl )+ )2 ), wobei () o= . —

0. Dies beweist die Behauptung. vV
Aus der Behauptung und der Kettenregel folgt, dass b(f,g) differenzierbar in z ist

mit
do(b(f,9))(h) = (d(s(@).gx)b) © (d ([, 9)(R))
= dq x)g(m)bO(dzf() +9(h))
= ( f(h),g 1’))+(()d g(h))

fiir alle h € R™, was zu beweisen war.

4’. Spezialfille vom Beispiel [2.64]4 sind u.a. folgende:

e Seib= (-, ) : R? x R? — R das kanonische euklidische Skalarprodukt auf R?.
Sind f und g differenzierbar in = € U, so ist (f, g) : U — R differenzierbar in
x und es gilt fiir alle h € R™:

do(f,9)(h) = (daf(h), g(x)) + (f(x), dug(h)).

Im Fall n = 1 ist diese Identitét dquivalent zur Produktregel fiir Kurven, siehe
Proposition [1.10, Im noch spezielleren Fall (n = 1,p = 1) ist diese Identitét
dquivalent zur iiblichen Produktregel (fg) = f' - g+ f - ¢ aus der Analysis I.

e Sei b: R® x R3 — R3 das Kreuzprodukt auf R3, also b(x,y) := x X y :=

T2Y3s — T3Y2 T T
x3y1 — 11y3 | fiirallex = | 2o | undy = | 2 | aus R3. Beachte, dass
T1Y2 — To2l1 I3 T3

b wohl bilinear ist. Sind nun f : U — R?® und ¢g : U — R3 differenzierbar
inr € U, soist fxg:U — R? differenzierbar in x mit d,(f x g)(h) =
d.f(h) x g(x) + f(x) x d.g(h) fir alle h € R™.

5. (Linearitét des Differentials) Eine weitere Anwendung der obigen Beispiele ist fol-
gende:
Behauptung: Sind f: U — R" und g : U — R" differenzierbar in x € U, so ist
fiir alle A\, u € R die Abbildung \f + pg : U — R™ differenzierbar in x und es gilt,
fiir alle h € R": dy(A\f + pg)(h) = My f(h) + pdag(h).
Beweis: Zu beachten sind: RP — RP, z 219\ - 2 ist linear und RP x RP -2 RP,
(z,y) —> x + y ist linear. Nach den Beispielen 2.64]2 und 2.643 gilt: A\f + pg =
bo (Ald, puId) o (f,g) ist als Nacheinanderausfiihrung von differenzierbaren Abbil-
dungen (in z) wieder differenzierbar in x und es gilt, fiir alle h € R™

de(Af +pg)(h) = dog@)ug)b o (de(Af)(R), du(pg)(h))
= bo (M, f(h), pdg(h))
= Ay f(h) + pdog(h).
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Definition 2.65 Sei f : U — RP eine Abbildung mit U C R™ offen, und x € U ein
Punkt. Hat f partielle Ableitungen in allen Richtungen x;, 1 < i < n, in x, so heifit die

Matrix o7
Ji(x) = (83;1} (m)) e

1<j<n

die Jacobi-Matrix von f an der Stelle x. Hierbei bezeichnen die fls die Koordinatenfunk-
tionen von f, d.h., f(y) = (f1(y),..., fp(y)) fir alley € U.

Bemerkungen 2.66

1. Bemerke: ist f zusétzlich differenzierbar in z, so gilt nach Proposition [2.61}
of ~x~, Of
daf(h) = Z him=(@) =Y hizt(v)e;,
oz, ; Ox;

dh., dof(h) = Jp(z) - h.

2. Ist f: U — V differenzierbar in x € U und ist g : V — R? differenzierbar in
f(z) € V, so gilt fiir die Jacobi-Matrizen:

Jgor(x) = Jy(f(2)) - Jf(x).

Fiir den Beweis wird die Kettenregel angewendet, unter Beriicksichtigung, dass
die Nacheinanderausfithrung linearer Abbildungen dem Produkt der entsprechen-

den Matrizen entspricht (in den entsprechenden kanonischen Basen von R”, R? und
RY).

3. In der Physik werden die Bezeichnungen bei der Anwendung der Kettenregel mo-
glichst intuitiv gestaltet — wenn auch manchmal etwas irrefithrend! Dazu geben wir
zwei Beispiele an:

e “Fiir eine Funktion f = f(x,y) und eine weitere Funktion z = z(x,y) gelten:
6‘f(r v — 0fwz2)  0z(wwy) ) OF@y) _ Of(xz) | Of(wz)  Oz(zy) »
0z oy ox ox 0z ox

Dabel wird folgendes gemeint: sei f : U — R eine Abbildung, (z,y) € U ein
Punkt, wobei U C R? offen (und nichtleer) ist. Angenommen, f sei dlfferenzierbar
auf U. Sei z : U — R eine in (z,y) differenzierbare Funktion. Wir betrachten
die Abbildungen h : U — R?, (x,y) — (z,z(z,y)) und g :== foh : U — R,
d.h., g(x,y) = f(z, z(z, y)) Dann ist g differenzierbar in (z,y) € U und es gelten:

E(w,y) = 5L(w,2(x,y)) - E(w,y) wnd FE(z,y) = (2, 2(x,9)) + (2, 2(2,y)) -
% (x,y).

Begriindung: nach der Kettenregel gilt J,(z,y) = J¢(h(z,v)) - Ju(x,y), wobei
Jf(x’,y’) = (aii( ay) 3 3 Yy
Gay) Gy 1 0
d J /7 ) = &g 8‘2 /7 ) - ( 2 2 )
und - Ju(@',¢f) <§x(x ) 5@ y) F@y) E@y)
fiir alle (2/,y') € U. Daraus folgt
of of 1 0
J = : z z
o) = (hoen sEo@m)- (e, 20,

= (o) + g 0w w0 k) G

&\
—
N—
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Dies liefert die beiden Identitéten.

° “% = gi (x,y) - dy Y(x, f)”. Dabei wird folgendes gemeint: angenommen, es
gibt eine Funktion z = z(:c) so, dass z differenzierbar (also ableitbar) ist und
x +— f(z,2z(x)) konstant ist fiir alle x in einem offenen Intervall. Dann gilt fiir

alle = aus diesem Intervall: & (z, 2(z)) = gi(:c z(z)) - —Z(:c)

2'(z)
Begriindung: Wir leiten die konstante Funktion x — f(z, z(z)) nach z ab und wen-

den die Kettenregel an: 0 = (f(x 2(xz))) = (gi(az‘ z(z)) af(ilf 2(95))) : (Z/%x)) =

gi (x,2(x)) + gg(m z(x)) - 2 (x ) Dies liefert die Identitdt. Dieser Situation werden

wir beim Satz iiber implizite Funktionen (Korollar [2.78) begegnen.

Definition 2.67 Sei f : U — RP eine Abbildung, wobei U C R™ offen ist. Die Abbildung
f heift genau dann stetig differenzierbar (kurz: C*) auf U, wenn f differenzierbar auf U
ist und die Abbildung J; : U — My, (R), x — Jy(x), stetig ist.

Beispiele 2.68

1. Eine Abbildung ¢ : I — RP, wobei I C R ein offenes Intervall ist, ist genau dann C!
im Sinne von Definition [2.67, wenn sie im {iblichen Sinne C! ist (d.h., ¢ ist ableitbar
und ¢: I — RP ist stetig).

2. Jede affin-lineare Abbildung ist C': ist f der Form f(z) = A-z+b, mit A € M,y,(R)
und b € RP, so ist f differenzierbar auf R™ und es gilt d,f = A fiir alle x € R";
insbesondere ist J; konstant, und somit auch stetig auf R".

2.2.2 Der Mittelwertsatz

Satz 2.69 (Mittelwertsatz) Sei f : U — RP eine auf einer (nichtleeren) offenen
Tez’lmengﬁ U vom R™ differenzierbare Abbildung. Seien x,y € U, so, dass [x,y] C U gilt.
Dann gilt

[f(x) = Fy)l < sup (| r()]]) - [& =yl

2€[z,y]

Beweis. O.B.d.A. sei & # y. Definiere die Abbildung f : [0,1] — R?, t — f((1—t)z+
ty).

Behauptung 1: Die Abbildung f ist ableitbar auf [0, 1] mit f’(t) = da—tyatty f(y — ) fiir
alle t € [0, 1].

Beweis: Die Funktion h : [0,1] — U, t — (1 — t)x + ty ist offensichtlich ableitbar
mit h/(t) = y — « fiir alle ¢ € [0,1]. Nach der Kettenregel ist daher f o h = f auch
ableltbar (oder differenzierbar, es ist dquivalent) mit f/(t) = d,f(1) = dnw f o dih(1) =

(1) = i ayeray (g — 1), fir alle £ € [0,1] Y
Wir setzen M := sup (||J¢(2)|), wobei || - || die Matrixnorm (siehe Einschub) ist. Ist
z€[zy]

24In der Vorlesung wurde angenommen, dass U konvex ist. Dies hat aber keinen Einfluss auf das
Ergebnis, da die Voraussetzung [z,y] C U fiir alle 2,y € U dann automatisch erfiillt ist.
25Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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M = o0, so ist die Ungleichung offensichtlich erfiillt. Sei also M < oo. Fiir ein beliebiges
€ > 0 definieren wir

A= {te[0,1], |f(t) = fO)] < (M +e)- |z —y|-t+e} C[0,1].

Wir zeigen, dass 1 € A gilt.

Behauptung 2: Die Teilmenge A ist abgeschlossen in [0, 1], nichtleer und es gilt f =
sup(A) > 0.

Beweis: Die Abbildung ¢ : [0,1] — R, t — [f(t) — f(0)| = (M +¢) - |z —y| - t — e ist
wegen | stetig offenbar selbst stetig und es gilt A = {t €10,1], g(t) < 0} = g7 ([0, 0]).
Da [0, co[ abgeschlossen in R ist, folgt aus Proposition [2.19] dass A abgeschlossen in [0, 1]
ist. Insbesondere ist 8 € A.

Bemerke nun, dass 0 € A gilt, denn |[f(0) — f(0)| = 0 < ¢ ist erfiillt. Es gibt sogar ein
n > 0 so, dass n € A gilt, denn: die obige Funktion g ist stetig mit g(0) = 0, insbeson-
dere existiert ein n > 0 so, dass |g(t)| < ¢ fiir alle t € [0,7]. Dies beweist A # & sowie
sup(A) > n > 0. vV

Behauptung 3: Es gilt § = 1.
Beweis: Angenommen, es gelte 8 < 1. Wegen |}1_1E% %};(B” = |f’(ﬁ)] und, nach der
Behauptung 1,
B = lda—nesyf(y — @)l
[T (1 =tz +ty) - (y — o)
NS

SERT)

< (=t +ty)| - |y — x|

< sup [[Jp(2)] - |z —y
z€[z,y]

= M-|z—y|

< (M+e)-|z—yl
existiert ein & >A 0 so, Eiass fir alle t €]5— 0, B[U] 5, 5+ 0] gilt: |%§<B)| < (M+e)-|ly—z|,
insbesondere |f(t) — f(B)] < (M +¢) |z —y|- (t = p) fir alle t € [5, 5+ d] (fiir t = [ ist
diese Ungleichung offensichtlich erfiillt). Daraus folgt, fir alle ¢ € [3, 8 + 4[:

&) = FO) < [f(&) = FB) +1f(8) = f(0)]  (Dreiecksungleichung)
(M+e)-|o—yl-(t=P)+(M+e)-|r—y|l-b+e
(M +e)-le—y|-t+e,

insbesondere ¢t € A. Dies widerspricht aber § = sup(A). Daraus folgt § = 1. vV

Il IA

Die Behauptung 3 liefert das Ergebnis, denn sup(A) = 1 bedeutet, dass |f(y) — f(z)| =
|f(1) = f(0)] < (M +¢)-|z—y|-1+e. Dies gilt aber fiir alle ¢ > 0. Lésst man ¢ gegen 0
laufen, so bekommt man |f(y) — f(z)| < M - |z — y|, was zu beweisen war. O

Bemerkungen 2.70
1. Im Fall n =1, d.h. U C R offen, ist die Ungleichung von Satz aquivalent zu:

£(b) = fla)] < (sup [f/(£)]) - (b—a)

t€la,b]

fiir alle a < b mit [a,b] C U. Denn: es gilt d,f(h) = hf'(t) fiir alle h € R.
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2. Man beachte, dass im Fall p > 2 folgende Aussage falsch ist: “Fiirn =1 und a,b € U
mit a < b und [a,b] C U gilt

fO)—fla)=((b-a)- f'(c) firen cE€la,bl.”

Im Fall p = 1 wére die Aussage natiirlich richtig (Mittelwertsatz der Analysis I). Fiir
p=2kannman zB. U =R, f: U — R2 t — (Z?r?((f))) betrachten. Die Abbildung
f ist differenzierbar auf U und es gilt, fiir a = 0 und b = 27 einerseits f(b) — f(a) =
(8) € R? und andererseits f'(t) = (. Sm(t) # 0 fiir alle ¢ € R?, insbesondere ist

(b—a)f'(c) =2m- f'(c) fur alle c € R Sﬁd daher kann f(b) — f(a) = (b—a) f'(c) fir
kein ¢ gelten.

Korollar 2.71 Sei U C R" eine nichtleere zusammenhdingende offene Teilmenge und
f: U — RP eine differenzierbare Abbildung. Gilt df = 0 auf U (d.h., d.f = 0 fir alle
x e U), soist f konstant.

Beweis % Der Beweis beruht auf folgenden Behauptungen.

Behauptung 1: Die Abbildung f ist lokal konstant auf U, d.h., fiir alle x € U existiert
einr>0s.d. f, . konstant ist.

Beweis: Sei x € U beliebig und r > 0 mit B,(x) C U. Fiir jedes y € B,.(z) ist [z, y] C B,(x)
(jeder Ball im R™ ist konvex) und Satz [2.69| liefert |f(y) — f(x)| < sup ||Jp(2)| - lv — «|.

2€[zy]

Nach Voraussetzung ist J(z) = 0 fur alle z € U, somit gilt |f(y) — f(z)] = 0, d.h.,
f(y) = f(x). Dies zeigt, dass f|, , konstant gleich f(z) ist. V
Behauptung 2: Sei f : X — Y eine lokal konstante Abbildung zwischen metrischen
Réumen. Ist X zusammenhéidngend, so ist f konstant.

Beweis: Fiir einen beliebigen Punkt x € X definiere

Co:={2" € X[ f(2) = f(2)}.

Bemerke, dass wegen x € C, die Teilmenge C, nichtleer ist. Wir zeigen, dass C, offen in
X ist. Sei 2’ € C,. Da f lokal konstant ist, existiert ein r > 0 s.d. f| B al) konstant ist;
insbesondere gilt f(z2) = f(2') = f(z) fir alle z € B.(2'), d.h., B,(2’) C C,. Dies zeigt,
dass C, offen in X ist. Nun definiere die Beziehung ~ auf X durch: fir z,2’ € X gilt
r~ 2 gdw. f(xr) = f(2'). Diese Bezichung ist offensichtlich eine Aquivalenzrelation auf
X. Die Aquivalenzklasse eines Punktes 2 € X ist genau C,. Da X die disjunkte Vereini-
gung seiner Aquivalenzklassen bzgl. ~ ist, muss jede Aquivalenzklasse C, als Komplement
einer Vereinigung offener Teilmengen auch abgeschlossen sein. Mit X zusammenhéngend
folgt, dass es nur eine Aquivalenzklasse bzgl. ~ gibt, d.h., X = C, fiir ein z € X, d.h., f
ist konstant. V
Der Beweis folgt direkt aus den beiden Behauptungen. 0

Satz 2.72 (Konvergenz einer Folge differenzierbarer Funktionen) Sei U C R”
eine nichtleere konvexe offene Teilmenge und (fy)ren eine Folge von differenzierbaren
Abbildungen U — RP. Man nehme an:

i) Einu € U existiert s.d. die Folge (fr(u))ren konvergiert im RP;

26Djeser Beweis wurde in der Vorlesung nur teilweise durchgefiihrt.
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ii) Eine Abbildung g : U — My, (R) existiert s.d. die Folge (Jy, )ken gleichmaBig auf
U gegen g konvergiert, d.h., sup ||.Jy, (x) — g(x)|| " 0.
zeU o0

Dann existiert eine Abbildung f : U — RP mit:

a) Fir jede beschrinkte Teilmenge Y C U konvergiert die Folge (fi|, )ren gleichmifig
gegen fiy;

b) Die Abbildung f ist differenzierbar auf U mit Jp(x) = g(x) fir alle v € U.

Beweisf"| Bemerke, dass wegen U konvex [z, y] C U fiir alle z,y € U gilt. Fiir jedes 2 € U
und alle m, g € N gilt, nach Satz (angewendet auf die Abbildung f,, — f;):

|(fm = S (@) = (fom = fo)(w)] < sup (15 (2) = Tg, () - |2 = ul.
zE|Tu
Sei € > 0. Da die Folge (fx(u))ren konvergiert, ist sie eine Cauchy-Folge (Beispiel [2.35/1),
insbesondere existiert ein N € N mit |f,,(u) — f,(u)| < € fiir alle m,q > N. Wegen der

gleichmdpigen Konvergenz von (Jy, Jken gegen g auf U existiert auch ein N’ € N mit
|75, (2) — g(2)|| < e fiir alle K > N" und alle z € U, insbesondere

177, (2) = J, (D) < 5 (2) = 92 + Ml9(2) = T, (2)]| < 22

fir alle m,q > N’ und alle z € U. Daher existiert ein N” € N s.d. |fi(u) — fy(u)| < ¢
und [|Jy,, (2) — Jg,(2)|| < € fiir alle z € U und m, ¢ > N”, insbesondere gilt
sup (|| Jy,.(2) — Jg,(2)]]) < e fiir alle m,q > N”. Aus der Dreiecksungleichung folgt, fiir

z€[x,u]

alle m,q > N":

(@) = fo(@)] < [ fm(@) = fo(2) = (fm(u) = fo(@)] + [fm(u) = fo(u)]
< sw (11, (2) = T, () 2 = ul + [ fin (1) = fo(u)]
< e-lr—u|l+e. (2.1)

Dies zeigt, dass fiir alle z € U die Folge (fx(z))gen eine Cauchy-Folge im R? ist. Da R?
mit der Standardmetrik vollstéindig ist (Beispiel [2.372), konvergiert die Folge (fi(2))ren
gegen ein Element aus RP, welches wir mit f(x) bezeichnen. Somit bekommen wir eine
Abbildung f : U — RP s.d. die Folge (fx)ren punktweise gegen f konvergiert, d.h.,
fr(x) = f(z) fir alle z € U. Tatséchlich konvergiert (fx)ren gleichmafig auf jeder

beschréankten Teilmenge von U gegen f: ist ndmlich B C U eine beschrénkte Teilmenge,
so existiert ein M € [0, 0o mit [b—b'| < M fiir alle b, b’ € B; legen wir ein Element b € B
fest, so folgt insbesondere |z — u| < |z —b| 4+ |b — u| < M + |b — u] fiir alle x € B. Aus
folgt, fiir alle m,q > N” wie oben und alle x € U:

|fm(z) = fo@)| <e-|z—ul+e<e-(M+1|b—ul|)+e.

Lisst man g gegen oo laufen, so bekommt man |f,,(z) — f(x)] < e- (M +|b—u|+1). Dabei
ist zu beachten, dass das obige N” wunabhdngig von x gewihlt worden ist. Daraus folgt
sup (| fm(z) — f(x)]) — 0, d.h., die Folge (fn|,)men konvergiert gleichméBig gegen f|,.
z€B m—ro0

2"Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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Nun ist der (lokal) gleichméfige Limes einer Folge von stetigen Abbildungen stets stetig.
Der Vollsténdigkeit halber beweisen wir diese Tatsache in der kommenden
Behauptung: Die Abbildung f ist stetig.
Beweis: Sei x € U und betrachte, fiir ein beliebiges » > 0, die beschrankte Umgebung
:= BY(x) C U von z in U (wir brauchen an dieser Stelle die Tatsache nicht, dass U
offen im R™ ist). Sei € > 0. Da (fin|,; Jmen gleichméBig gegen f|, konvergiert (siehe oben),
existiert ein N € N mit |f,,,(y) — f(y)| < e fir alle m > N und alle y € B. Da auflerdem
fn als differenzierbare Abbildung stetig ist (siehe Proposition , ist fn|, auch stetig,
insbesondere existiert ein ' > 0 mit |fy(y) — fy(z)| < e fur alle y € B mit |y — x| < r'.
Mit der Dreiecksungleichung folgt

|f(y) = f(2)] 1f () = v+ v () = fn(@)] + [ () = f(2)]
3¢,

IAINA

d.h., (fi,) ' (Bs:(f(x))) D By(z) N B. Proposition liefert, dass f, stetig in x ist; da
B eine offene Umgebung von x in U ist, liefert dies, dass f selbst stetig in z ist (argu-
mentiere mit Folgen). Da x € U beliebig gewéhlt werden konnte, folgt, dass f stetig auf
U ist. v

Es bleibt, zu zeigen, dass f differenzierbar ist mit ¢ als punktweise Jacobi-Matrix. Sei
x € Uund r > 0 mit B,(z) C U. Fiir alle h € B,.(0) und m € N gilt

[f(x+h) = f(z) —g(x)-h] < [flz+h) = f2) = (fm(z +h) = fn(2))]
(@ +h) = fu(x) = Ty, (2) - R
+[Jp, (x) - h = g(x) - hl. (2.2)

Sei € > 0. Fiir den ersten Summanden auf der rechten Seite von (2.2)) gilt

[f(@+h) = f@) = (fm(z + D) = fu(@)]| = lim [folz+h) = fo@) = (fm(z + D) = fu(2))]

mit, fiir alle ¢ € N:

|fq(x—|—h)—fq(x)—(fm(x+h)—fm(x))| = |(fq_fm)(x+h)_<fq_fm)(x)|
Sat42.69
( s (15() = T ) - o]

Wie oben finden wir ein N € N s.d. sup.¢y (||Jy,(2) — J,.(2)]]) < ¢ fiir alle m,q > N,
insbesondere |f,(x + h) — f,(x) — (fm(x + k) — fr(x))| < € - |h] fiir alle m,q > N und
h € B,.(0). Lasst man ¢ gegen oo laufen, so bekommt man

[f(@+h) = f(2) = (fm(z + D) = f(2))| < € [R], (2.3)

fir alle m > N und h € B,(0). Fiir den dritten Summanden auf der rechten Seite von

gilt
S p () - b= g(x) - h| = [(Jy, (x) = g(2)) - b < [, (2) = g(@)[[ - [h] <€ |h]

fir alle m > N, wobei die letzte Ungleichung aus ||.J;, () — g(x)|| =lm ||Jy,, (z) —
q—00

Jr,(x)|| < € folgt. Nun fizieren wir ein m > N und betrachten den zweiten Summanden
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auf der rechten Seite von (2.2). Da f,, differenzierbar in x ist, existiert eine Abbildung
em : B.(0) — R? mit £,,(h) |m 0 so, dass fi(x + h) = fi(z) + Jp,, (x) - A+ |h| - em(h)
—}
fiir alle h € B,(0) gilt. Wegen ¢,,(h) |m 0 existiert ein 1" €]0,7[ s.d. |e,,(h)| < ¢ fiir alle
ﬁ
h € B,(0) gilt, insbesondere
[fm(z + 1) = fm(@) = Ty, () - Al = [|h] - em(h)| = |h] - em(R)] < € - [R]
fiir alle h € B,+(0). Insgesamt folgt fiir (2.2) und fiir alle h € B,.(0):
|f(z+h) = f(z) —g(z) - h| < 3e-|h],
dh., & - |f(x +Rh) — f(z) — g(x) - h| < 3e fiir alle h € B.(0) \ {0}. Dies beweist

»[hl
|—}1L| Af(x+h)—f(z)—g(z)-h ‘T 0, d.h., dass f differenzierbar in x ist mit J¢(z) = g(x).
—0
Dies gilt fiir alle x € U. Der Beweis von Satz ist damit zu Ende. O

Satz 2.73 (Zusammenhang zwischen Differenzierbarkeit und partieller Differenzierbarkeit)
Sei [ : U — RP eine auf einer (nichtleeren) offenen Teilmenge U C R™ definierten Ab-
bildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

i) Die Abbildung f ist C' auf U.
ii) Alle partiellen Ableitungen % existieren und sind stetig auf U.

Beweis

“1) = 1i)”: Nach Proposition besitzt f partielle Ableitungen in allen Richtungen
und es gilt g—i(x) =d,f(e;) = Jp(x)-e;, firallex € U und 1 < i < n. Dax +— J¢(x) nach
Voraussetzung stetig ist, ist x — J¢(x) - e; ebenfalls stetig (nutze |J¢(x) - e; — J¢(y) - €] <
| J¢(z) — J¢(y)]|), somit ist g—gﬁ: : U — RP stetig, fiir jedes 1 <i < n.

“i1) = 1)”: Sel z € U beliebig. Angenommen, die Abbildungen g—é, 1 < i < n, seien
stetig in =. Sei r > 0 mit B, (z) C U und h € B,(0) beliebig. Dann gilt

Fla+h) = ) = Y g h@) = flor+ bt ) = flon )

i=1
0
_tha_i(xh P ,$n)

i=1
= f(l'1+h1,...,$n+hn>—f<l'1,$2+h2,...,l'n+hn)
0
—hla—a{‘l(l'l,...,l’n)
+f(w1, 20+ o, .. Ty 4 hy) — f(21, 20, 23+ h3, ..., 20 + hy)
0
—hga—a{;(l'l,...,l’n)

+f(.§(71,l'2, ey Tp—1, Ty + hn) - f(a:lv s an)
of

—hp=——(x1,...,2,).

oz,

28Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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Mit der Dreiecksungleichung folgt

h) — — h; <
ot h) = @) = (el <
Z|f(l‘1,...,l'j_1,$j—|—hj,...,$n—|—hn)—f($1,...,l'j,...,$n+hn) —h]’%(,fl,...,xnﬂ.
Jj=1 J
Nun ist zu bemerken, dass fiir jedes j € {1,...,n} die Abbildung
of
pj: hj — f(ﬂfl,...,.’lfjfl,l'j +h]’,...,$n—|—hn) — hj%(xl,...,xj,...,xn)
1

nach Voraussetzung ableitbar auf einem kleinen Intervall um O € R ist mit Ableitung
gegeben durch p);(h;) = gg (T1,...,xj_1,xj+hj, .., xn+hy) — (xl,...,xn).Nach dem
Mittelwertsatz angewendet auf p; gilt |p;(h;) — p;(0)] < sup (]pj( ) - 1hyl, dh,

5

z€[0,h

of

]f(:vl,...,a:j,l,acj—i—hj,...,xn—l—hn)—f(xl,...,xj,...,xn—{—hn)—hja—xl(:vl,...,%,...,xn)\
of of
< T A R+ hn) — =Ly )] ) - R
— ZES[lUlEJ] (|axj (55'1 ZL'] 1 ZL'] J T + ) a[[’](l‘l T )|) | ]|

Wegen |h;| < |h| fiir alle j folgt

[flo+h) = f(2) = Y _hin ()]
i=1 v

" of of )
< su Tlyee s i1, i +hiyooo 2+ hy) — =——(x1,...,2, - |h;
;Za@%}(’ax]“ s+ )= ez ) i

" of of >
< |h]| - su —(x1, .. i, + h ooy hy) — = (21, ..., x0)] ) -
H;Zdogﬂ(%m v+ )= (e

Sei € > 0. Da Jedes L stetig in x ist, existiert ein > 0 s.d. | ( ) — %(mﬂ < ¢ fiir alle
y € B,(z). Es folgt, furallehEB ,(0)\ {0}:

- 0
i e+ 1) = @) = 3o (o)) < e

Dies beweist |,1L| |fx+h)— flz) =S h2L S L(z)| —> 0. Somit ist f differenzierbar mit
def(h) =>" hla (x) fiir alle h € R™. Dies gilt nun fur alle z € U, da die 2Ls stetig

=1

auf ganz U sind. AuBerdem liefert dies auch die Stetigkeit von .J U — Mpxn(f&) (siehe
Beispiel [2.2113). Insgesamt folgt, dass f C! auf U ist. O

2.2.3 Der Umkehrsatz und der Satz iiber implizite Funktionen
Definition 2.74 Seien U und V' (nichtleere) offene Teilmengen des R™.
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1. Eine Abbildung ¢ : U — V' heifit genau dann Diffeomorphismus zwischen U und
V', wenn:

i) @ ist differenzierbar auf U,
ii) ¢ : U —V ist bijektiv,
iii) o~V — U (Umkehrabbildung von o) ist differenzierbar auf V.

2. Eine Abbildung ¢ : U — V heifit genau dann ein C-Diffeomorphismus zwischen

U und V, wenn ¢ ein Diffeomorphismus zwischen U und V ist und ¢ sowie o~
Ct-Abbildungen auf U bzw. V sind.

Proposition 2.75 Sei ¢ : U — V' ein Homdéomorphismus (p : U — V ist bijektiv, ¢
und o~ sind stetig) zwischen offenen Teilmengen des R™ und x € U ein Punkt. Dann
qgilt:

i) Ist @ differenzierbar in v € U, so ist o' genau dann differenzierbar in o(z) =y €
V, wenn d,p : R" — R"™ invertierbar ist. Ggf. gilt

dySD_I = (da;QD)_l = (d¢*1(y)¢)_1'

i) Ist o C' auf U, so ist ¢ genau dann ein C'-Diffeomorphismus auf U, wenn fiir alle
z € U die Abbildung d,p invertierbar ist.

Beweis.@ Ad 4): Ist o~ ! differenzierbar in y, so gilt nach der Kettenregel angewendet auf
Id= ¢ toey:
Id =d,Id = dw(x)(ap_l) o dyp.
Daraus folgt, dass d,¢ invertierbar ist mit (d,)™' = d,(¢™!).
Umgekehrt sei d,p invertierbar. Sei r,r’ > 0 mit B,(z) C U und B.(y) C V. Da ¢! nach

Voraussetzung stetig ist, kann 0.B.d.A. angenommen werden, dass ¢~ (B, (y)) C B.(z)
gilt (sonst verkleinere 7). Da ¢ differenzierbar in x ist, gilt fiir alle h € B, (z):

p(x + h) = p(x) + dup(h) + || - £(h),

wobei £(h) s Sei nun &’ € B,/(0). Dann gilt fiir z = ¢~ '(y) und h := ¢ Yy + ') —
—
v (y):
ple” W) +h) = oo (v) +daple™ (y+ 1) =7 (1)
Hy+h!)
e~ (y+h'

oy + 1) = W) ele y+ 1) — o7 (),

d.h., dop(e™ (y+1) =7 () = y+h —y—le  y+h) = (W) -e(e™ (y+h) =~ ().
Da nach Voraussetzung d,p invertierbar ist, folgt

e ' y+h) = Ny) = (dop) ' (R)
—(de0) " (e y+ 1) = W) el y+ 1) — o7 () -

29Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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Zu zeigen ist nun ‘h, Je My + 1) — o ()] -e(eHy+ 1) — o (y)] — Ih’l 0 denn dann

folgt, dass ¢! differenzierbar in y ist (mit Differential gleich (d,¢)~!). Die letzte Identitét
liefert aber, fiir alle b’ € B,/(0):

o Ny + 1) = W) < |(dutp) (R)]
oy + 1) — o W) - [(doe) (@ (w+ ) — o (W)

Sei € > 0 mit € < 1 gegeben. Wegen ¢ '(y + ') — ¢~ 1(y) \T) 0 gilt e(p™H(y + 1) —
o (y)) IWO 0 und somit auch (d.p) ' (e(p ™y + ') — ¢~ (y))) IIT 0, daher existiert
ein n > 0 mit |(dy) He(p Hy+h') — o (y)))| < e fiir alle b’ € B,(0). Es folgt, fiir alle

h' mit |h'| < min(n,r’):
o™ 1) =T W < Ml(dap) M- [P+ el y + 1) — o7 (W),

insbesondere |t (y + 1) — o7 (y)| < @ | < 2|[(dp) ] - |B]. Dies zeigt
|h—1,|-|<,0*1( +h )= ()| < 2||( wgp)*lﬂ fiir alle h # 0 hinreichend klein. Aus (¢! (y+h')—

¢~ (y)) i 0 folgt schlieflich g7 e ) =T W)l e(e y+h) = ()] o

was zu beweisen war.

Ad i7): Ist ¢ ein C'-Diffeomorphismus auf U, so ist ¢! differenzierbar auf V', insbeson-
dere liefert i), dass d,p fiir alle z € U invertierbar ist.

Sei umgekehrt der Homdomorphismus ¢ eine C'-Abbildung mit invertierbarem Differenti-
al in jedem Punkt. Nach i) is dann ¢! ebenfalls differenzierbar in jedem Punkt. Es bleibt
lediglich, zu zeigen, dass die Abbildung J,-1 : V- — M,,.,,(R) stetig ist. Nach i) gilt aber
Jo-1(y) = (Jo(p~H(y))) ! fiir alle y € V. Da J, und ¢! stetig sind, ist y — J,(¢ ' (v))
stetig.

Behauptung: Die Abbildung Inv : GL(n,R) — GL(n,R), A — A™! ist stetig.

Beweis: Zur Erinnerung ist GL(n,R) := {A € M,,x,(R) | det(A) # 0} die lineare Gruppe,
d.h., die Gruppe der invertierbaren reellen n x n-Matrizen. Es ist erstens zu bemerken, dass
GL(n,R) offen in M, (R) ist. Betrachte zunéchst die Identitatsmatrix I,, € GL(n,R).

Fiir alle H € M,,»,(R) mit ||H|| < 1 betrachten wir die Folge (uk = Z?:o Hj> , wobei
keN

H? := I,,. Wir behaupten, dass diese Folge eine Cauchy-Folge in M, ,(R) ist. Denn: fiir

alle p,q € N mit p < ¢ gilt

g—p—1 qg—p—1

lup = uqll = | Z HY|| = || HP* - Z HY|| < || H|[P* - Z 1.

Jj=p+1

Wegen ||H|| < 1 ist (sieche Analysis I fiir die Berechnung der Summe einer geometrischen
Reihe) Z?;g_l [H|7 <32 IHI = < 00. Daraus folgt, fiir alle p < ¢ in N:

1- HHII
ety — gl < AT
L—[|H]
Sei € > 0. Wegen | H|P*! o 0 existiert ein N € N mit ”1 ||||H”1 < e fiir alle p > N,

insbesondere |lu, — u,| <€ fur alle p,q > N (vertausche p und ¢ falls p > ¢). Dies zeigt,
dass (ug)ren eine Cauchy-Folge in M, (R) ist. An dieser Stelle akzeptieren wir, dass
M, «n(R) bzgl. der Metrik d : (A, B) — ||A — B|| vollstindig ist (nutze die Vollsténdigkeit



2.2. DIFFERENZIERBARKEIT 61

des R™ und argumentiere mit den Spalten der betrachteten Matrizen). Diese Tatsache
impliziert, dass (ux)ren gegen ein u € My, (R) konvergiert. Diesen Grenzwert bezeichnen
wir mit u =: Y ;- H*. Nun ist folgende Identitéit zu bemerken:

k k k
(In—H) up= (I, —H)- Y H =) H - H*™=71-H""

Wegen ||H¥Y| < ||H||*' — 0 gilt H**' — 0. Aus u, — u folgt (I, — H) - u = I,,
k—o0 k—o0 k—ro0

insbesondere ist [, — H invertierbar mit Inversem u = Y .-, H*. Insgesamt folgt, dass
jedes A € M, »,,(R) mit ||, — Al| < 1 invertierbar ist: die Matrix H := I,, — A hat ndmlich
Matrixnorm ||H|| < 1, daher ist I,, — H = A invertierbar mit Inversem >, (I, — A)*.
Dies heiit wiederum, dass im metrischen Raum M,,«,,(R) die Inklusion By (/) C GL(n,R)
gilt. Ist nun A € GL(n R) beliebig, so ist A+ H = A(l, + A~ H) fiir alle H € M,,«,(R).
Gilt insbesondere ||A"'H|| < 1, so ist nach der vorangegangenen Uberlegung I,, + A~'H
invertierbar, daher auch A+ H = A(I, + A~ H). Wegen HA‘lHH < [JA7Y] - [|H|| koénnen
wir sicherstellen, dass A + H invertierbar ist, sobald ||H|| < i = ATy gilt. Dies beweist die

Inklusion BH - (A) € GL(n,R). Daraus folgt, dass GL(n,R) offen in M,,(R) ist.
AT

Sei nun A € GL(n,R) und H € M,,«,(R) mit || H|| < Dann ist

1
A=
(A+H) ' =A™ = (A(L,+A'H) =A™
= (I,+A'H) - At - At
= (+A'H)" —1,)- A7,
mit (I, + A7 H) ™ =307 (—1)*(A~*H)*, insbesondere
(In+ A" H)” => (-1 =-A"H-) (-
k=1 k=0

Wie oben ist || >-po(—1)F(ATTH)¥|| < < 00, deshalb gilt

S S
1-[|A=1H]|

—A7'H . i(—l)k(A‘lH)k — 0.

H—0
Dies liefert (A + H)™! — A™! —— 0, was zu beweisen war. Vv
%
Da y — J,(¢ '(y)) stetig ist, ist nach der Behauptung und Proposition die Abbil-
dung y — Inv o J,(¢p ! (y)) stetig, d.h., J,-1 ist stetig. O

Satz 2.76 (Umkehrsatz) Sei f: W — R"™ eine auf einer offenen Teilmenge W C R™
definierte C*-Abbildung. Angenommen, d, [ sei invertierbar in einem Punkt u € W.
Dann existieren offene Umgebungen U von u in W und V wvon f(u) im R™ so, dass
fiv : U — V ein C-Diffeomorphismus ist.

Man sagt, dass dann f lokal um u ein C'-Diffeomorphismus ist.

Beweisf" O.B.d.A. seien u = 0, f(u) = 0 und d, f = Id (sonst betrachte die Abbildung
fi—u+U—R" z+— (df) (f(u+ ) — f(u)) und beobachte, dass die Verschiebung

30Djeser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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um einen konstanten Vektor und die Verkniipfung mit einer konstanten invertierbaren
Matrix C'-Diffeomorphismen sind). Wir wollen die Gleichung y = f(z) eindeutig 16sen
konnen, zumindest fiir x und y nahe genug an 0 € R™. Die Idee ist folgende: fasse diese
Gleichung als Fixpunktgleichung auf und wende dann den Banach’schen Fixpunktsatz an.
Néamlich ist
y=[f() <= y—f2) =0 <= z+y— f(x) =2

Betrachte nun, fir y € R™ a priori beliebig, die Abbildung ¢, : U — R", z — z— f(z)+vy.
Da f C! ist, ist ¢, auch C' mit d ¢, = Id — d,.f fiir alle € U. Da nach Voraussetzung
dopy = Id —1Id = 0 und = — d,f stetig ist, existiert ein r > 0 — unabhdngig von y —
mit ||J,, (z)|| < L fiir alle z € B,(0). Aus dem Mittelwertsatz (Satz folgt, fur alle
z, 2" € B, (0):

=2 (2.4)

N | —

loy(z) — (@) < sup (I, (2)I) - o — 2| <

z€[xz,x’)

Diese Ungleichung liefert bereits die Tatsache, dass ¢y © eine Kontraktion ist. Gilt auch
©,(B,(0)) C B,(0)? Wegen ¢,(0) =0 — 0+ y = y gilt, fiir alle € B,(0):

€d 1 r
@) < 04(@) = 2s0)] + 2O D & -Jal +1y] < & + .

Erfiillt y die Ungleichung |y| < %, so gilt ¢, (z)] < r fiir alle z € B,(0), d.h., p,(z) €
B.(0). Fiir ein y € B (0) ist also Cylz, 0 B,.(0) — B,(0) eine Kontraktion. Da B,(0)
als abgeschlossene Teilmenge des vollstdndigen metrischen Raumes R"™ vollsténdig ist
(siche Beispiel .2 und Proposition , folgt aus dem Banach’schen Fixpunktsatz

(Satz ) die Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunktes fiir Pylz, 0 d.h., es gibt ein

eindeutiges # € B,(0) mit ¢,(z) = x. Nach der obigen Bemerkung heifit dies: fiir jedes
y € B;(0) =: V existiert ein eindeutiges € B,(0) mit f(z) = y. Bemerke, dass dann
r € B.(0)N f‘l(Eg (0)) =: U. Wir haben also bewiesen, dass f, : U — V bijektiv ist.
Die obige Ungleichung liefert auch, fir alle x, 2’ € U:

=2 < fo—a" = (f(x) = f(@)]+[f(2) = f(«)]
[y (x) = @y ()| + [ f(z) = f(2)]

S le =L+ 1) - F),

inbesondere |z — 2’| < 2|f(x) — f(2')]. Daraus folgt | f~*(y) — f~1(y/)| < 2|y — ¢/| fiir alle
y,y € V. Dies liefert direkt die Stetigkeit von f~': V — U. Deshalb ist f, : U — V
ein Homoéomorphismus. Es bleibt, zu zeigen, dass d,f in jedem z € U invertierbar ist.
Fiir alle z € U gilt aber [|J,, (z)|| = |1, — Js(x)|] < 3 < 1 nach Konstruktion von r,
insbesondere ist I,, — (I, — Js(z)) = Jg(x) invertierbar (siehe Beweis von Proposition

2.75)). Proposition liefert schlieflich, dass fj,, : U — V ein C'-Diffeomorphismus ist.
[

<

Beispiele 2.77

1. Sei I C R ein offenes Intervall und f : I — R eine C*-Funktion. Sei u € I. Ist
f'(u) # 0, so folgt aus dem Umkehrsatz, dass f lokal um u ein C'-Diffeomorphismus
ist.
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Man beachte, dass f i.A. kein globaler Diffeomorphismus ist (f muss nicht bijektiv
sein).

2. Sei W :=R?und f: W — R? (z,y) — (e” cos(y), e” sin(y)). Dann hat f offenbar
erste partielle Ableitungen nach x und y und es gilt, fiir alle (z,y) € R*:
9(e” cos(y))  A(e” cos(y)) )

o ) __ (e"cos(y) —eTsin(y)
Ji(@,y) = | o) oeomw) | = Conty) ecosly) )

ox oy

e (o) ).
sin(y)  cos(y)

Da J; : W — Msy»(R) insbesondere stetig ist (alle Koeffizienten der Matrix
Jr(x,y) sind stetige Funktionen von (z,y)), folgt aus Satz , dass f O ist.
Auferdem gilt det(J¢(x,y)) = e**-det (Cs‘ifl(é)) _Cilsn(%)) = 2% (cos®(y) +sin*(y)) = .
Insbesondere ist det(J;(z,y)) # 0, daher ist J¢(z,y) invertierbar fiir alle (z,y) € U,
d.h., diy f : R? — R? ist invertierbar fiir alle (z,y) € W. Aus dem Umkehrsatz
folgt, dass f ein lokaler C'*-Diffeomorphismus ist. Dabei muss man nicht einmal lokal
die Umkehrabbildung von f suchen! Man bemerke, dass in diesem Beispiel f auch

nicht bijektiv ist.
3. (Polarkoordinaten) Sei W :=|0, co[x] — 7, [ und

f:wW — R?
o = (150))

Es gilt: f(W) =R?\ {(x9) € R? |2 <0} und f: W — f(W) ist ein Homéomor-
phismus (siehe Aufgabe 1 im Blatt 5). Desweiteren hat f erste partielle Ableitungen
d(rcosy))  O(rcos(p))

anf W und es gilt: J;(r,0) = | s ovdiien | = (onin remtsy) filr alle
or Op

(r,0) € W.Da (r,p) — Js(r, @) stetig auf W ist, ist f C* auf W (wiederum nach
Satz|2.73)). Wegen det(J¢(r, p)) = det (C:;(Efg) _r’;zl:(l%)) = rcos?(p) +rsin(p) =7 >

0 ist Jr(r, ), d.h. di, ) f, invertierbar fiir jedes (r,¢) € W. Aus Proposition m
folgt, dass f ein C!-Diffeomorphismus ist.

4. (Zylinderkoordinaten) Sei W :=|0, oo[x] — 7, 7[xR und
f:w — R3

rcos(p)
(ryp,2) +—> rsin(y)

Wie im letzten Beispiel kann bewiesen werden, dass f(W) = R? \ {(2,0,2) |z <0
und z € R} gilt und dass f : W — f(WW) ein Homdomorphismus ist. AuBerdem
hat f erste partielle Ableitungen auf W mit

O(rcosp) O(rcosep)  O(rcosp)

dramy)  Oiremg)  oramg)

_ rsin @ 7 sin rsin o

Jf(T, @ Z) - or Op 0z
or (o)) 0z

cosp —rsing 0
= sinp rcose 0 |,
0 0 1
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fiir alle (r, ¢, z) € W. Dies zeigt einerseits, dass f C! ist (Satz[2.73), andererseits dass
det(J¢(r,p,2)) = r > 0 fiir alle (r,¢, z) € W. Proposition liefert wiederum,
dass f ein C'-Diffeomorphismus ist.

5. (Kugelkoordinaten) Sei W :=]0,00[x] — 7, 7[x] — 5, 5[ und

f:w — R3
r cos(6) cos(p)
(r,0,¢) — rsin(6) cos(y)
rsin(p)

Es kann wiederum bewiesen werden, dass f(W) = R?\ {(z,0, z)|z < 0 und 2z € R}
gilt und dass f : W — f(W) ein Hombomorphismus ist. Die Abbildung f hat erste
partielle Ableitungen auf W mit

O(rcosfcosyp) O(rcosbcosp)  I(rcosb cos )

ar 90 dg cosfcosp —rsinfcosy —rcosfsinp
A(rsinfcosp) I(rsinfcosy)  OA(rsinb cosp) o . o .
ar —a0 E = | sinfcosy rcosfcosy rsinfsiny |,
O(rsin ) O(rsin ) O(r sin ) sin © 0 7 COS

or 00 e

insbesondere ist f C! auf W mit

det(J;(r,0,¢0)) = r?cos?(0)cos(p) + r?sin’(0) cos(p)
= r?cos(p) >0 firalle r>0 und ¢e]—73, 2

Daraus folgt, dass J¢(r,0,¢), d.h., dyg,) f, invertierbar fiir alle (r,0,¢p) € W ist.
Proposition liefert, dass f ein C''-Diffeomorphismus ist.

Korollar 2.78 (Satz iiber implizite Funktionen) Sei W C R" x R? eine nichtleere

offene Teilmenge und f: W — RP, (z,y) — f(x,y), eine C'-Abbildung, wobei x 1m R"

und y im RP laufen. Angenommen, es gibt ein w = (a,b) € W (wobei (a,b) € R™ x RP)

mit f(w) = 0 und so, dass die Matriz <g—§?(w)> invertierbar ist. Dann existieren
J 1<i,j<p

offene Umgebungen U von a im R™ und V von (a,b) = w in W sowie eine C'-Abbildung

g: U — RP mat:
{(x,y)EV <:>{er
flz,y) =0 y=yg(z)

Beweis " Betrachte die Abbildung

f:W — R" xRP
(z,y) — (2, f(z,9)).

Da f C!ist, ist f auch C! mit

Ovi Do I 0
Y

dx; Oy %($7y) P) (JT,y)

31Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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wobei wir folgende Bezeichnungen verwenden:

0N (g 6f1 T
(%x,gm)) B oh( Eg( z)) <:g< z))
o (z,g(x)) ... 22(x,9(x))
und
aﬁ(m (z)) ... 6—51(;1;, (2))
(Do) = e
Sz, g(x) ... F2(x,g(x))

Aus dem Umkehrsatz ( Satzp folgt die Existenz einer offene Umgebung V' von (a,b)
in W und einer Umgebung V’ von f(a b) = (a,0) in R x R? s.d. f| L V— V' ein C1-
Diffeomorphismus ist. Bemerke nun: es gibt Umgebungen U von a im R" und U’ von 0 im
RP mit U x U’ C V'. Denn: ein r > 0 eixstiert mit B,(a,0) C V' (wegen V' ' offen); wiihle
z.B. U := Br(a) CR" und U’ := Br(0) C R und {iberpriife, dass Ux U’ C V' wohl erfiillt
ist. Setze nun V' := (fA|V,)_1(U x U') (bemerke, dass V' offen in V’ und somit in W ist, da
fstetig ist). Nach Einschrankung ist ﬁv : V — U x U’ wieder ein C*-Diffeomorphismus.
Betrachte die Abbildung
g:U — RP
z — pryo(fi,) " ou,

wobei pry : R" x RP — RP? die kanonische Projektion auf die p letzten Koordinaten und
t1: U — U XU,z (z,0) ist. Inbesondere ist (ﬁv)_l(aﬁ,O) = (z,g(zx)) fir alle x € U.
Ist nun (z,y) € V mit f(z,y) = 0, so ist f(z,y) = (x,0), insbesondere gilt z € U und
(2.9) = ()7 (Fle.9) = (7,)7(2,0) = (2. g(x)) und daher ist y = g(x); also x € U und
y = g(x). Umgekehrt sei x € U und y := g(x). Wegen (z,y) = (z,g(z)) = (ﬁv)*l(x,())
gilt (z,y) € V; auBerdem ist f((ﬁv)_l(a:, 0)) = (2,0) = («, f(x,y)), insbesondere gilt
f(z,y) = 0. Dies schliefit den Beweis ab. O

Bemerkungen 2.79

1. Unter den Voraussetzungen von Korollar kann die Gleichung f(z,y) = 0 lokal
nach y aufgelost werden. Dies geht i.A. aber nur lokal, siehe z.B. Beispiel unten.
Es ist auch zu bemerken, dass die Funktion i.A. nicht explizit gegeben ist.

2. Es kann allerdings folgende Formel fiir g hergeleitet werden: namlich fiir alle z € U
gilt (nach Korollar 2.78)) f(x, g(z)) = 0, somit — da f und ¢ differenzierbar sind —
nach der Kettenregel (Proposition [2.63)):

B (.9(e) o G g(a) Wlr,g(@) ..o §E(r,g(2))
: : + : : .jg (g;) = 0.

Ofp '9 Ofp. Afp Ofp

L(rgx) ... F (:L“ g9(z)) ez, g(x) .. F2(x,g(@)

Mit den obigen Bezeichnungen bekommen wir folgende Formel fiir g:

0w =~ (Leown) (L),

Dies ist eine sogenannte partielle Differentialgleichung, welche g erfiillt.



66 KAPITEL 2. DIFFERENZIERBARE ABBILDUNGEN IN MEHREREN VERANDERLICHEN

Beispiel 2.80 Sei f : R?> — R, (x,y) — 22%y — cos(y) + 1. Die Abbildung f ist
offensichtlich C' mit g—’yc(:c,y) = 222 + sin(y). Fir a = 1 und b = 0 ist insbesondere
g—g(a, b) = 2 # 0. Der Satz tiber implizite Funktionen impliziert, dass auf einer Umgebung
von (a,b) die Gleichung f(x,y) = f(a,b) = 0 nach y aufgelost werden kann, d.h., es gibt
eine auf einer offenen Umgebung U von a in R definierte C'-Funktion g s.d. f(z,g(x)) =0

fiir alle z € U. Nach der Bemerkung [2.792 ist g durch folgende Identitét gegeben:

U(rglx)  dagla)
O (a.g(x)  2a°+sin(g())

fiir alle z € U. Insbesondere 16st g eine (nichtlineare) Differentialgleichung erster Ordnung,
siehe Kapitel [4]

2.2.4 Hohere Ableitungen und Taylor-Formel

Definition 2.81 Sei f : U — RP eine auf einer (nichtleeren) offenen Teilmenge des
R™ definierte Abbildung. Man sagt, dass f partielle Ableitungen zweiter Ordnung an
einem Punkt x € U besitzt, wenn f erste partielle Ableitungen in allen Richtungen auf
einer Umgebung von x hat und diese erste partielle Ableitungen an x in allen Richtungen
besitzen. Ggf. definiert man

0*f 0, of

fir alle 1<14,7 <n.

Im Falli = j wird 5—— 8:5 (% (x) oft mit o ’;( ) bezeichnet.

Beispiel 2.82 Sei f: R? — R, (z,y) — 22%y — cos(y). Dann hat f erste partielle Ab-
leitungen an allen Punkten (z, y) € R%: es gilt f(x y) = 4zy und U (:c y) = 22% +sin(y).
Da (z,y) — 4zy und (x,y) — 222 + sin(y) offensichtlich erste partlelle Ableitungen
besitzen auf R?, hat f partielle Ableitungen zweiter Ordnung an jedem (z,y) € R Es
gelten: W(w y) = 4y, 8y8x(x y) = 4z, &Tay(x y) = 4x und 2 57 2(3: y) = cos(y). Dabei

bemerken wir, dass aazgy(x y) = 881/8];: (x,y) gilt. Dies ist aber kein Zufall.

Satz 2.83 (Satz von Schwarz) Sei f : U — RP eine auf einer offenen Teilmenge U C
R" definierte Abbildung. Hat f partielle Ableitungen zweiter Ordnung in einer Umgebung
eines Punktes © € U, welche in z stetig sind, so gilt, fir alle 1 <i,7 < n:

()= L
6%’1'823]' N 8:1:]8331 .

Beweis. Wir schreiben den Beweis unter der leicht stédrkeren Voraussetzung, dass 85,26];_
10T
stetig um x (d.h., auf einer offenen Umgebung von x in U) sind. Seien 7,5 € {1,...,n}

mit ¢ # j (sonst ist nichts zu zeigen). Da die anderen Veranderlichen xy, k # 1, j, keine
Rolle spielen, kann 0.B.d.A. angenommen werden, dass n = 2, d.h. z; = x und z, = y.

32Djeser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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Sei also f: U — RP, (x,y) — f(x,y) wobei U C R? offen ist. Nach Voraussetzung hat

g—g eine partielle Ableitung in z-Richtung an (x,y). Nach Definition gilt:

5L (@+hy)—GL (2,y)

o2
(9 = i =
— lim 1L (hm fathytk)—f@thy) _ 13 f(m,y+k)—f<x,y>>
h—0 " \k—0 k k—0 k
— Im (hm (f(z+h,y+k>—f<x+h,y>—f(x,y+k)+f<x,y))) _
h—0 \k—0 hk

Analog hat (nach Voraussetzung) eine partielle Ableitung in y-Richtung an (z,y) und
es gilt:

el (z,y) = lim <lim

Oyox k—0 \ h—0

(f(:c+h,y+k) — flx+hy) — flo,y+k) +f(as7y)))
hk ’

Es ist daher zu beweisen, dass llgllr(l) mit }lllm vertauscht werden kann. Betrachte, fiir ein
— —0

festes h > 0 die Abbildung z — f(x + h, z). Nach Voraussetzung ist diese Abbildung
zweimal ableitbar auf einem kleinen offenen Intervall um y und ihre zweite Ableitung ist
stetig nahe y. Nach der Taylor-Formel mit integralem Rest gilt

B af 1 2f
f(.:z:~|—h,y—|—k:)—f(x—|—h,y)—ka—y(x+h,y)+k2/0 (1—t)ay (x 4+ h,y + tk)dt
sowie
1 52
f(x,y+k)—f(9:,y)Zk%(w,y)+k2/0 (1—t)a J;(fl?,y+tk)dt-

Analog gilt f(z+h,y+k)— f(z,y+k) = h-IL(z,y+k) —|—h2f0 (1—t gxg(:c—l—th y+k)dt
sowie f(z +h,y) — f(z,y) = h- %L(z,y) +h2 fo (1 — )24 (x + th, y)dt. Desweiteren sind

2 af ,(@,y) und 2 — af *(z,z) ableitbar in x bzw. z und es gilt f(x+h y) = gi (x,y)+

hai,gy (96, y) + hei(h) mit €1(h) — 0 sowie (:c y+k)= ( y)+ k- a@afx@?y) + keo(k)

mit e9(k) — 0. Es folgt einerselts
k—0

Pt b+ ) = Jo o) = fa+ 0+ Fe) = k(G )+ g o) + et
—I—k2/0(1—t)a‘é(x%—h,y%—tk:)dt—k-%(%@ - k‘Q/O( )a’é(x Y+ tk)dt

= () 2

1 2 82
+kz2/0(1—t)(ayf(x+h + th) — a“z(mvatk:))dt
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und andererseits

flx+hy+k)—

o /01(1—15)

o0r2

f($'+>h,y)-—

0*f

(x +th,y+k)dt —

1 82
+h2/0 (1—1) (a_xf

0’ f
Oyox

o

(x +th,y + tk)

Vergleicht man beide Identitdaten, so bekommt man

0% f
b (g 0) =
L+ h)

2L ety et)) -
_§§@+my+w0dﬁ494( 0(;& +th.y) - ;é

2

B o2
ﬂ%y+@—f@w)==h(55%w+kaép
a 1 2
baren) — 1 [ a-0F L+t

(w.0) + 2

e J;(x + th, y)> dt.

Ersetzt man nun h durch Ak und k& durch Ak (wobei A €]0,1[), so bekommt man

0 f (@
Oxdy "’

Nhk <

Y) = 3o

82 f

(z,y) +e1(Ah) — eg(Ak))

A%{A<1—o(

—)\2h2

(1—1)

A
(5

2

y+ M) =
*f

+ tA\h,y) — 52

f(:c +h,y+ tAk)) dt

(x+ﬂhy+m)ﬁ.

Mit der Transformation s = tA und durch Kiirzung der \2-Faktoren auf beiden Seiten

erhalt man

82
n (24

Sei jetzt € > 0. Da

n>0sd |24

Cr,y)-—

82
oyox

82

f(x,y)+-amxh)-axxk)>

(a: y)| < e und

Q
~

k2

= /\f(l %)W

2 - 5%t
= %f@\ 3)@
—- Blo-9%t

2@+ by + k) —

2

(
(
(x,y+ sk)ds
(

x,y + sk)ds
x + sh,y)ds
)
)

x + sh,y)ds.

ay2 und 2 o of Stetlg in (z,y) sind, existieren ein M G [0, 00 und ein
(x+hy+k)—

( ,y)| < e fiir

(x,y)-+—k€2(k)>

(x +th, y~|—k)>d
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alle h, k mit |h| < n und |k| < n. Fiir solche h und k£ gilt

k2 A 82 82
|ﬁ/0 (A—s) (a—;;(x,y+sk) 8y€(m+h y+sk))ds

T
k2 A an an
<3 ()\—s)](ayz(x,y+sk)—a—y2(x+h,y+sk)) |ds
h2 A a2f aZf
+ﬁ (/\—s)} (@(thsh,y) 92 —=(z + sh,y + k) ) }ds
2 12y A
< E(’“A_th)/ (A — s5)ds
0
2 | 1.2
< W fir alle A €]0, 1.

Wegen &1(\h) P 0 und ey(Ak) . 0 existiert ein A > 0 mit |e;(Ah) — ea(Mk)| < e
— —
Daraus folgt

ok (25 ) - 2 o) | < Jnk (myw )~ 2k )+ 210 — 00|
+|€2(>\h) — &2(Ak)| - [hk|

dh., G g - (e -

;jgy (x,y) — ;’;gm(x y)D > 0. Die Diskriminante des Polynoms

zweiten Grades % + (6 — (‘8i:gy($ y) — azgm(x y)|>> x4+ § ist gleich (e — ‘Bazay x,y) —
2 (z, y)‘) _4e |9 (x,y)— i L(z,y | _2€|8x8y x,y)— i DI (z,y | Die Bedingung,

Oyox 4 0xdy oyoxr Byax

dass diese Diskriminante nichtpositiv ist, hefert ‘ a a (x,y)— %aaylf(x, y)! <2.Dae>0
beliebig klein gew#hlt werden konnte, folgt ‘ Byam (x,y) — (96:1:(;; (z,y ‘ = 0, was zu beweisen
war. 0

Bemerkung 2.84 Die Voraussetzung “f hat partielle Ableitungen zweiter Ordnung um
x, welche in x stetig sind” ist wichtig, wie das folgende Beispiel zeigt. Sei f : R? —

ry (e —4y?)
R, (z,y) — { z?+y? falls -~ (z,y) # (0,0) Dann hat f erste und zweite partielle

0 falls  (z,y) = (0,0).

Ableitungen auf R?. Es gilt 5 of L(z,y) = (2x4(+27i%2)2_ ) und g (z,y) = x‘“”“(jﬁ’fy%j; 4y4),

insbesondere 2L (z — 0= 8f 0,0) und 9f — 0= af 0,0). Wegen
ay(y)()(o) ,(0,0) (y)()(oo) +(0,0). Weg

8f (2,0) = 57 =z gilt —f(O 0)=1. Wegen (0 y) = —4° — 4y gilt (%gx(O, 0) = —4,

1nsbesondere %(O 0) 8y81‘ 1 (0,0). Tatséichlich kann dlrekt nachgewiesen werden, dass

o) o) . . .
weder axafy noch ayaf stetig in (0, 0) ist.

Definition 2.85 Se: f : U — RP eine Abbildung, wobei U C R™ offen ist, und k € N,
k> 1.
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i) Man sagt, dass f partielle Ableitungen k-ter Ordnung auf U besitzt, wenn f partielle
Ableitungen (k—1)-ter Ordnung auf U hat, welche in allen Richtungen erste partielle
Ableitungen besitzen.

ii) Die Abbildung f heifit C* (oder k-mal stetig differenzierbar) auf U, wenn sie parti-
elle Ableitungen k-ter Ordnung besitzt, die stetig auf U sind.

iii) Die Abbildung f heifft C* (oder unendlich oft differenzierbar) auf U, wenn sie C*
fir alle k > 1 ist.ﬁ

Per Konvention heifit f C° auf U, wenn f stetig auf U ist.

Bezeichnungen 2.86

ok f

1. Sei k € Nund a = (e, ..., ,) € N* mit a; +- - -+, = k. Induktiv wird S g
T oxy
ok ok—1 . .. . .
durch m = 8%1- <m> definiert, wobei ¢ :== min{j € {1,...,n}| o, #
0}. Per Konvention ist 305 = f firalle1 <i<n.
Z;
n
2. Fir a € N definiert man |a] :== > o; € N, ol == aq!- -+ - ) € N und % =
i=1
6Z??‘ig;gn = gz;gzg}: fiir eine Abbildung f : U — RP. Per Konvention ist also
% := f. Man definiert A® := A7 - --- - hdm € R fiir alle h = (hq,..., hy,) € R™.

3. Fir «a, 5 € N" definiert man a + 5 := (a3 + f1,..., 0, + Bp) und a — 8 := (g —
b1, .., — (). Per Definition gilt o < §:<= o < ; fiir alle 1 <i <n.

4. Das Symbol “o(r)” bezeichnet eine Funktion o : R — R?, welche % H—> 0 erfiillt.
r|—0

Das Symbol “O(r)” bezeichnet eine Funktion O : R — RP? fiir die ein M € [0, 0]
und ein § > 0 existieren mit |O(r)| < M - |r| fiir alle |r| < 6.

Satz 2.87 (Taylor-Formeln) Sei f : U — R? eine Abbildung, wobei U C R™ offen ist.
Sei x € U und h € R" so, dass [x,x + h] C U. Dann gilt

i) Ist f C* auf U, so gilt
he 9l
flrny = Ty o

o<k

i) Ist f C**L auf U, so gilt

he a|a| he 1 1 — kak—i—l
f(x+h)zz—'. 85(‘75)4r Z J/0 ( k!t) 8$af(w+th)dt.

Q. X
|l <k |a|=k+1

[\

O(Jh|*+1)

33Mit dem Satz ist dies noch dquivalent dazu, dass f partielle Ableitungen beliebiger Ordnung
und in beliebigen Richtungen auf U besitzt.
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Die Taylor-Formel aus Satz [2.87,i) kann folgendermaBien umgeschrieben werden:

o plal
S = Y0 0 S @) ),

oxr®
lo| <k

wobei e(h) — 0.
[h|—0
Beweisskizze von Satz [2.87F7

i) Induktion iiber k. Fiir k = 0 (d.h., f stetig) ist zu zeigen, dass f(z + h) — f(z) ||—>0 0,

was aber aus der Stetigkeit von f in x folgt. Fiir den Induktionsschritt & — &k + 1
betrachte man die Abbildung ¢ : h — f(z +h) — Y, 2. a‘alf(x), welche auf einer

al or™
|a|<k+1
(offenen) Umgebung von 0 € R™ definiert ist; man wende die Taylor-Formel bis zur k-ten
Ordnung auf J; : U — My, (R) zusammen mit dem Satz von Schwarz (Satz an
und bekomme |@(h)| = o(|h|**1), was zu beweisen ist.

ii) Definiere die Abbildung f : [0,1] — R, t — f(x + th). Dann ist f C*1 mit

F'(t) = 3 hi2L(x + th) und, allgemeiner, fO(t) = > h* 2L (x + th), fir alle 1 < ¢ <
i=1 ‘ la|=¢

k R
k + 1. Die Abbildung v : [0,1] — RP, ¢t — Z “;fV fO(t) ist dann C* auf [0, 1] mit

A LA
v(l) = f(1) und v(0) = > f(iT Die Formel v(1) — v(0) = fol v'(t)dt zusammen mit
=0

V(1) = Q22 fE0 (1) Tiefert

ko2 1 k
; F9(0) (1=t
[T SRy e U
ZZO . 0 .
Ersetzt man f durch ¢ — f(x + th), so bekommt man die gesuchte Identitéit. O

Proposition 2.88 (Rechenregeln fiir hohere Ableitungen) Sei f : U — RP eine
C*-Abbildung fiir ein k € NU {oo}.

i) Ist g : U — RP OF, s0 ist \f + pg : U — RP ebenfalls C* fiir alle X\, n € R. Gyf.

gt 2192 _ \BE 4 98 fop e o € N it o] < .

ii) (Leibniz-Regel) Istg: U — RP C* soist (f,g) : U — R, x — (f(z), g(x)) eben-
lov] a 918l F pla—sl . la LI n a!
Jll O it 5489 = 5 () (1,250 ot (2) 1= T1 () = ] s

BENT
BLa

N.
iii) Ist g : V — R? C* wobei V C RP offen ist mit f(U) CV, so ist go f C*.

Beweisskizze[)| Der Beweis erfolgt per Induktion iiber k bzw. |a/. O

34Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
35Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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2.3 Lokale Extrema

2.3.1 Freie Extrema
Definition 2.89 Sei f: U — R eine Abbildung, wobei U C R"™ offen ist.

i) Ein Punkt u € U heifst Minimum (bzw. Maximum) der Funktion f g.d.w. f(u) <
f(z) (bzw. f(u) > f(x)) fir alle x € U gilt.

ii) Fin Punkt w € U heifit lokales Minimum (bzw. lokales Maximum) der Funktion
f g.d.w. eine Umgebung V wvon u in U so existiert, dass u ein Minimum (bzw.
Mazximum) von f, ist, d.h., wenn f(u) < f(z) (bzw. f(x) > f(u)) fir alle x € V
gilt.

iii) Ein Punkt w € U heifit (freies) Extremum von f, wenn w ein Minimum oder ein
Mazximum von f ist. Entsprechend heifst u lokales (freies) Extremum von f, wenn
u ein lokales Minimum oder ein lokales Mazimum von f ist.

Definition 2.90

i) Sei f: U — R eine C?-Funktion wobei U C R™ offen ist und x € U ein Punkt.
Die Hesse-MatrisP% von f in x ist die n x n-Matriz

Ppp— 82f
Hy(z) = (6%8%‘ <x)> 1<i,j<n

ii) Fine Matriz A € My« (R) heifst genau dann positiv-semidefinit, wenn (A-h,h) >0
fir alle h € R™ gilt. Sie heifst genau dann positiv-definit, wenn (A - h,h) > 0 fir
alle h € R™\ {0} gilt.

iii) Entsprechend heifftt A € Mux,(R) genau dann negativ-semidefinit (bzw. negativ-
definit ), wenn —A positiv-semidefinit (bzw. positiv-definit) ist.

Beachte, dass nach dem Satz von Schwarz die Hesse-Matrix einer C?-Funktion symme-
trisch ist.

Satz 2.91 (notwendige Bedingungen fiir die Existenz eines lokalen Extremums)
Seir f: U — R eine auf einer offenen Teilmenge des R"™ definierte Abbildung.

i) Ist f C' und uw € U ein lokales Extremum von f, so gilt Jy(u) =0, d.h., (Vf)(u) =
0.

i) Ist f C* und u € U ein lokales Minimum (bzw. Maximum) von f, so gilt (V f)(u) =
0 und die Hesse-Matriz von f in u ist positiv-semidefinit (bzw. negativ-semidefinit).

Bewezsm OBdA sei u ein lokales Minimum von f. Sei h € R™ beliebig und betrachte
die Funktlon f it —> f(u+th). Beachte, dass wegen U offen ein n > 0 existiert mit
{u+th|t €] —n,n[} C U, insbesondere ist f auf ] — n,n[ wohldefiniert. Da f C ist, ist
f C*. Nach Voraussetzung existiert eine Umgebung V von u in U s.d. f(u) < f(z) fiir

36 Tats#ichlich kann die Hesse-Matrix H #(z) definiert werden, sobald alle partiellen Ableitungen zweiter
Ordnung in « existieren.
3"Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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alle z € V. Bis auf Verkleinerung von 1 > 0 kann angenommen werden, dass u +th € V
fiir alle ¢ €] —n,n[ gilt. Es folgt f(t) = f(u+th) > f(u) = f(0) fir alle ¢ €] —n,n[.

Daraus folgt einerseits f/(0) = lim w > 0, andererseits f'(0) = lim w <0,
t—0 t—0~

somit ist f'(0) = 0. Nach der Kettenregel ist aber f'(0) = d, f(h) = J¢(u) - h. Daraus folgt
Jp(u) - h =0 fiir alle h € R, d.h., Jg(u) = 0.

i1) Sei w € U ein lokales Minimum von f. Wir wissen nach ), dass bereits J;(u) = 0 gelten
muss. Sei nun V' eine Umgebung von v in V mit f(z) > f(u) fiir alle z € V. Da f C? ist,
kénnen wir die Taylor-Formel bis zur zweiten Ordnung (siehe Satz [2.87]4)) anwenden: es
gilt, fiir alle h € R"™ mit [u,u+ h] C V,

fluth)—=fu) = Jp(w)-h+ 3 2580 (w) + o |b?)

— (9% . : 2
= (b (g @) | e | el

= (Hy(u) - h,h) + o(|h]?).

Schreibe o(|h|?) = |h|?*e(h) fiir eine Funktion ¢ : R™ — R mit e(h) |T 0. Ersetzt man
—0

h durch th, wobei t €]0, 1[, so bekommt man

flu+th) — f(u) = (Hs(u)-th,th) + |th]* - (th)
= 2((Hp(u) - h,h) + |h|? - (th)),

insbesondere ist (Hy(u)-h, h) = W —|h|%e(th) fiir alle ¢ €]0, 1[. Lisst man ¢ gegen
0 laufen, so bekommt man

(H¢(u) - h,h) = tlirg}r v >0
Wegen U offen gilt dies fiir alle hinreichend kleine 2’s und damit (wegen (Hy(u)-Ah, Ah) =
N2(H;(u) - h, ) fiir alle A € R) fiir alle i € R™. O

Satz 2.92 (hinreichende Bedingungen fiir die Existenz eines lokalen Extremums)
Sei f: U — R eine auf einer offenen Teilmenge des R™ definierte C?-Abbildung und

u € U ein Punkt. Angenommen, es sei (Vf)(u) = 0 und Hy(u) positiv-definit (bzw.
negativ-definit). Dann ist u ein lokales Minimum (bzw. Mazimum) von f.

Beweis.ﬁ Der Beweis beruht auf der Taylor-Formel und folgender Beobachtung.
Behauptung: Es gibt ein a €]0, oo| mit (Hy(u) - h,h) > a - |h|? fiir alle h € R™.

Beweis: Betrachte die Funktion ¢ : S1(0) — R, h — (Hy(u) - h, h), wobei S;(0) :=
{z € R"| |z| = 1} C R". Diese Funktion ¢ ist als quadratische Form offenbar stetig. Da
S1(0) kompakt ist (siche Beispiel [2.29]2), besitzt g nach Korollar die Funktion ein
Minimum auf S1(0), d.h., es gibt ein h € S;(0) mit g(h) < g(h) fir alle h € S1(0). Setze
a := g(h) und bemerke, dass wegen H(u) positiv-definit @ > 0 ist. Nun gilt, fiir alle
h € R™\ {0}:

h h

(Hya) - b = WP ) - o ) = AP (%) > |hPa.

38Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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und somit (Hy(u) - h,h) > a-|h|? fiir alle h € R™ (trivial fiir h = 0). V
Wir wenden die Taylor-Formel bis zur zweiten Ordnung in der Ndhe von u an (moglich
wegen f C?): fiir alle h € R™ mit [u,u + h] C U gilt

flu+h) = fu) = (Hy(u) - b, h) + o(|h[*) = (Hy(u) - h, h) + |h[*e(h),

wobei e(h) — 0. Wegen £(h) — 0 existiert ein 7 > 0 mit B,(u) C U und |e(h)| < §
|h|—0 |h|—0

fiir alle h € B,.(0). Es folgt, fiir alle h € B,.(u):
flu+h)— f(u) - |h* + |h|%e(h) (nach der Behauptung)
|hf?,

(AVAIAY]
Q

JIS]

insbesondere f(u+h)— f(u) > 0 fiir alle b € B,(0). D.h., u ist ein Minimum von f|p, (). O

Beispiele 2.93

1. Sei f: R? — R, (z,y) —> 2® + 2% + y%. Dann ist f C*™ (insbesondere C?) mit
Of (o 2 .
(V)(z,y) = (8”( ’y)) = (3’” +21). Insbesondere gilt

L@y 2y
_ 322+ 22 =0
(VH)(@.y) =0 { 2
= 0oder z = —%
y=20
2
<~ (z,y) =(0,0) oder (z,y) = (_5’0)'
oy o f
AuBerdem gilt Hy(x,y) = aa;ng(ﬂcyy) gg;?y(x,y) _ < 6935—2 (2) ) I
Oydx (IL‘, y) 8_y2(x7 y)

(0,0) ist (Vf)(u) =0 und Hs(u) = < (2) g ) ist positiv-definit:

010 =1 5)- (o) (o) = Gin)- (o) =28 220

mit (Hg(u) - h,h) =0 <= hy =0 = hy, d.h., (Hf(u) - h,h) =0 <= h = 0. Aus
Satz folgt, dass u = (0,0) ein lokales Minimum von f ist. Beachte aber, dass
u = (0,0) kein globales Minimum von f ist! Es gilt nimlich f(R?) = R.
2. Fiir dieselbe Funktion f betrachten wir nun den Punkt u := (—2,0). Nach 1. gilt
V) =0 wna ) = ()
definit — und auch nicht negativ-definit: gilt z.B. (H¢(u) - e1,€1) = —2 < 0 und
(Hf(u) - €9, e2) = 2 > 0. Tatséichlich hat die Funktion z — f(z,0) = 2® + 2% ein
lokales Maximum in x = —%, hingegen hat die Funktion y — f (—é, y) = %—i—gf ein
lokales Minimum in y = 0. Der Punkt (—%, 0) ist daher weder ein lokales Minimum
noch ein lokales Maximum von f. Der Punkt (—%,0) ist ein sogenannter Sattelpunkt
von f.

. Insbesondere ist H¢(u) nicht mehr positiv-
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2.3.2 Extrema unter Nebenbedingungen

Definition 2.94 Sei f : U — R eine auf einer offenen Teilmenge des R™ definierte
Abbildung. Fir ein k € N\ {0} seien Funktionen ¢1,...,9x, g; : U — R, definiert.
Man setze M := {x € Ulgj(x) = 0 fir alle 1 < j < k}. Man nennt einen Punkt u € M
lokales Minimum von f unter den Nebenbedingungen g1, ..., gx, wenn eine Umgebung V'
von w in U so existiert, dass u ein Minimum von f,.,, ist, d.h., wenn f(u) < f(x) fir
alle x € VN M gilt. Entsprechend wird ein lokales Minimum (bzw. Extremum) unter den
Nebenbedingungen g1, ...,gr definiert. Falls V. = U gewdhlt werden kann, spricht man
von globalem Minimum (bzw. Mazimum, Extremum) von f unter den Nebenbedingungen

gt,---,0k-

Beispiel 2.95 Fiir eine symmetrische Matrix A € M, ,(R) sei f R™ — R die durch

f(z) = me) definierte Funktion. Sei g : R" — R, 2 +— \xl . Dann ist M := {z €
R™ g(x) = O} ={z € R",|z| = 1} = 51(0) die 1-Sphére um den Punkt 0 € R™. Da f auf
R" stetig ist (f ist sogar C*), ist f},, auch stetig; weil M kompakt ist (Beispiel [2.29}2)
besitzt f|,, (mindestens) ein Minimum und ein Maximum auf M. Daraus folgt, dass f
mindestens zwei Extrema unter der Nebenbedingung ¢ hat.

Satz 2.96 (Lagrange-Multiplikatoren) Sei f : U — R eine auf einer offenen Teil-
menge des R™ definierte C'-Abbildung und g, ...,gx : U — R C'-Funktionen, wobei
k<n.Sei M :={x € Ul|gj(x) =0 firalle 1 <j <k} C U. Man nehme an, dass fir
jedes © € M die Vektoren Vgi(x),...,Vgr(z) linear unabhéngig seien. Ist u € M ein
lokales Extremum von f unter den Nebenbedingungen g1, ..., g, So existieren eindeutige
Ay Ak € R mit
k
(V) (w) = A (V) ().

j=1

Die Koeffizienten \; heiffen dann die Lagrange-Multiplikatoren von f an der Stelle w.

Beweisf] Sei ¢ :] — n,n[— R" eine C' parametrisierte Kurve mit c¢(t) € M fiir alle
€] — n,n[ (wobei n > 0 beliebig klein gewihlt werden kann) und ¢(0) = w. Dann gilt
nach Voraussetzung f o c(t) > f o¢(0) fur alle t €] — /', n/[ fur ein 7/ G]O,n[ Mit der
Kettenregel folgt (f o ¢)'(0) = 0, d.h., ((Vf)(c(0)),¢(0)) = 0, d.h., (Vf(u),é(0)) =
Andererseits gilt wegen c(t) € M auch gjoc(t) =0 furallet €] —n,pfund 1 < j < k;
wieder mit der Kettenregel bekommen wir (Vg;(u), ¢(0)) = 0 fiir alle 1 < j < k. Dies
zeigt, dass ¢(0) orthogonal auf die Vektoren Vg (u), ..., Vgr(u) steht, insbesondere auf
jede Linearkombination davon. Es gilt also ¢(0) € Span{Vg;(u),1 < j < k}+ = {X €
R (X, Z) = 0 fiir alle Z € Span{Vy,;(u),1 < j < k}}. Gelingt es uns, zu zeigen, dass
jeder Vektor X € Span{Vg;(u), 1 < j < k}* der Form X = ¢(0) ist fiir eine C' parame-
trisierte Kurve ¢ :] — 7, n[— M mit ¢(0) = u (und 7 > 0 hinreichend klein), so folgt aus
der ersten Beobachtung (V f(u), X) = 0 fiir alle X € Span{Vg;(u), 1 < j < k}*+, d.h,,
Vf(u) € (Span{Vyg;(u),1 < j < k}*+)* = Span{Vy;(u), 1 < j < k}. Dies impliziert die
Existenz und Eindeutigkeit der gesuchten Koeffizienten Ay, ..., \s.
Behauptung: Sei X € Span{Vg;(u),1 < j < k}*. Dann existieren ein n > 0 und eine
C'-Abbildung ¢ :] — n,n[— U mit c(t) € M fiir alle t €] — n, 1], ¢(0) = u und ¢(0) = X.

39Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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Beweis: Nach Voraussetzung sind die Vektoren Vg;(u),...,Vgi(u) aus R" linear un-
abhéngig. Nach Linearalgebra I kénnen diese Vektoren daher zu einer Basis

(Vgl(U), cee ,ng(’lj/), Vk—i—l; oo 7Vn)

k
von R" ergénzt werden. Betrachte die Abbildung § : U — R", x +— > g;(v)e; +
=1

Jj=
n

> z;V;, wobei & = (x1,...,x,) € R" Diese Abbildung ist wegen g; C* fiir alle
j=ht1
j wohl C' und die Matrix der linearen Abbildung d,§ in den Basen (ei,...,¢e,) und
(1., €k Virt,- .-, Vy) von R™ ist gegeben durch

() . )
: : Vgi(u)
A el CONTP - (O f
0O ... 0 1 0 Vg (u)
: : 0 0 I,
0O ... 0 O 1

Wegen rg({Vgi(u),...,Vgr(u)}) = k hat die Matrix fg(u) vollen Rang n, d.h., sie ist in-

vertierbar. Aus dem Umkehrsatz (Satz [2.76]) folgt die Existenz von offenen Umgebungen

V von win U und W von g(u) im R s.d. gy : V. — W ein C'-Diffeomorphismus ist.

Wir bezeichnen diesen Diffeomorphismus mit ¢ und bemerken, dass nach Definition von
k n

g die Abbildung go ™' : W — R durch Y yie; + >, u;Vi — y; gegeben ist, fiir alle
=1

i i=k+1
1<j<kh

Sei nun X = (X1,...,X,) € R" mit X € Span{Vyg;(u),1 < j <k}t dh., (X,Vg;u)) =
0firallel <j <k.SeiY := J,(u)-X € R" und betrachte die Kurve ¢ : t — ¢~ (p(u)+
tY') fiir |¢| klein genug s.d. o(u)+tY € W gilt (es gibt ein i > 0 mit @(u)+tY € W fiir alle
t €]—n,n[, da W offen im R™ ist). Dann ist ¢ eine C*-Abbildung mit ¢(0) = ¢~ (¢(u)) = u,
¢(0) = Jo-1(p(w)) Y = Jo-1(p(u)) - Jy(u) - X = X (wende die Kettenregel an). AuBlerdem

k n n
gilt, nach Definition von ¢, Y = J,(u)- X = > (Vg,(u), X) e; + X;Vi= > X,V
J=1 S —— j=k+1 j=k+1

0

Daraus folgt g; o c(t) = gj o ' (p(u) + tY) = ((varphi(u) + tY); = 0 wegen ¢(u); =
gj o 9 (p(u)) = gj(u) = 0 nach Voraussetzung und Y; = 0 nach der obigen Rechnung.
Wir haben damit gezeigt, dass ¢(t) € M fiir alle t €] — n,n[ mit ¢(0) = v und ¢(0) = X,
was zu beweisen war. O

Beispiel 2.97 Sei wie im Beispiel eine symmetrische Matrix A € M,,..,(R) gegeben

und f : R* — R durch f(z) := 2% definjert. Sei g : R* — R, g(z) = WT_l
und M := g~ '({0}). Nach dem Beispiel m besitzt f mindestens zwei Extrema unter der
Nebenbedingung g. Nach Satz[2.96)— anwendbar wegen f und g C* — muss dann (V f)(u) =
A(Vg)(u) (fiir ein A € R) bei jedem lokalen Extremum u von f unter der Nebenbedingung
g gelten. Es gilt aber (Vf)(u) = Auund (Vg)(u) = u. Beachte insbesondere, dass Vg(u) #
0 fiir alle v € M. Nun erfiillt ein v € M genau dann die Gleichung Au = Au fiir ein

A € R, wenn u ein Figenvektor der Matrix A ist; ggf. ist A der dazu gehorige Figenwert.
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Da A aber symmetrisch ist, ist A in einer Orthonormalbasis des R™ diagonalisierbar, d.h.,
es gibt Vektoren vy,...,v, im R™ und reelle Zahlen A{,..., A\, mit Av; = \v; fiir alle

, 1 firi=y . . n
<< ) = . — ' _ . n,

1 <i < nund (v;,v;) = 0y { 0 fiiri £ j Es gilt nun, fiir alle ;a,vz eR
Az = > oA -v; =Y ay\v; und daher

i=1 i=1

(Az,x) = Z ;N0 (v, v;) = Z iz
ij=1 i=1

Bis auf Umnummerierung kann \; < - -+ < )\, angenommen werden. Dann gilt ;- a? <

=1
n

Nia? < \,- > a2, insbesondere ist, fiir jedes z = > a;v; mit > a? =1 (d.h., g(x) = 0):
=1 i=1 i=1

n
i=1 7

M A o A= 2 A

59 9 ;ai§f<x>§ 9 ;@i— 5
Bemerke, dass diese Ungleichungen u.a. folgendes implizieren: eine symmetrische Matrix
A ist genau dann positiv-semidefinit (bzw. positiv-definit), wenn alle Eigenwerte von
A nichtnegativ (bzw. positiv) sind. Es folgt auch, dass die Punkte v; und —v; (globale)
Minima der Funktion f unter der Nebenbedingung g und die Punkte v,, und —v,, (globale)
Maxima der Funktion f unter der Nebenbedingung ¢ sind. Fiir ein ¢ € {1,...,n} mit
A1 < A < A, ist aber v; kein lokales Extremum von f unter der Nebenbedingung g,
obwohl die Gleichung (V f)(v;) = X\i(Vg)(v;) erfiillt ist.

Zum Schluss behandeln wir die sogenannten Fuler-Lagrange-Gleichungen, die in manchen
physikalischen Problemen auftreten. Sei I := [a,b] C R ein Intervall und, fiir ein n € N,
n>1
L:IxR"xXR" — R
(t,y,p) — L(t,y.p)
eine C?-Abbildung. In der Literatur wird L haufig Lagrange-Funktional oder Lagrange-
Funktion genannt. Fiir Konstanten «, § € R™ betrachte man

M = {p € C*([a,b],R") | ¢(a) = o und ¢(b) = 5}.

Man beachte, dass M keine Teilmenge eines R¥ ist! Tatsichlich ist M ein sogenannter
unendlich-dimensionaler affiner Raum. Man wolle jetzt die Abbildung

S:M — R
o [VL(t(t), o(t))dt

auf (lokale) Extrema untersuchen. Zuerst bemerkt man, dass S wohldefiniert ist: die Ab-
bildungen ¢t — @(t) und ¢t — ¢(t) sind nach Voraussetzung stetig, insbesondere ist
t — L(t,p(t), ¢(t)) auch stetig und daher Riemann-integrierbar auf [a, b].

Satz 2.98 (Euler-Lagrange-Gleichungen) Ist ¢ € M ein Minimum von S (d.h., gilt
S(p) < S() fir alle p € M), so gilt, fir alle j € {1,...,n}:

. 1019000 G (o000 ) =0

fir alle t € [a,b].
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Beweis{"] Sei My := {h € C*([a,b],R")| h(a) = h(b) = 0}. Dann ist M, ein (unendlich-
dimensionaler) reeller Vektorraum und es gilt: ¢ € M <= ¢ — ¢ € M. Sei nun
h = (hi,...,h,) : [a,b] — R" eine C*-Abbildung, wobei hy, ..., h, C*-Funktionen sind
la,b] — R mit hj(a) = h;(b) = 0 fiir alle 1 < j < n. Insbesondere ist h € M,. Man
betrachte die Funktion

d.h., f(r f L(t, o(t) +rh(t), p(t) +rh(t)dt. Da L eine C>-Abbildung ist, ist, fiir jedes
€ la, b], dle Funktlon r— L(t,o(t) + rh(t), ¢(t) + rh(t)) ebenfalls C? mit Ableitung
gleich

oL . ot OL
_'_

B¢ (be(t) +rh(t), o(t) +rh(t)) - o 3y, (8, @(t) + rh(t), $(t) +rh'(1)) - hy(t)
R

+ > %(t, ©(t) +rh(t), p(t) + rh(t)) - R;(t). Da diese Funktion stetig von (¢,r) abhéngt,
g=1""
ist nach Kapitel |3 die Funktion f ableitbar mit Ableitung

Py = [ 30 Gt 0 rha). GOrh)e)+ o 1 o0 rhe) S0 ) )

Eine partielle Integration bei den letzten Summanden (welche wegen L C? auch méglich
ist) liefert

2L 0 0t0)+ re) 0+ rhO)S Ot =[S0 pt0)+ o) 00 + ) 1)

—/ % <§7i(t o(t) + rh(t), o(t) + rh(t )))) hy(t)dt
fiir alle 1 < j < n. Es folgt
Z/ (55t 10) (0,600 + 0) = (S5 200 4 0. 00) + 7)) ) o)

Nun gilt wegen der Voraussetzung S(p) < S(v) fiir alle ¢ € M:

f(r)=S(p+rh) > S(p) = f(0)

eM
fiir alle r € R. Da f ableitbar ist, folgt aus Satz [2.91}
f'(0) =0,

20 910) = 000,40 oyt =0

dh. jzijlfj(

S

v~

q; (1)

Dies muss fiir alle h € M gelten, also alle h; € C?*([a,b],R) mit h;(a) = hj(b) = 0.

40Djeser Beweis wurde in der Vorlesung nur teilweise durchgefiihrt.
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Gilt nun ¢; # 0 fiir ein j € {1,...,n}, so existiert ein ty € [a,b] mit g;(ty) # 0. Da die
Funktion ¢; stetig ist, konnen wir oBdA annehmen, dass ¢y €|a, b[ gilt und dass ein ¢ > 0
und ein n > 0 so existieren, dass entweder qj(t) >emita<ty—n<t<ty+n<b, oder
q;(t) < —e fiir alle t €]tg—n, to+n[Cla, b[. Nun existiert eine C?-Funktion h; : [a,b] — R
mit hj >0, hj(t) =0flirt <ty— n oder t >ty + n und h]<t0) > 0.

Beachte, dass insbesondere hj(a) = 0 = h;(b). Wahle nun h : [a,b] — R™ mit h; := 0 fiir
alle 7 # j und h; wie oben. Fiir dieses h gilt

b
/ 4, (E)h, (D)t = 0,
dh.,

0 = tioj: q;(t)h;(t)dt (wegen h;(t) = 0 fiir alle t & |to — 1,10 + 1))
> e fur hy(0)dt falls q;(0) > e V1 €lto — 1.ty + ]

< —e [ hy(t)dt falls q;(t) < —e V't €ltg —n,to + 1.

Da Lioj: h;(t)dt > 0, bekommen wir einen Widerspruch. Dies zeigt also ¢; = 0 fiir alle
1 < j <'n, was zu beweisen war. O

2.4 Vektorfelder und Potentiale

Definition 2.99 Sei U C R™ eine (nichtleere) offene Teilmenge.
i) Fin Vektorfeld ist eine Abbildung v: U — R™.

ii) Fin Potential eines Vektorfeldes v : U — R" ist eine differenzierbare Funktion
P:U— R mit VP =, d.h., S—Z(x) = v;(x) fir alle x € U und 1 < i < n, wobei
v(z) = (vi(x), -, va()).

Definition 2.100 Sei v : U — R" ein auf einer offenen Teilmenge des R™ definiertes
stetiges Vektorfeld und c : [a,b] — U eine stickweise C*-Abbildung, d.h., ¢ ist C° und
es gibt eine Teilung a =ty < t; < --- < ty = b des Intervalls [a,b] mit ¢y, ,,,) C* (die
Abbildung ¢ hat bei jedem t; €|a,b[ Rechts- und Links-Ableitungen, die nicht unbedingt
gleich sind) fir alle i = 0,1,...,k — 1. Das Kurvenintegral von v lings ¢ wird definiert

durch ,
[v= [t ctenas e

Man beachte, dass wegen der Transformationsformel der Analysis I das Kurvenintegral
invariant unter orientierungserhaltender Umparametrisierung ist: ist ¢ : [a/,b'] — [a, b]
ein C'-Diffeomorphismus mit ¢’ > 0, so gilt fcv = fco(pv fiir jedes stetige Vektorfeld v
auf U.

Satz 2.101 (Potential und Kurvenintegral) Sei v : U — R" ein auf einer offenen
Teilmenge des R™ definiertes stetiges Vektorfeld. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

i) Das Vektorfeld v besitzt ein Potential.
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i) Fir jede stickweise C' geschlossene Kurve c : [a,b] — U gilt [ v = 0. Hierbei
heifit ¢ geschlossen, wenn c(a) = ¢(b) gilt.
Der Beweis von Satz [2.101] beruht auf folgendem Lemma.

Lemma 2.102 Sei v : U — R" ein stetiges Vektorfeld mit Potential P, d.h., VP = v.
Dann gilt

/ v = P(c(b)) — P(c(a))

fiir jede stickweise C' Kurve ¢ : [a,b] — U.

Beweis von Lemma [2.102} Nach Definition ist

[o=] (ufels)), é(5))ds = / (VP(els)). é(s))ds = / i P(E(s))ds

Nach der Kettenregel ist d(s)P(¢(s)) = Po c(s). Dies liefert die Identitét. O
Beweis von Satz R.1017

i) = ii): Ist v = VP fiir eine differenzierbare Funktion P : U — R, so gilt nach Lemma
2.102)

/ v = P(c(h)) — P(e(a) =0

fiir jede stiickweise C'-Kurve ¢ : [a,b] — U mit c(a) = ¢(b).

i1) = 1i): OBdA sei U zusammenhéngend (sonst argumentiere auf jeder Zusammen-
hangskomponente von U). Sei xy € U ein fester Punkt.

Behauptung 1: Fiir jedes x € U existiert eine stiickweise C'-Kurve ¢, : [0,1] — U mit
cx(0) = zg und ¢,(1) = x.

Beweis: Seit W := {y € U|3¢, : [0,1] — U stiickweise C* mit ¢,(0) = zo, ¢,(1) = y}.
Offensichtlich ist g € W (wéhle ¢, (t) := x¢ fiir alle t € [0, 1]). Wir zeigen, dass W offen
ist. Sei y € W, dann existiert eine stiickweise C*-Kurve ¢, : [0,1] — U mit ¢,(0) = z
und ¢, (1) = y. Wegen U offen existiert ein r» > 0 mit B,(y) C U. Fiir jedes z € B, (y) ist
dann ¢, : [0,1] — U, [0,3] 3 ¢ —> ¢,(20),[3,1] 2t — (1= (2t = 1))y + (2t — 1)z =
2(1—t)y+ (2t — 1)z, eine stiickweise C'-Kurve in U mit ¢,(0) = zo und ¢,(1) = x. Daraus
folgt © € W fiir alle z € B,(y), d.h. B.(y) C U. Dies zeigt, dass W offen in U ist.

Nun betrachte folgende Beziehung “~” auf U: fiir x,y € U gilt

T~y < Jc:[0,1] — U stiickweise C' mit ¢(0) = z und ¢(1) = .

Dann definiert “~” eine Aquivalenzrelation auf U (fiir die Transitivitit setzt man Kur-
venstiicke zusammen, siche oben). Wie oben kann bewiesen werden, dass jede Aquivalenz-
klasse offen in U ist. Insbesondere ist jede Aquivalenzklasse als Komplement der Vereini-
gung von offenen Teilmengen auch abgeschlossen. Insbesondere ist die Aquivalenzklasse
W von x offen, abgeschlossen und nichtleer (xg € W). Da U zusammenhéngend ist, folgt
W = U, was zu beweisen war. V

Nun definieren wir die Funktion P : U — R durch

41Djeser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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wobei ¢, : [0,1] — U stiickweise C' mit ¢,(0) = 2o und ¢, (1) = z ist.

Behauptung 2: Die Abbildung P ist wohldefiniert, d.h., sind ¢, und ¢, zwei Kurven wie
oben, so gilt [, v= [, v.

c.(t) fir t € [0, 1]
c(2—1) firt e 1,2
C'-Kurve mit d(0) = ¢,(0) = zg = ¢,(0) = d(2), insbesondere gilt nach Voraussetzung
| 4V = 0. Nach Definition gilt aber

ist eine stiickweise

Beweis: Die Abbildung d : [0,2] — U, t — { ~

Jyv = [Jw(d),dt)dt =[5 (v (tl) ()t + [ (0(E(2 = 1), —E,(2 — 1)) dt
f — [, (v(E(s)), (s)>ds (setze s:=2—1t)

= Jov-Te

Daraus folgt fcm v = féx v. Vv

Behauptung 3: Die Abbildung P ist differenzierbar und es gilt VP = v auf U.
Beweis: Seix € U und r > 0 mit B,.(x) C U. Sei h € B,.(0). Sei ¢, : [0,1] — U stiickweise
C' mit ¢,(0) = 29 und ¢, (1) = . Sei c,yp : [0,2] — U die durch

t%{ c,(t) fiir t € [0, 1]

x+ (t—1)hfirt e [1,2]

definierte stiickweise C'-Kurve (beachte, dass c,41(0) = 7o und ¢, 1,(2) = x + h gelten).
Da nach Behauptung P wohldefiniert ist, gilt

Ple+h)—P()= [ v=[ v = [j(u(c(t)),a(t))dt + [ (v(z + (t = 1)h), h)dt
o (v(ca (1)), & (1))dt

= f01<v(33+8h) h)ds (mit s :==¢—1)

f01<v(x) )ds + Ji (ul + sh) — o), hyds

= (v(z),h) + [} (v(z + sh) — v(x), h)ds.

-

Die Abbildung h —— (v(z),h) ist offensichtlich linear. Da auerdem v stetig in x ist,
existiert fir jedes € > 0 ein > 0 mit |v(x + h) — v(x)| < € fiir alle h € B, (0). Fiir alle
h € B,(0) gilt somit

‘fo (z + sh) — v(x), h)ds| < fo |(v(z + sh) — v(z), h)|ds
< fo lv(z + sh) — v(z)| - |h|ds (Cauchy-Schwarz)
S

Dies beweist “11‘ fo (x + sh) —v(z), h)ds lr 0 und die Behauptung. V
—0
Der Beweis des Satzes ist damit abgeschlossen. 0

Man beachte, dass unter den Voraussetzungen von Satz [2.101| das Potential P notwendi-
gerweise C' ist (wegen v stetig).

Beispiele 2.103
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1. Seiv:R? — R? (z,y) — (x,y). Sei ¢: [0,1] — R? t — (28), eine beliebige
stiickweise C* geschlossene Kurve. Dann gilt

fcv = fo ))ds
fo( )( 3)ds

= fo ci(s +CQ( )éa(s)ds

= 2 fo Cl ) (s)ds

= sld+ 02]

= 0 wegen ¢1(0) = ¢1(1) und ¢3(0) = eo(1).

Satz[2.101|liefert, dass v ein Potential besitzt. Tatséichlich kann ein solches Potential
mit dem direkten Ansatz

Ly =a
B(r,y) =y

gefunden werden: z.B. P(z,y) = % + Konstante.

2. Sei allgemeiner v : U — R" der Form v(xy,...,x,) := (vi(21),...,v.(z,)), wobei
U =1 x---x I, das Produkt von offenen Intervallen ist und v; : I; — R eine
stetige Funktion ist. Sei, fiir jedes 1 < ¢ < n, eine Stammfunktion V; von v; gewéhlt
(dh., Vi: I; — R mit V/ = v;). Dann ist P : U — R, z — > Vj(x;) ein

Potential fiir v.

3. Sei v R2\ {0} — R, (2,9) — (55 25 )- Sei ¢+ [0,1] — B2\ {0},

cos(2mt)

t— (sin(27rt)

). Dann ist ¢ eine C™ geschlossene Kurve in R? \ {0} mit

—sin 27rs)

ws)+sin®(27s —2msin(2 1 )
/U = / (Cos2 2COS)(—’2—7T5 (2 ))’ ( 277:5(1)222:§§>>d8 = 27‘(/0‘ 51n2(2773) tCOS2<27TSZdS — 9
1

0s2(27s)+sin?(27s)

Wegen 27 # 0 impliziert Satz [2.101], dass v kein Potential besitzt.

Satz 2.104 (Potential und partielle Ableitungen) Seiv:U — R”",
x> (v1(),...,v,()) ein auf einer offenen Teilmenge des R™ definiertes C'-Vektorfeld.

i) Besitzt v ein Potential, so gilt 57 8“1 = g—;i auf U, fir alle 1 <1,5 <n.

i) Ist U sternformig bzgl. u € U, so gilt die Umkehrung: jedes C'-Vektorfeld v : U —
R™ mit % = % fir alle 1 < 1,7 < n besitzt ein Potential P. Ein Potential fiir P
J 7
ist ggf. gegeben durch

P(z) = /0 (v(u+t(x —u)),xr —u)dt  fir alle x € U.

Beweis{?] i) Sei v = VP fiir eine differenzierbare Funktion P : U — R. Beachte, dass
wegen v C! die Funktion P C? auf U ist. Dann folgt aus dem Satz von Schwarz (Satz
2.83) und v; = %:

A o’P  O*P _iv'_avj

aIL’j B aIL’j (‘31’1 N 8%81’2 n 89518903 n 8@ I 8131

42Djeser Beweis wurde in der Vorlesung nur teilweise durchgefiihrt.



2.4. VEKTORFELDER UND POTENTIALE 83

ii) Nach Voraussetzung gilt [u,z] = {(1 — t)u + tx|t € [0,1]} C U fiir jedes x € U.
Betrachte die Funktion P : U — R, z —— fol(v(u +t(x —w)),x —uydt, d.h., P(x) =
do(xp — ) - fol vi(u + t(z — w))dt. Wir zeigen, dass P ein Potential fiir v ist. Zuerst ist

i=1
P(x) wegen [u,z] C U fiir alle x € U wohldefiniert. Fixiere ¢ € {1,...,n}. Da v; nach

Voraussetzung C! ist, ist die Abbildung z — fol vi(u + t(x — u))dt ebenfalls C! (siche
Kapitel [3]) mit

%qol vi(u +t(z —w))dt) = fo dx; (vi(u +t(x —u))dt
= ot g (u+ t(w —w))dt.

Daraus folgt, dass P eine C'-Funktion ist mit

- (; )+ Jo v (u 4tz — w)dt + (a ) fot ‘%J (u+t(x —u))dt

@) = %

= fo vi(u+t(x —u))dt + Z fo 8”7 (u+t(x — u))dt.

Nach Voraussetzung und Anwendung der Kettenregel gilt, fiir jedes 1 < i < n:

i w) e 2 e —w))dt = Y (g — ) [t 2t oo — w))de

j=1 j=1

= folt Xn:(xj uj) 5

:‘th@mﬁﬁm—m»m

(u +t(z —u))dt

<.

Eine partielle Integration liefert

Jot 2 (v (u+ t(x —w)))dt :[tww+ﬂx—u — [ v+ t(x — u))dt
vy ( fO v; u—l—t(:l:—u))dt

Es folgt g—z(a:) = v;(x). Da v; C' ist fiir jedes 1 <4 < n, ist insbesondere P differenzierbar
auf U. O

Beispiele 2.105

1. Sei v : R* — R?, (2,y) —> (—y, ). Dann ist v C* mit 22 L(z,y) = —1 und
6”2 2(z,y) = 1, insbesondere %—1; #* aai; auf R2. Satz [2.104 1mphz1ert dass v kein
Potentlal besitzt.

2. Sei v : R2\ {0} — R? (2,y) v (33% »5z)- Dann ist v C' auf R? \ {0}
. v 22402 — (2 2_ 42 v (22402 2_ 42

mit a_;(x y) = (—;g+y2§§) = (:324_@/2)2 und L("E y) = ((;22_;;-)%(221) - (j2+y2)2-

Insbesondere gilt 222 = 2% auf R?\ {0}. Beachte aber, dass wegen R? \ {0} nicht

sternformig der Satz nicht angewendet werden kann; tatséchlich hat v nach

Beispiel [2.103\3 kein Potential.

3. Sei U := I; x I, das Produkt zweier offener Intervalle und v : U — R?, (z,y) —

(filz,y), fo(z,y)), wobei fi, fo C'-Funktionen von U nach R sind. Gﬂt 8f1 = %’;2

auf U, so folgt aus Satz[2.104] die Existenz eines Potentials fiir v. Ein Ansatz um ein
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solches Potential zu bestimmen, ist folgender: Sei F; : U — R mit aF S+ = f1 (z.B.
fixiere a € I, und setze Fy(z,y) := [ fi(t,y)dt) und suche das Potentlal P in der
Form P(z,y) = Fi(x,y)+G(z, y) fiir eine unbekannte Funktion G. Es miissen 2 =

f1 und 8y = fy gelten. Wegen der Definition von F} ist P =fi + ; dies ist gleich
f1, sobald G nicht von = abhéngt, also G : [, — R. Dle zweite Bedlngung liefert
aFl +G = fg, d h, G'=fy — aFl . Dabei ist zu beachten, dass wegen an = %—J;l die

Funktlon fo— unabhanglg von z ist, denn: %{f . gxg; = %J; = g;g}c = 88];1 - %—f; =0
auf U. Insbesondere lost P = I} + G, wobei G eine Stammfunktion von fo — 86—?

ist, beide Glelchungen = f1 und d = foauf U.

Definition 2.106 Sei v : U — R" ein auf einer offenen Teilmenge des R™ definiertes
differenzierbares Vektorfeld.

i) Die Divergenz von v ist die Funktion div(v) : U — R, div(v) := g;z wo-
bei v(z) = (vi(x),...,v,(x)) fir alle x € U. Das Vektorfeld v hezﬂt genau dann

quellenfrei, wenn div(v) =0 auf U gilt.

i) Fiir n = 3 ist die Rotation von v das Vektorfeld rot(v) : U — R3, rot(v) :=

dvs _ Ova
0z 8903
gz; %Zi . Das Vektorfeld v heif§it genau dann wirbelfrei, wenn rot(v) = 0 auf
U v
8:5? aac;
U gilt.

Definition 2.107 Sei f : U — RP eine auf einer offenen Teilmenge des R™ definierte
C2%-Abbildung. Man definiere

Af:U — RP
T — 2‘327{
i=1 7"

Der Operator A : C*(U,RP) —s C°(U,RP) heifit der Laplace-Operator auf U.
Hierbei ist C*(U,RP) := {f : U — RP, f C*}.

Bezeichnungen 2.108

1. Man bezeichne mit V den Operator V :=

Oxn

2. Formal kénnen Gradient, Divergenz, Rotation und Laplace-Operator folgenderma-
Ben beschrieben werden:

o1
Fiir jede differenzierbare Funktion f : U — R ist grad(f) = : =Vf.

of
OTn

Fiir jedes differenzierbare Vektorfeld v : U — R™ ist div(v) = (V, v).
Fiir jedes differenzierbare Vektorfeld v : U — R? ist rot(v) = V x v.
Fiir jede C?-Funktion f: U — Rist Af = (V, V).
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Korollar 2.109 Sei v : U — R3 ein auf einer offenen Teilmenge des R3 definiertes

C*-Vektorfeld.
i) Besitzt v ein Potential, so gilt rot(v) = 0.

i) Gilt rot(v) = 0 und ist U sternférmig, so hat v ein Potential.

Beweis: Es gilt % = % fir alle 1 < 1,57 <3 g.d.w. rot(v) = 0. Wende Satz [2.104 an. [J

Proposition 2.110 Se: U C R? eine (nichtleere) offene Teilmenge. Dann gilt:
i) rot(grad(f)) = 0 fiir jede C?-Funktion f:U — R.
i) div(rot(v)) = 0 fiir jedes C*-Vektorfeld v : U — R3.
iii) div(grad(f)) = Af fiir jede C?-Funktion f: U — R.
Beweis ]
i) Wende den Satz von Schwarz an.
it) Wende ebenfalls den Satz von Schwarz an.

i7i) Die Identitét folgt direkt aus den Definitionen.

Beispiele 2.111

1. Sei v:R3 — R3, 2+ x. Dann ist v C°° mit

Ozz _ Oy
A R
: — i _ | Q= _0dxz | _
div(v) = > 5o =3 und rot(v) = o0~ oo = 0.
i=1 Oza __ Oy
o1 Oxa
2. Seiv:R3 — RS 2+ 1 . Dann ist v C'*° mit
0
_ Oz
P o o X
div(v) = =52 + 52t = 0 und rot(v)(x) = | —52 (x)=10
Ozy | Oxp 2
ox1 Oxo

alle x € R3.

43Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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Kapitel 3

Integralrechnung in mehreren
Veranderlichen

3.1 Mess- und Mafliraume

3.1.1 Messraume

Definition 3.1 FEine Menge X heifit genau dann abzahlbar, wenn entweder X endlich
st oder eine bijektive Abbildung X — N existiert.

Proposition 3.2

i) Jede Teilmenge einer abzihlbaren Menge ist abzihlbar.
ii) Das Produkt endlich vieler abzdihlbarer Mengen ist abzihlbar.

iii) Ist (Y )nen eine abzihlbare Familie von abzihlbaren Teilmengen einer Menge X, so
ist |J Y, abzdihlbar.

neN
Bewez’s.E] i) Sei Y C X mit X abzdhlbar. Ist Y nicht endlich, so ist X auch nicht end-
lich, ggf. betrachte eine bijektive Abbildung ¢ : X — N. Die Teilmenge ¢(Y) von N ist

dann unendlich und kann daher in der Form ¢(Y) = {ax |k € N} geschrieben werden,

fiir eine eindeutige monoton wachsende Folge (ag)reny aus N. Nun ist die Verkniipfung

?|
Y —=0(Y) — N piioktiv,
k

ar +——
i1) Zu zeigen ist lediglich, dass N x N abzdhlbar ist. Dazu betrachte die Abbildung
¢ : NxN — N, (n1,ny) — (”ﬁm)(;ﬁmﬂ) + n1. Man zeige direkt, dass ¢ bijektiv
ist.
ii1) Schreibe Y, = {y,(cn) |k € N} fiir alle n € N (moglich wegen Y,, abzdhlbar) und be-
trachte die Abbildung ¢ : Nx N — (J Y, (n,k) — y,(:"). Nach Konstruktion ist ¢

neN
surjektiv. Da nach i) die Menge N x N abzihlbar ist, existiert eine bijektive Abbildung

¥ : N — N x N. Daraus folgt, dass p o) : N — [J Y, surjektiv ist. Nun ist die
neN

Abbildung x : U Y, — N, y — min((¢ o ¥)"*({y})), injektiv. Wie oben leitet man
neN
daraus her, dass |J Y, abzdhlbar ist. O
neN

'Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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Beispiele 3.3

1. Die Mengen N, Z und Q sind abzéhlbar. Denn: Z lésst sich als Vereinigung zweier
abzéahlbarer Teilmengen schreiben und die Abbildung Z x (Z\{0}) — Q, (p,q) —
%’, ist surjektiv.

2. Die Menge {0,1}" := {u : N — {0,1}} ist nicht abzihlbar. Denn: wiire {0, 1}
abziihlbar, so giibe es eine Folge (u,)nen aus {0, 1} mit {0, 1} = {u,|n € N}.
Nun definiere die Abbildung v : N — {0, 1}, n — v(n) mit v(n) # u,(n) fiir alle
n € N (méglich wegen u,(n) = 0 oder 1). Dann ist v € {0, 1} mit v # w, fiir alle
n € N, Widerspruch. Dieses sogenannte Cantor’sche Diagonalverfahren zeigt, dass
{0, 1} nicht abzihlbar ist.

3. Das Intervall [0, 1] ist nicht abzéhlbar. Denn: die Abbildung
¢:{0,1}N — [0,1]
j=1
definiert eine bijektive Abbildung (siehe dyadische Darstellung reeller Zahlen). Da
{0, 1} nicht abzihlbar ist, ist [0, 1] auch nicht abzihlbar.

4. Insbesondere ist kein Intervall der Form |a,b| oder [a,b] oder [a,b] oder ]a,b| mit
a < b abzihlbar. Daraus folgt, dass R* nicht abzéhlbar ist fiir alle k € N, k > 1.

Definition 3.4 Sei X eine Menge und P(X) :={Y C X} die Potenzmenge von X. Eine
o-Algebra auf X ist eine Teilmenge A C P(X) mit:

1. e A
2. Ac A= A =X\Ac A
3. (Ap)nen Folge aus A= |J A, € A.

neN

FEin Messraum ist ein Paar (X, A), wobei A eine o-Algebra auf X ist.
Beispiele 3.5 Sei X eine Menge.
1. A:={@, X} ist eine o-Algebra auf X.
2. A:=P(X) ist eine o-Algebra auf X.
3. A= Pa,(X) :={A C X|A oder A° ist abzihlbar} ist eine o-Algebra auf X.

Proposition 3.6 Sei T C P(X) eine Teilmenge von P(X) fir eine Menge X. Dann ist
A(Ty:= (| A eine o-Algebra auf X. Die o-Algebra A(T) ist die kleinste o-Algebra

A o—Algebra
TCA

auf X, die T enthdlt. Man nennt sie die von T erzeugte o-Algebra.

Beweift Man beweise direkt (mit der Definition von o-Algebren) die Tatsache, dass der
Durchschnitt einer beliebigen Familie von o-Algebren wieder eine o-Algebra ist. Der Rest
ist leicht zu iiberpriifen. O

2Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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Definition 3.7 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Sei O := {U C X |U offen}. Die von O
erzeugte o-Algebra B(X) := A(O) heifit die Borel’sche o-Algebra des metrischen Raumes
(X, d).

Bemerkungen 3.8

1. SeiZ :={I C R|I =]a,b] fiir a < breell}. Dann ist A(Z) = B(R). Denn: jede offene
Teilmenge von R lésst sich als abzéhlbare Vereinigung offener Intervalle dieser Form
schreiben (Ubungsaufgabe). Analog ist A(Z') = B(R), wobei T’ := {I C R|I = [a,}]
fiir a < b reell} (und dies, obwohl [a, b keine offene Teilmenge von R ist).

2. Allgemeiner sei R™ mit der Standardmetrik versehen und W := {U C R"|U =
Jai, by[x - -+ X]ay, by,[ fiir a; < b; reell und alle 1 < j < n}. Dann gilt A(W) = B(R").

3. Wir erwdhnen einen moglichen Ansatz, welcher helfen kann, eine gewisse Eigenschaft
E fiir alle Elemente einer durch eine Teilmenge 7 C P(X) erzeugte o-Algebra A
nachzuweisen. Der Ansatz ist zweistufig: als Erstes zeige man, dass alle Elemente
von T die Eigenschaft E erfiillen; der zweite Schritt besteht darin, die Teilmenge

Ex ={A C X | A erfiillt die Eigenschaft F'}

von P(X) zu betrachten und zu zeigen, dass Ex eine o-Algebra auf X ist. Gelingt
uns, diese beiden Aussagen zu beweisen, so gilt dann automatisch wegen 7 C Ex
(nach dem ersten Schritt) auch A = A(T) C Ex, da Ex nach dem zweiten Schritt
eine o-Algebra ist und somit die kleinste 7 enthaltende o-Algebra enthélt, siehe Pro-
position Dies zeigt dann, dass alle Elemente von A die Eigenschaft F erfiillen.
Dieser Ansatz heiflt Prinzip der guten Mengen und wird in den kommenden Ab-
schnitten haufig auftreten.

3.1.2 Mafle
Bezeichnungen 3.9
1. Wir bezeichnen [0, 0o] := [0, co[U{oo} und setzen das additive und das multiplikative
Gesetz von [0, oo auf [0, oo] folgendermafien fort: setze a + oo := 0o =: 0o + a fiir

0 fallsa=0
oo falls a # 0.

alle a € [0, o] unda-oo::oo-a::{

2. Kommutativitit, Assoziativitdt und Distributivitét bleiben erhalten. Man beachte:
“‘a+b=a+c= b= gilt nur falls a € [0,00[; “a-b=a-c= b=c" gilt nur
falls a €]0, ool.

3. Die natiirliche Ordnungsrelation “<” wird auf [0, co] durch a < oo fiir alle a € [0, <]
und oo «£ a fiir alle a € [0, 0o] fortgesetzt. Dann gilt, wie in [0,00[: a < b= a+c <
b+cund a-c<b-cfiralle a,b,c € [0, 00].

4. TIst (un)nen eine monoton wachsende Folge aus [0, 00] (d.h., u, € [0,00] und u,, <
U fiir alle n € N), so setzt man

' { lim u, € [0,00[ falls (u,)nen beschrinkt in R
lim u, := < n—oo

n—00 o0 sonst.
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Per Definition gilt also: lim w, = co <= u, — oo (im iiblichen Sinne) fiir jede
n—oo n—oo

Folge (un)nen aus [0, 00[. Analog definieren wir, fiir eine beliebige Folge (z,)nen aus

0, 00], die Summe i T, = lim (i zi) € [0, 00].
—

n=0 e k=0
Definition 3.10 Sei A eine o-Algebra auf einer Menge X . Ein (positives) MaBl auf A
ist eine Abbildung pn: A — [0, 00] mit:
i) w(@) =0 und
i) p(U An) = Z w(Ay) fir jede disjunkte abzahlbare Familie (A, )nen von Elemen-

neN

ten von A (d. h A NA,, = @ fir allen # m). Diese Eigenschaft heifit o-Additivitét.

FEin Mafiraum ist ein Tripel (X, A, p), wobei (X, A) ein Messraum und p ein Maf$ auf A
15t.

Beispiele 3.11
1. Sei X eine Menge und A := P(X) (siehe Beispiel[3.5]2). Man definiere y : P(X) —
0,00], A —> { [A] falls A endlich, wobei |A| die Anzahl der Elemente in A

oo sonst
bezeichnet. Dann ist p ein MaBl auf P(X), welches Zihlmaf§ genannt wird.

Y

2. Sei X eine nichtleere Menge und = € X ein Punkt. Dann definiert 6, : P(X) —
0,00], A — { L fallse e A ein Maf} auf P(X). Dieses Mafl wird Dirac-Maf

0 fallsx g A
genannt.
Proposition 3.12 Sei (X, A, ) ein Mafraum.

1. Seien A,B € A, dann gilt f(AU B) + (AN B) = pu(A) + pu(B). Insbesondere gilt
w(A) < u(B) falls A C B.

2. Sei (Ap)nen eine Folge aus A. Dann gilt:

1) p(U An) < 50 p(An).

neN neN
ii) Ist (Ap)neny monoton wachsend (d.h., A, C Apy1 fiir allen), so gilt u(|J A,) =
neN
lim p(A,).
n—oo

ii1) Ist (An)nen monoton fallend (d.h., A, D Apq1 fir alle n) und gilt u(Ag) < oo
so gilt u( () An) = lim u(A,).

Beweisﬂ 1. Bemerke zuerst, dass fiir jede endliche disjunkte Familie (A;);=1,. x von Ele-

.....

menten von A die Identitat pu( U A) = Z p(A;) erfiillt ist (setze A; := @ fiir alle j > k+1

und benutze die o- Add1t1v1tat von u) AuBerdem gilt, fir alle A, B € A: ANB =
(A°U B°)° mit A°, B® € A, somit AN B € A. Analog ist A\ B := AN B¢ € A. Wegen
AUB = (A\B)U(ANB)U(B\ A) mit A\ B, AnB, B\ A € A und disjunkt gilt

3Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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(AU B) = u(A\ B) + n(ANB) + u(B\ A). Wegen A = (A\ B)U(AN B) (disjunkte
Vereinigfung) gilt u(A) = u(A\ B) + n(AN B) und analog u(B) = u(B\ A) + u(AN B).
Daraus folgt

H(AU B) + (AN B) = u(A\ B) + (AN B) + u(B\ A) + (AN B) = p(A) + u(B).

Dies beweist die erste Identitéat. Gilt nun A C B, so gilt fir A" := Aund B' := B\ A € A:

A" UB) = pu(B), (A'N B') = u(@) =0, p(B) = u(B\ A) = 0, somit u(B) =

1(A) + u(B') = p(A). 1

2. 1) Setze, fiir alle n € N: A, := A, \ (|J 4;) (und Ay := Ap). Dann ist (A, ),en eine
i=0

abzihlbare disjunkte Familie von Elementen von A mit |J 4, = |J A,. Insbesondere

neN neN
gilt u(U 4n) = u(U A4,) = 3 u(A,). Wegen A, C A, gilt nach 1: u(A,) < p(A,) fir
neN neN n=0
alle n € N.

i1) Wie vorher setzt man A,, ;= A, \ (|J A;) fiir alle n € N. Beachte, dass A, = A, \ A,_1
i=0

(wegen (A,)nen monoton wachsend) gilt. Da (A, )nen eine disjunkte abzihlbare Familie
von Elementen von A mit |J 4, = J A, ist, gilt

neN neN
N(U An) = N(U Zn) = Z(Zn)

Nun ist aber AgU---UA, = A,, insbesondere > p(A;) = p(A,); daraus folgt

=0

n

p(lJ 4n) = lim (3 p(A) = lim pu(A,).

- n—00
neN =0

ii1) Bemerke zuerst, dass (u(A,))nen als monoton fallende und von unten beschrinkte
Folge konvergiert (in [0,00]). Wegen () A, C Ag gilt u( () An) < u(Ag) fur alle k € N
neN neN
und somit u( () An) < lim p(A,). Nun betrachte A, = Ay \ 4, fiir alle n € N. Dann ist
(An)nen eine monoton wachsende Folge aus X mit [ J A, = A \ () An), insbesondere
neN neN

gilt pu(Ag) = (U An) + (N Ay,). Nach i) gilt somit p(Ag) = nh_}rgo (A +p( N A

neN neN neN

Wiederum gilt u(Ag) = u(fln)—i—,u(An) Da ji(A4y) < oo ist, gilt dann ;u(A,,), u(A,) < oo fiir

alle n mit p1(A,) = p(Ao) —p(Ay), somit lim p(A,) = p(Ao)— lim u(A,) = p( ) An). O
n—00 n—00

neN

A

Bemerkungen 3.13

1. Die Voraussetzung p(Ap) < oo in Proposition [3.12i77) kann durch “u(A4,) < oo fiir
ein p € N” ersetzt werden (ersetze dann (A,),ey durch (A,4p)nen)-

2. Diese Voraussetzung ist wichtig. Betrachte z.B. X = N, A := P(X) und p =
Zahlmafl (Beispiel [3.11}1). Sei (A,, := {n,n+1,...} = {k|k > n})pen. Dann
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ist (A,)nen eine monoton fallende Folge von Elementen von A mit (| A4, = &,

neN
insbesondere u( (] A,) = p(@) = 0. Dennoch ist p(A,) = oo fiir alle n € N, daher
neN
gilt lim w(A,) > p( ) An).

Definition 3.14 Sei (X, A) ein Messraum.
i) Ein Maf u auf A heifst genau dann endlich, wenn pu(X) < oo gilt.

ii) Ein Maf$ u auf A heifit genau dann o-endlich, wenn eine Folge (Ap)nen von Ele-

menten von A ezistiert mit |J A, = X und p(A,) < oo fir alle n € N.
neN

Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Mafiraum (X, A, ) mit p(X) = 1.

3.1.3 Das Lebesgue-Maf} auf R
Satz 3.15 FEs gibt ein eindeutiges Maf p auf B(R) mit
p(la, b)) =b—a
fiir alle a,b € R mit a < b.
Die Konstruktion dieses Mafies wird in den Anhang [A] verschoben.

Definition 3.16 Sei (X, A, u) ein Mafraum.

i) Fine p-Nullmenge ist eine Teilmenge N von X, so dass ein N' € A existiert mit
N C N" und u(N') = 0.

ii) Der Mafraum (X, A, ) heifft genau dann vollstandig, wenn jede u-Nullmenge ein
Element von A ist.

Beispiele 3.17

1. Sei B(R) mit dem Maf} 11 aus Satz versehen. Dann gilt, fiir jedes a € R: u({a}) =
0. Denn: {a} = ( [a,a+ %[ mit p([a,a+1[) =1 < co und [a, a+ Z5[C [a, a+ ;[ fiir

neN
n>1
alle n > 1, somit folgt aus Proposition[3.12; p({a}) = lim p([a,a+=[) = lim + =0.
n—oo

n—o0 n

2. Daraus folgt insbesondere, dass jede abzéhlbare Teilmenge N von R eine pu-Nullmenge
ist. Denn: schreibe N = {a,,n € N} (wobei N eventuell endlich ist), dann gilt

w(N) < > u({a,}) nach Proposition [3.12{ und somit u(N) < 0 nach dem letzten
n=0
Beispiel, d.h., u(N) = 0.

3. Nicht jede p-Nullmenge ist abzéhlbar. Betrachte z.B. die sogenannte Cantormen-
ge C" C [0,1], welche folgendermaflen definiert wird. Definiere induktiv eine Folge
(Cy)nen von Teilmengen von [0,1] durch: Cy := [0,1] und C,1; entsteht durch
das Entfernen des (offenen) mittleren Drittels jedes Intervalls aus C,. Z.B. ist

Cy = |0, %] U [%, 1], Cy = [0, %] U [%, %] U [%, g] U [g, 1] usw. Setze dann C' := ) C,,.
neN

Dann ist C' € B(R) mit x(C) = 0, dennoch ist C' nicht abzihlbar (Ubungsaufgabe).
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4. Jedes auf P(X) definierte MaB ist selbstverstandlich vollstéindig, da jede Teilmenge
von X ein Element von P(X) ist. Insbesondere sind das Zéhlmaf und das Dirac-Ma8
auf P(X) vollstandig.

Proposition 3.18 Sei (X, A, 1) ein MafSraum. Man definiere

A:={AUN|A e A, N 1 — Nullmenge}
f:A—[0,00], AUN — u(A).

Dann ist A eine o- -Algebra, die A enthdlt und fi ein vollstindiges Maf auf A, welches 1
fortsetzt (d.h., i, = ). Auflerdem ist ji die minimale vollstindige Fortsetzung von ju: ist
(A u) ein weiteres Paar mit o-Algebra A auf X und vollstindigem Maf [ auf A so dass
AcC A und [ fu, = 1 gelten, so gelten Ac Aund ji fij = fi-

Bewezs Wir zeigen zuerst, dass A eine o- Algebra ist. Da @ eine p-Nullmenge ist, ist
A C A und somit gilt & € A. Analog ist jede p-Nullmenge ein Element von A. Sei
A € A, dann existieren A € A und eine pu-Nullmenge N C X so, dass A= AUN. Nach
Definition einer p-Nullmenge existiert ein N’ € A mit N C N’ und p(N') = 0. Es folgt
A® = A°N N¢ = (AN N) U (AN (N°\ N*)) mit AN N e Aund AN (N¢\ N) =
AN(N'\N) C N'\N C N', wobei N € A Mafl u(N’) = 0 hat; das heiflt, AN(N\ N") ist
eine p-Nullmenge. Damit ist A° € A. Sei nun (An)neN eine Folge von Elementen von A.
Dann existiert, fiir jedes n € N, ein A,, € A und eine p-Nullmenge V,, mit A, = A, UN,.
Es folgt UneNAn = (Unen4yn) U (UpenNy), mit UpenA, € A (weil A eine o-Algebra ist);
auflerdem is U,enN,, eine p-Nullmenge, denn: fiir jedes n € N existiert ein N € A mit
N, C N} und p(N}) = 0, insbesondere ist U,enN,, C UpenN/, wobei U,enN) € A
und p(UpenN),) < 30 o u(N)) = 0, d.h., p(UpenNN,,) = 0. Dies beweist UnenA, € A
Insgesamt bekommen wir, dass A eine A und alle pu-Nullmengen enthaltende o-Algebra
auf X ist.

Als Néchstes zeigen wir, dass ji ein wohldefiniertes Maf3 auf A ist. Sei A € A. Um zu
zeigen, dass fi(A) wohldefiniert ist, miissen wir zeigen, dass p(A4;) = p(A,) gilt, sobald
A= A1UN; = A3UN; mit A; € A und p-Nullmenge N, fiir i = 1, 2. Wie vorher existieren
N{,Nj € Amit N; C N/ und p(N}) =0, fir i = 1,2. Wegen A; C AyU Ny C Ay U NS mit
43U N} € Afolgt u(Ar) < p(As UNG) < p(Ag) + (V) = p(As), somit j(Ay) < pa(Ay).
Analog ist pu(A2) < p(Ap), woraus u(A;) = u(As) folgt. Damit ist i wohldefiniert auf
A. Dass it ein Mafl auf A ist, ist eine direkte Folgerung daraus, dass p ein Mafl auf A
ist. Zuerst gilt offensichtlich (@) = 0 (schreibe @ = @ U @). Ist (A,)nen eine Folge
von disjunkten Elementen von A, so existieren, fiir alle n € N ein A, € A und eine
p-Nullmenge N,, mit An = A, UN,; da (A,)nen dann auch eine Folge von disjunkten
Elementen von A und U,en/N,, eine p-Nullmenge sind (siehe oben), gilt

( neNA ) ( neNAn UUneNN) neNA ZM Zﬂ 121
n=0

Dies beweist, dass /i ein Maf§ auf A ist.

Der Mafiraum (X, A , 1) ist vollstéindig: sei néimlich N eine f-Nullmenge, dann existieren
A € A und eine p-Nullmenge N mit N € AUN und (AU N) = 0, d.h., u(A) = 0.
Insbesondere ist A — und somit N N A sowie N NN — eine p-Nullmenge, daher ist N =

4Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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(NN A)U(NNN) als Vereinigung zweier y-Nullmengen wieder eine p-Nullmenge. Da
jede pu~-Nullmenge in A liegt, folgt N e A.

Als Letztes zeigen wir, dass i die minimale vollstédndige Fortsetzung von p ist. Sei (.A ft)
ein weiteres Paar mit o-Algebra A auf X und vollstindigem Maf i auf A so dass A € A
und fij, = p gelten. Dann ist wegen fij, = p jede p-Nullmenge auch eine f-Nullmenge
(gilt N C N’ mit N’ € A und p(N’) = 0, so gilt auch N’ € A mit i(N') = p(N') = 0);
da /i vollstindig ist, muss jede p-Nullmenge zu A gehéren. Dies zeigt AUN € A fiir alle
A € A und p-Nullmenge N, d.h., A C A. AuBerdem gilt, fiir jedes A = AUN € A mit
A € A und p-Nullmenge N:

(A) = (AU N) < i(A) + i(N) = fi(A) = p(A) = a(A).
), d.

Zusammem mit (AU N) > i(A) = p(A) = a(A) folgt i(A) = a(A), d.h. =g O

Das zum Mafl i gehorige Mafl i aus Proposition heifit Vervollstindigung des Mafles
L.

Definition 3.19 Das Lebesgue-Mafl auf R st die Vervollstindigung des Majffes p aus
Satz[3.15|. Es wird iblicherweise X (oder \y) bezeichnet und die zugehiorige o-Algebra mit
L (oder Ly).

Bemerke, dass insbesondere B(R) C £ und \pw) = i gelten, daher auch A([a,b]) =b—a
fir alle a,b € R. Bemerke auch, dass A ein g-endliches (aber kein endliches) Ma8 ist.

3.2 Integration auf einem Mafiraum

3.2.1 Messbare Funktionen

Definition 3.20 Seien (X, A) und (Y, B) Messrdume. Fine Abbildung f : X — Y heifit
genau dann messbar, wenn f~1(B) € A fiir alle B € B gilt.

Beispiele 3.21

1. Fiir eine Menge X und A := P(X) ist jede Abbildung f : X — Y messbar,
unabhéngig von der o-Algebra B auf Y.

2. Fir metrische Raume (X,dx) und (Y,dy) ist jede stetige Abbildung f : X —
Y messbar bzgl. A := B(X) und B := B(Y). Betrachte ndmlich B’ := {B C
Y| f'(B) € A}. Dann ist es leicht, zu iiberpriifen, dass B’ eine o-Algebra auf
Y ist, welche alle offenen Teilmengen von Y enthilt (denn: f stetig = f~1(U)
ist offen in X fiir jede offene Teilmenge U von Y, siche Proposition [2.19). Nach
Konstruktion der erzeugten o-Algebra B(Y') muss dann B(Y') C B’ gelten, siehe das
Prinzip der guten Mengen (Bemerkung [3.8/3) und Proposition[3.6 Insbesondere gilt
f~YB) € Afiir alle B € B(Y'), was zu beweisen war.

3. Fiir eine Teilmenge A von X definiert man die charakteristische Funktion von A
1 fallsz e A
0 sonst

auf X gilt: die Abbildung x4 ist genau dann messbar (bzgl. A und B := P ({0, 1}),
wenn A € A gilt. Denn: x ;' ({1}) =

durch y4 : X — {0,1}, 2 +— . Fiir eine gegebene o-Algebra A
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Proposition 3.22 Seien (X, A), (Y,B) und (Z,C) messbare Riume sowie f : X — Y
und g 1Y — Z Abbildungen. Sind f und g messbar, so ist go f messbar.

Beweis: Sei C' € C, dann gilt (go f)~}(C) = f~(¢71(C)) € A. O
B
S

Nun interessieren wir uns fiir die messbaren reellwertigen Funktionen, wobei R die Bo-

rel’sche o-Algebra tragt. Wie im Beispiel [3.21]2 ist zu bemerken, dass f : X — R
messbar ist, sobald f~!(B) € A fiir alle Elemente B eines Erzeugersystems 7 von B(R)

gilt, also: (f_l(B) € A fiir alle B € T, wobei A(T) D B(R) = f ist messbar).

Proposition 3.23 Sei (X,.A) ein Messraum und f,g : X — R messbare Abbildung.
Dann sind, fir alle o, f € R, die Funktionen of + Bg, f-g, |f|, max(f,g) und min(f,g)
messbar.

Beweis.ﬁ Als Erstes zeigen wir folgende
Behauptung: Die Abbildung (f,g) : X — R? x+— (f(z),g(x)), ist messbar.
Beweis: fir ay,by,as,b0 € R mit a; < b; Vi=1,2 gilt

(f,9) (a1, bi[x]as, ba[) = f~ (Jar, bi[) N g~ (Jaz, be])

und f~(Jar, b)) € A, g7 (Jag, ba]) € A, somit (f,g)" (Jai, bi[x]az, bs]) € A. Nun wird
B(R?) durch Teilmengen der Form Jar, bi[x]as, bo| erzeugt, siche Bemerkung [3.8/2. Dar-
aus folgt (f,9) "' (B) € A fiir alle B € B(R?), d.h., (f, g) ist messbar. v
Nun betrachte die Abbildungen R =% R, 2 — az und R x R T R, (z,y) — = + .
Beide Abbildungen sind stetig, insbesondere messbar, siehe Beispiel [3.212. Mit der Propo-
sition folgt, dass a.f + B¢ als Verkniipfung messbarer Abbildungen wieder messbar ist.
Analog sind |- | : R — Rund R xR — R, (x,y) — x - y, stetig, daher messbar, somit
sind |f| und f - g messbar. Es bleibt, zu bemerken, dass die Abbildungen max : R*? — R,
(z,y) — max(z,y) und min : R? — R, (z,y) — min(xz,y), stetig — und somit messbar

— sind (argumentiere mit Folgen), woraus folgt, dass max(f,g) und min(f,g) messbar
sind. O

Proposition 3.24 Sei f : X — RP, v — (fi(x),..., fy(x)), wobei f; : X — R und
(X, A) ein Messraum ist. Dann ist f genau dann messbar, wenn fi,..., f, messbar sind.

Beweis| Da B(R?) durch Teilmengen der Form Jay, by[x - - - x]a,, b,[ (mit a; < b; reell fiir
alle 1 < j < p) erzeugt wird (siche Bemerkung 2), ist f genau dann messbar, wenn
ft(ar, bi[x -+ x]ap, by]) € A fiir alle a; < b; gilt. Wegen f~'(Jay, bi[x - - x]a;, b;[) =

p
N fj_l(]aj, b;[) ist f messbar, sobald fi,..., f, messbar sind. Dies zeigt die eine Rich-
j=1

tung. Fiir die andere Richtung ist lediglich zu bemerken, dass die Projektionen R” N R,

xr = (z1,...,7p) — x;, stetig und somit messbar sind, insbesondere ist f; = m; o f nach
Proposition [3.22messbar, sobald f messbar ist, fiir alle 1 < j < p. 0

®Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
6Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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Proposition 3.25 (Punktweiser Limes einer Folge messbarer Funktionen)

Sei (X, A) ein Messraum und (fn)nen €ine Folge messbarer Funktionen f, : X — R.
Angenommen, die Folge (fn(x))nen konvergiere gegen ein Element f(x) € R fir alle
x € X. Dann ist f : X — R messbar.

Beweid’} Da B(R) durch Teilmengen von R der Form [a, b], mit a < b reell, erzeugt wird
(Bemerkung [3.8]1), reicht es, zu zeigen, dass f~!(B) € A fiir alle B € B(R) der Form
B = [a, b] gilt. Seien nun a,b € R mit a < b.

Behauptung: Es gilt f~([a,b]) = () ( U{Nfi'lfa=—<0+ i])})

meN\{0} ‘*neN k>n

Beweis: Wir zeigen beide Inklusionen. Sei x € f~!([a,b]), d.h. f(z) € [a,b]. Sei m € N\{0}.
Dann gilt [a — =0+ +] D [a,b]. Wegen a — = < aund b+ + > bist [a — =, b+ L]
eine Umgebung von f(z) in R. Wegen fi(z) = f(z) existiert dann ein n € N so, dass

fr(2) € [a— L, b+ L] fiir alle k > n. D.h., es gibt einn € Nmit z € f, ' ([a— L, b+ L) fiir
allek >n,dh.,ze U { N fi ' ([a—L,b+=L])}. Dadies fiir alle m € N\ {0} gilt, bekom-

neN  k>n

men wir x € [ ( U{n fk_l([a—%,bjti])}). Dies zeigt die Inklusion f~1([a,b]) C

meN\{0} *neN k>n

N (U{Nfitla=Lb+LD}). seiumgekenrt s e (U { N fi'lla-

meN\{0} “neN k>n meN\{0} “neN k>n
L b+ %])}) Fir jedes m € N\ {0} ist = € U { N fi'([e — £, + L])}, insbe-
neN  k>n

sondere existiert ein n € N mit z € () f. '([a — %,b + %])}, was nichts anderes als
k>n

fu(@) € [a— L,b+ 1] fiir alle k > n heift. Wegen [a — -, b + 1] abgeschlossen in R
folgt insbesondere f(x) zklim fu(@) € [a— L b+ L] Dies gilt fiir alle m € N\ {0},
—00

insbesondere muss f(z) € la— =, b+ =] = [a,b] gelten, d.h., 2 € f~!([a,b]). Dies

meQ\{O}

zeigt die Inklusion ( U{N/fa—=L0+ #])}) C f~([a, b]) und schlieBt den
meN\{0} *neN k>n

Beweis der Behauptung ab. vV

Da jedes f; messbar ist, gehért fiir jedes m € N\ {0} die Teilmenge f; '([a — L,b+ 1])

von X zu A. Daraus folgt, dass () f;'([a — L,b + L]) als abzéhlbarer Durchschnitt

k>n

von Elementen von A ebenfalls zu A gehért. Analog ist J { N fi ' ([a — 1,0+ L)}
neN  k>n
als abzéhlbare Vereinigung von Elementen von A wieder ein Element von A. Schliellich

ist ( U{N/sfma—=<0b+ %])}) als abzéhlbarer Durchschnitt von Elementen
meN\{0} “neN k>n

von A auch in A. Aus der Behauptung folgt dann f~'([a,b]) € A, was zu beweisen war. [J

Bezeichnungen 3.26

1. Wir bezeichnen mit R := [~00,00] := RU {—00} U {oo} und versehen R mit der
Metrik d : R x R — [0,00], (z,y) —> |¢(z) — ¢(y)|, wobei ¢ : R — [-F, 2],
-5 falls . = —o0 3
x — ¢ arctan(x) fallsz € R . Beachte, dass d wohl eine Metrik auf R defi-
Z falls x = o0

niert, deren Einschréinkung auf R mit der Standardmetrik aber nicht iibereinstimmt.

"Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.



3.2. INTEGRATION AUF EINEM MASSRAUM 97

Dennoch definieren dj,,, und die Standardmetrik dieselben offenen Teilmengen

(denn ¢, : R —] — 7, %[ ist ein Hom6omorphismus mit ¢(t) B —7% und
——00
p(t) — 5)-
2. Mit dieser Definition gilt B(R) C B(R). Wenn wir [0, 00| als Teilmenge von R
ansehen, gilt auch B([0, 0o[) C B([0,c]) C B(R), wobei [0, co] die von d induzierte

Metrik tragt.

3. Die natiirliche Ordnungsrelation < wird auf R durch —oo < z < oo fiir alle = € R,
x £ —oo fiur alle z €] — 00, 00] und = 2 oo fiir alle x € [—o0, 0], fortgesetzt.
Mit dieser Definition besitzt jede nichtleere Teilmenge A C R ein Infimum und ein

inf(A) falls A C R und von unten beschrinkt
Supremum: setze inf(A) := oo falls A = {0} De-
—00  sonst.
finiere sup(A) € R analog. Insbesondere hat jede monoton steigende (bzw. fallende)

Folge (u,)nen aus R einen Grenzwert In R: es gilt hm u, = sup{u,} € R (bzw.
neN

lim wu, = inf{u,,n € N} € R). Fiir eine reelle Folge stimmt dieser Begriff mit dem
n—oo

iiblichen Konvergenzbegriff iiberein.

4. Sei eine Folge (uy,)ney aus R gegeben: dann ist die Folge durch v, := sup{ug, k >

n} € R definierte Folge (v,,)nen monoton fallend, insbesondere existiert lim v, €
n—oo

R. Wir bezeichnen diesen Grenzwert mit lim w,. Analog ist die durch w, :=
n—oo

inf{ug, k& > n} definierte Folge (w,)n,en monoton wachsend, insbesondere existiert

der Grenzwert lim w, € R, welchen wir mit lim w, bezeichnen. Mit den obigen
n—00 n—o00

Bezeichnungen konvergiert eine Folge (un)nen im metrischen Raum (R,d) g.d.w.

lim u, = hm Up, gef. ist hm U, = lim u, = lim u, € R.
n—o0 n—o0 n—o0

Proposition 3.27 Sei (&)neN eine Folge von messbaren Abbildungen f, : X — R,
wobei R die o-Algebra B(R) trigt. Dann gilt:

i) Die Abbildungen ing(fn) X — R,z — 1n£]{fn(x)} und sup(f,) : X — R,
ne ne neN
x +— sup{ fn(x)}, sind messbar.
neN

ii) Die Abbildungen lim f, : X — R, x — lim f,(z) und lim f, : X — R, 2+
n—00 n—o00 n—00

lim f,(x), sind messbar. Insbesondere ist lim f, : X — R, 2 = lim f,(z),
n— 00 n—00 n—oo

messbar, sobald lim f,(x) € R fiir alle x € X emistiert.
n—oo

Beweis.ﬂ i) Fir jedes a € R gilt (inlg(fn))_l([a, ]) = {z € X, fu(x) > a fir alle
ne
n € N} = N fl([a,]) € A, da alle f,’s messbar sind. Da B(R) durch Elemente

neN
der Form [a, o0] erzeugt wird (Ubungsaufgabe), muss nach dem Prinzip der guten Men-

gen (ir€1£I (f.)"1(B) € A fiir alle B € B(R) gelten. Fiir sup(f,) ist der Beweis analog
n neN

8Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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(betrachte dann Erzeuger von B(R) der Form [—o0, a], mit a €R).
i1) Nach i) ist, fur jedes n € N, die Abbildung ]1r>1f (fx) : X — R messbar; wiederum nach

i) ist dann B
lim f, =sup(inf(f;)): X — R
n—00 neN kzn
auch messbar. Fiir lim £, ist der Beweis analog. O

n—oo

3.2.2 Treppenfunktionen

Definition 3.28 Sei (X, A) ein Messraum. Fine Treppenfunktion auf X ist eine Abbil-
dung s : X — R, die messbar ist und nur endlich viele Werte hat.

Proposition 3.29 Seis: X — R eine Treppenfunktz’on auf einem Messraum X . Dann
existieren eindeutige n > 1, nichtleere Ay, ..., A, € A und reelle Zahlen ap < - < ay

so, dass UA X, AN A, —@furallel<z7é]<nunds—Za1XAz, wobei x 4, die

chamktemstzsche Funktion von A; ist. Diese Darstellung heifst die kanomsche Darstellung
der Treppenfunktion s.

Bewez’:ﬂ Nach Voraussetzung ist s(X) eine endliche Teilmenge von R, insbesondere existie-
ren reelle Zahlen ay, ..., o, mit s(X) ={ay,...,a,}. O.B.d.A. seien ay, ..., a, monoton
wachsend angeordnet, d.h., oy < ... < . Setze A; := s7'({a;}) C X und bemerke, dass
A; € A gilt, weil s nach Voraussetzung messbar ist; auflerdem gilt A; N A, = & wegen
aj # ay, fir alle j # kund X = s7'(s(X)) = Uj_; s7'({a;}) = Uj_; 4j. Sei @ € X,
dann existiert ein eindeutiges ¢ € {1,...,n} mit = € A;. Es folgt

s(z) = o

— +za] Y
1 J#%

= Z QX A; (z)

und damit s = Z?Zl a;jxa,- Dies zeigt die Existenz einer solchen Darstellung.

Fiir die Eindeutigkeit nehmen wir an, dass es zwei solche Darstellungen gibt, also s =
Z;L=1 ajxa, und s = >" Bixp, wobel oy < ... < o, und f; < ... < B, (sonst
konnte man z.B. eines der A;’s in zwei Teilmengen teilen, A; = C; U Cy mit C1,Cy € A
und C1 N Cy, = @, ggtf. ist xa, = X1 + Xcp). Dann gilt s(X) = {a,...,a,} und
s(X) = {p1,...,0m}, insbesondere muss m = n und «o; = f; fir alle 1 < j < n gel-
ten. Mit der Darstellung s = 377 | ajxa, ist aber A; = s7'({a;}) fiir alle 1 < j < n,
somit gilt A; = s7'({ay}) = s71({B;}) = B fiir alle 1 < j < n. Dies beweist die Eindeu-
tigkeit der Darstellung und die Proposition [3.29] O

Proposition 3.30 Sei f : X — [0,00] eine messbare Abbildung auf einem Messraum
X. Dann existiert eine monoton wachsende Folge (s,)nen von Treppenfunktionen s, :
X — [0, 00] mit s,(x) — f(z) fir alle x € X.

n— o0

9Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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Beweis[V Fiir jedes n € N definiere G, := f~*([n, 0c]) und beachte, dass wegen f messbar
G, € A gilt. Setze dann

21

Sy 1= Z%Xf,l([%v%[)+nxgn, Sp: X — [0, 00].

i=0
Dann ist s,, eine nichtnegative Treppenfunktion (s, ist messbar, da f messbar ist) auf X.
Behauptung 1: Die Folge (S, )nen ist monoton wachsend, d.h., es gilt s, < s,.1 auf X,
tiir alle n € N.
Beweis: Sei © € X beliebig. Ist © ¢ G, so existiert ein eindeutiges ¢ € {0,...,2" — 1}

mit 2 € f7'([55, %t[). Nach Definition ist dann s,(z) = 5. Dann gibt es zwei Félle:

entweder ist v € fl([55, 255 ]) = [N ([55, 21 )), gl ist spp1(x) = 55 = sp(x), oder
ve [T, ) = fH([ER, 252), gef. ist spqa(x) = 225 > s,(2). In beiden Féllen

gilt wohl s,,1(x) > s,(z).

Ist nun x € G, so ist nach Definition s, (x) = n. Da gibt es wieder zwei Félle: entweder gilt
T € Gryt, ggl. ist spp1(2) =n+ 1> s,(x), oder © ¢ Gy, gof. ist v € f([55r, 2k ),
wobei jetzt n < 557, insbesondere ist in diesem letzten Fall s,.1(z) = 557 > sa(2).
Wiederum gilt s,,41(x) > s,(z). Dies beweist die Behauptung 1. v
Behauptung 2: Fiir jedes x € X gilt s,(x) _ f(z).

Beweis: Sei x € X beliebig. Falls f(x) = oo gilt nach Definition s,(x) = n fir alle
n € N, somit s,(z) — 00 = f(z) (im iiblichen Sinne fiir reelle Folgen oder — es ist

dquivalent — beziiglich der Metrik d aus den Bezeichnungen [3.26)). Falls f(z) < oo gilt,
fir alle n > [f(z)] + 1 (wobei [f(z)] € N die grofite ganze Zahl bezeichnet, die kleiner
gleich f(z) ist): es gibt ein eindeutiges i € {0,...,2" — 1} mit x € f~([s, &), somit

S ony on
ist f(z) € [55, 5= [sn(2), sn(2) + 5[ Daraus folgt |s,(z) — f(z)| < 3 und damit
sp(x) — 0, d.h., s,(z) — f(x). Dies zeigt die Behauptung 2. V
Dies beweist die Proposition |3.30] 0

Definition 3.31 Sei (X, A, u) ein Mafraum.

i) Fiir eine Treppenfunktion s : X — [0, 00| definieren wir
/ sdp = Z%‘M(Az‘) € [0, o0},
X i=1

wobei s = a;xa, die kanonische Darstellung von s ist.
i=1

ii) Fir eine messbare Abbildung f : X — [0,00] definieren wir

/ fdp = sup{/sdu, s: X — [0, 00[ Treppenfunktion mit s < f} € [0, o0].
X

T

iii) Fir A € A definieren wir

[ fwi= [ udu, 0.3

wobei A die o-Algebra Ay, == {BNA,B € A} tragt und pj, : A, — [0,00],
B — u(B) ist.

10Djieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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Bemerkungen 3.32
1. Fiir f,g: X — [0, 00] messbar mit f < g gilt offensichtlich [, fdu < [, gdpu.
2. Fiir f: X — [0, 00] messbar und « € [0, 00 gilt [, afdp = o [ fdp.
3. Fiir f: X — [0, 00] messbar und A € A gilt [, fdu = [, fxadp.
4. Fiir f: X — [0, 00] messbar und A € A mit u(A) =0 gilt [, fdu = 0.

5. Fiir f: X — [0, 00] messbar und A, B € Amit A C B gilt [, fdu < [, fdu.

3.2.3 Der Satz iiber monotone Konvergenz

Satz 3.33 (Satz iiber monotone Konvergenz) Sei (X, A, ) ein Mafraum und ( f,,)nen
eine monoton wachsende Folge von messbaren Funktionen f, : X — [0,00]| (d.h.,
fa(2) < fua(x) fir allen € N und € X). Dann gilt [, lim f,dp = lim [, f.dp.

n—oo n—oo

Beweisl.D Beachte, dass nach Proposition [3.27| die Funktion f := lim f, : X — [0, o]
n—oo

wohldefiniert und messbar ist. Wegen f,, < f fiir alle n € N gilt nach Bemerkung |3.32/1
auch [, fudp < [y fdp; da ([, fudp)nen monoton wachsend ist, existiert lim [, f.du €
n—oo

[0,00] und es gilt lim [, fodp < [y fdp. Wir wollen jetzt die andere Ungleichung zeigen.
n—oo

Sei s : X — [0,00] eine Treppenfunktion mit s < f. Sei A €]0,1[. Betrachte, fiir

alle n € N, die Teilmenge A, := {z € X, f.(x) > As(z)} € X. Wegen f, und As

messbar ist A, = (f, — As)"1([0,00]) € A. AuBerdem gilt A, C A, fiir allen € N

(wegen f, < fuy1) und |J A, = X, denn: fiir jedes z € X gilt entweder f(x) > As(z)
neN

(ggf. ist wegen f,(z) — f(x) auch f,(x) > As(z) fir n € N hinreichend gro) oder
n—oo

f(z) = As(z) (gef. gilt f(x) = s(z) = As(x) und, wegen X €]0, 1], f(z) = s(x) = 0; dann
ist fu(x) = 0= As(z) fir alle n € N).
Behauptung: Es gilt [, sdu — [, sdp.

n n—ro0

Beweis: Nach Proposition [3.12/2.ii) reicht es, zu zeigen, dass A — [0,00], A — [, sdp
ein Maf ist. Offenbar ist [ sdu = 0 (siche Bemerkung|3.3214). Sei (A, )nen eine disjunkte

k
Familie von Elementen von A. Stelle s in seine kanonische Darstellung s = > a;x5,
i=1

k
dar, wobei B, € A, o € [0,00[ und | B; = X, B, N B; = @ fiir alle ¢ # j. Dann

=1

k k
ist s| A, = D 0XBN(U An)s SOMIt ist fU 4osdp = Y ou(B; N (U Ar)). Da aber
i=1 " i=1

neN neN neN neN
B.n(U A4,) = UBNA,) mit B,NA, € Aund (B;NA,) N(B;NA,) = fir alle
neN neN
i # g, gilt u(B;N (U An)) = > (BN Ay), fiir alle 1 < i < k. Da alle u(B; N 4,)
neN n=0

nichtnegativ sind, kann folgende fjmordnung der Summanden durchgefithrt werden:

k

Zai,u(Bi N(JA)) =D ) uBinA) =>> aiu(BiNA,).

neN =1 n=0 n=0 i=1

"Djieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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k k
Nach Definition gilt aber >° c;u(B;iNA,) = [, sdp, insbesondereist - c;u(B,N(J An)) =
] £

= i=1 neN

>~ [, sdu. Dies zeigt fU . Sdp=>" [, sdu und die Behauptung. vV
n=0 " nenN " n=0 "
Nun ist 54, eine Treppenfunktion mit s4, < % Jn|A,, insbesondere gilt nach Definition

des Integrals fAn S|andpa, = fAn sdp < fAn % - fadp < %fx fndp. Léasst man n gegen oo
laufen, so bekommt man nach der Behauptung

1
/ sdp = lim sdp < — lim fndp.
X A n—oo [y

n—oo A
n

Dies gilt fiir alle Treppenfunktionen s : X — [0, 00[ mit s < f. Bilden wir das Supre-
mum auf allen Treppenfunktionen, so bekommen wir [ v fdu < % lim [ « fndp. Lésst man
n—oo
schlieflich A gegen 1 laufen, so erhalten wir [, fdu < lim [, f,du, was zu beweisen war.
n—oo
O

Korollar 3.34 Seien f,g : X — [0,00] messbare Funktionen auf einem Majfraum
(X, A, ). Dann gilt [ f+ gdp = [y fdu+ [ gdp.

Beweis.@ Nach Propositionexistieren monoton wachsende Folgen (s, )nen und (73, )nen
von nichtnegativen Treppenfunktionen auf X mit s, (z) — f(z) und 7,,(z) — g(x), fiir
alle x € X. Da (s, + 7, )nen ebenfalls eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktio-
nen ist mit s, (x) +7,(x) . (f+9)(z) fir alle z € X, folgt aus dem Satz [3.33| (mehrfach

angewendet):

Jx [+gdp = lim [, s,+7du

n—oo

[x sndp — [ fdp und
o . : n—o0
= nh_)nolo(fx Spdp + fX Todpt) mit fX Tadpt ,:o fX gdp
= [ fdp+ [, gdp.

Dies beweist die gesuchte Identitdt. Dabei haben wir die Tatsachen verwendet, dass fiir
zwei Treppenfunktionen s, s’ : X — [0, 00] die Summe s + st X — [0, o[ ebenfalls
eine Treppenfunktion ist mit [, s+ s'du = [, sdu+ [ s'du (Ubungsaufgabe). OJ

Korollar 3.35 Sei (f,)nen eine Folge von messbaren Abbildungen f, : X — [0,00] auf
einem Mapraum (X, A, ). Dann gilt 3" [ fadp = [ > fadp € [0,00].
n=0 n=0

Beweis{"?| Betrachte die Folge g,, := Y_ fi : X — [0, 00]. Dann ist (g, )nen €ine monoton
k=0

wachsende (wegen f,, > 0 fiir alle n) Folge von messbaren Abbildungen auf X. Satz m

liefert die Identitét. ]

12Djeser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
3Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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Korollar 3.36 (Fatou-Lemma) Sei (f,,)nen €ine Folge von messbaren Abbildungen f,, :
X — [0, 00| auf einem Mafraum (X, A, n). Dann gilt

/ lim f,dp < lim [ f.dpy.
X

n—oo n—oo J X
Beweis] Setze g, = inf{fi,k > n} : X — [0,00]. Dann ist (g,)nen nach Propo-
sition eine Folge von messbaren Funktionen. Auflerdem ist (g,)nen nach Definition
monoton wachsend. Satz [3.33|liefert | + lim g,dp = lim S « 9ndpt. Nach Definition ist aber
n—oo n— oo

lim g, = lim f, und es gilt g, < f, fiir alle n € N, insbesondere ist [, gndp < [y fudp
n—00 n—00

fiir alle n € N. Daraus folgt

/ lim f,dp = lim / gndp = lim [ g,dp < lim [ fdp,
X n—oo X

n—00 n—oo J X n—o0 J X

was zu beweisen war. O

Bemerkung 3.37 1.A. gilt die Gleichheit in der Ungleichung von Korollar [3.36] nicht:

z.B. betrachte X := R, A := L, p:= X (Lebesgue-Maf}) und f, := X0 : X — {0, 1}.

Wegen [n,o0[€ B(R) ist f, messbar. Wegen n — oo (!) gilt f.(z) — 0, fiir alle
n—00 n—00

x € X. Insbesondere ist lim f,, = 0 und somit fX lim f,du = 0. Dennoch ist fX fndp =

n—oo n—oo
p([n, 0o[) = oo fiir alle n € N, insbesondere ist [}, lim f,dyu =0 < oo = lim [, f.dp.

n—oo n—oo
Proposition 3.38 Sei f : X — [0,00] eine messbare Funktion auf einem MafSraum
(X, A, ). Dann definiert v : A — [0,00], Ar— [, fdu, ein Map auf A. Auferdem gilt
[y 9dv = [, fgdu fiir jede messbare Funktion g : X — [0, cc].
Beweis[?] Nach Definition des Integrals einer nichtnegativen messbaren Abbildung gilt
v(@) = fg fduw = 0. Sei (A,)nen eine Folge von Elementen von A mit A, N A, = & fir
alle n # m. Dann gilt

U = [ g

neN nen An

= / IXUpenan it nach Bemerkung |3.323
X

= / £ xaudu
X n=0

= / > Fxaudu
X n=0

=y / fxa,du nach Korollar [3.35]
n=0 X

= Z/ fdu nach Bemerkung [3.32/3
n=0 An

= Y v(A).

4Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
5Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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Dies zeigt, dass v : A — [0, 0o ein Ma$ ist.
Die letzte Aussage zeige man erstens fiir eine nichtnegative Treppenfunktion s = Y " | a;x 4,
(mit aq,...,q, € [0,00[). Namlich gilt

n

/sdu = /ZaiXAidV
X X

=1

= Z a;v(4;) nach Definition des Integrals
= Q; / fdu nach Definition von v
1 Ai

i=

= Zai/ fxadp nach Bemerkung |3.323
i=1 X

= /X;OéifXAidu
= /stdu. (3.1)

Sei nun g : X — [0, 00| eine beliebige messbare Abbildung. Dann existiert nach Proposi-

tion eine monoton wachsende Folge (s,,)nen von Treppenfunktionen s, : X — [0, 00|

mit s,(zr) — g(x) fir alle + € X. Beachte, dass die Folge (fs,)nen eine monoton
n—o0

wachsende Folge von messbaren Abbildungen X — [0, 0] ist, die punktweise gegen
die messbare Abbildung fg : X — [0, 00] konvergiert. Aus dem Satz iiber monotone
Konvergenz und dem letzten Schritt folgt dann

/ gdv = / lim s,dv
X X n—o0
= lim Spdv nach Satz|3.33
n—oo X
2L lim fsndu
= / lim fs,du nach Satz|3.33
X n—o0
~ [ fodu
X
Dies beweist die letzte Identitét und die Proposition [3.38] O

3.2.4 Das Integral reell- oder vektorwertiger Funktionen

Definition 3.39 Sei (X, A, u) ein Mafiraum. Eine Abbildung f : X — R heifit genau
dann p-integrierbar, wenn f messbar ist und fX |fldu < oo ist.
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Beachte dazu, dass |f| = |- | o f : X — [0,00[ als Verkniipfung zweier messbarer
Funktionen wieder messbar ist.

Bezeichnungen 3.40 Fiir f : X — R bezeichnen f, := max(f,0) : X — [0, 0o und
fo = max(—f,0) : X — [0,00[. Dann ist f = f, — f_ und |f| = fi + f_. Beachte:
ist f messbar, so sind nach Proposition f+ und f_ messbar. Desweiteren gilt wegen
f+ < |flund fo < |f] auch [y fydp < [y |fldp und [y fodp < [, fdp. Insbesondere
gilt [ fadp < oo, falls [, |fldp < oo ist.

Definition 3.41 Sei f : X — R eine p-integrierbare Funktion auf einem Mafraum
(X, A, 1). Das Integral von f auf X wird durch

LszLﬁw—éﬁmzémwmwmiémmﬁmmeR

definiert.

Proposition 3.42 Sei (X, A, 1) ein Mafraum.
i) Fir alle p-integrierbaren Funktionen f,g : X — R und o, € R ist af + Bg
integrierbar mit [, af + Bgdp = o [y fdp+ B [, gdp.
it) Fiir jede p-integrierbare Funktion f: X — R gilt | [ fdp| < [ |f|dp.

Beweis¥i) Nach Proposition ist aof + Bg messbar mit |af + Bg| < |af - |f|+ 8] 9],
insbesondere [\ [af +|gldu < [y |af-|f[+ 8] [gldn = |al- [ |fldu+ 18] [y |gldp < occ.
Daraus folgt, dass af + fg p-integrierbar ist.

i7) Nach Definition gilt

[ sl =1 [ o= [ < [ pdns [ rdu= [ forsdn= [ ifiae

Dies beweist die Proposition. O

Definition 3.43 Sei (X, A, ) ein Mafraum und p € N\ {0}.

i) Eine Abbildung f : X — RP, x +— (fi(z),..., fp(x)), heifit genau dann -
integrierbar, wenn f; : X — R p-integrierbar ist fir alle 1 < j < p. Ggf. definiert
man [ fdp = ([ frdp, ..., [ fodun) € RP.

ii) Analog ist eine Abbildung f : X — C, x — Re(f(x)) + iIm(f(x)), genau dann
w-integrierbar, wenn Re(f) : X — R und Im(f) : X — R p-integrierbar sind.
Gyf. definiert man [ fdp = [, Re(f)dp+1i [ Im(f)dp € C.

Proposition 3.44 Sei (X, A, p) ein Mafsraum und p € N\ {0}. Dann gilt

1. Eine messbare Abbildung f : X — RP ist genau dann p-integrierbar, wenn fX |fldu <
00, d.h., wenn |f| : X — R, x — |f(z)|, p-integrierbar ist. Analog ist eine
messbare Abbildung f : X — C genau dann p-integrierbar, wenn fX |fldp < oo
qgilt.

16Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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2. Fiir alle p-integrierbaren Funktionen f,g : X — RP und o, € R ist af + Bg :
X — R? p-integrierbar mit [, of + Bgdp = « [ fdp + B [y gdp. Analog fir
fig: X — C.

3. Fir jede p-integrierbare Funktion f: X — RP (oder f: X — C) gilt | Ix fd,u‘ <
Jx 1fldp € [0, 00].

Beweis.ﬂ Wir beweisen beide Aussagen fiir f : X — RP. Der Fall f : X — C lasst sich

daraus herleiten.

1. Es ist lediglich zu beachten, dass fiir alle 1 < j < p folgendes gilt:
il <11 < v/ - max(|i) (Zm).

2. Fiir jedes j € {1,...,p} ist af; + ug; : X —> R p-integrierbar. Die Identitét
folgt direkt aus der entsprechenden Eigenschaft fiir reellwertige Funktionen, siehe
Proposition

3. Der Beweis geht analog wie der von Proposition [1.21], wobei i.W. lediglich die Li-
nearitit des Integrals genutzt wird. 0

3.2.5 Der Satz iiber majorisierte Konvergenz

Satz 3.45 (Satz iiber majorisierte Konvergenz) Sei (X, A, 1) ein Mafraum und (f,,)nen
eine Folge von messbaren Funktionen f, : X — R. Wir nehmen an, dass

a) fir jedes x € X der Grenzwert lim f,(z) € R existiert,
n—o0

b) eine p-integrierbare Funktion g : X — R existiert mit |f,| < g fiir alle n € N.

Dann sind die Funktionen f, und f : X — R, x — lim f,(z), p-integrierbar und es
n—oo
gilt [ | fo — fldu — 0, insbesondere [, nh_{ﬁlo fodp = nh_g)lo Jx fadps.

Beweiﬂ: Sei n € N beliebig. Wegen |f,,| < g gilt [, |fuldp < [ gdp; da g p-integrierbar
ist, gilt fX gdp < oo und somit auch fX | fnldp < oo, d.h., f, ist p-integrierbar. Beachte
auch, dass fir jedes x € X die Ungleichung |f,(z)| < g(z) durch n — oo die Unglei-
chung |f(x)| < g(z) liefert, d.h., es gilt | f| < g auf X. Insbesondere ist f p-integrierbar.
Aulerdem gilt |f, — f| < |fal + |f] < 2g und somit 0 < 29 — |f,, — f| < 2g auf X.
Bemerke auch, dass wegen [, gdu < oo die Funktion |f, — f| ebenfalls p-integrierbar
ist, fiir alle n € N und dass lim, e [y [fn — fldu < 2 [ gdu < oo. Nun wenden
wir das Fatou-Lemma auf die Folge (29 — |fn — f|)nen von nichtnegativen messbaren
Funktionen an: wegen |f, — f|(z ) — 0 fir alle x € X gilt lim, . (29 — |fu — f]) =

29+ lim, ,  (=[fn — f]) = 29 — hmn—>oo |fo = fI = 29 — limyso0 [ fu — f| = 2g auf X;
Korollar“hefert S lim, (29 — | fr — fl)dp < lim, o [ (29 — |fn — fl)du, d.h.,

/ngué 1i_rM/ 29du—/ Ifn—f!du):/2gdu—m/ | fn — fldi,
X n—oo JX X X n—oo [~

"Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
8Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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so dass lim,_,o fX |fr — fldup < 0. Wegen fX |fn — fldp > 0 fiir alle » muss dann

lim, , [y |fo — flde > 0 und somit auch lim,_ [y |fo — fldp = 0 gelten. Proposi-

tion [3.42i) liefert schlieBlich | [\ (fn — f)du| < [ [fo — fldp; wegen [ |fr — fldp — 0
n—oo

folgt [ Ty (fo = Pl — 0, dh, [y fudpe — [y fdp 0

Korollar 3.46 Sei (X, A, 1) ein Mafiraum und (f,)nen €ine Folge von messbaren Funk-
tionen f, : X — [0,00[. Angenommen, die Folge (f,)nen sei monoton fallend (d.h.,
for1(z) < fulx) fir allen € N und x € X) und [ fodu < oo. Dann ist jedes f,
w-integrierbar, 71113010 fo + X — [0,00[ ist p-integrierbar und es gilt fX 7}1320 fodp =

Jim [

Beweiﬂ: Betrachte die durch g, := fo — f,, (wohldefinierte) Folge (g, )nen. Nach Voraus-
setzung ist fiir alle n € N die Funktion g, : X — [0, 00[ eine nichtnegative messbare
Funktion mit g, < gn+1 (wegen f, > f,11). Desweiteren konvergiert (g, )neny punktweise
gegen fo — f, wobei f : X — [0,00[, = |—>nh_>r£10 fn(z) (dieser Grenzwert existiert wegen
(fn(x))nen monoton fallend und nichtnegativ). Bemerke, dass f als punktweiser Limes
einer Folge von messbaren Funktionen auch messbar ist, sieche Proposition Wegen
fo— fn = 0 fiir alle n € N gilt auch fo — f > 0, d.h., fo > f auf X. Die Identitéat
Jx fodp = [ fo— fdu+ [y fdp zusammen mit [, fodp < oo liefert [, fo — fdu < oo
sowie [ v fdu < oo, d.h., fo — f und f sind p-integrierbar; analog sind fy — f,, und f,
p-integrierbar fiir alle n € N. Der Satz {iber monotone Konvergenz (Satz impliziert
dann

i [ gudn= [ fo~ sin
d.h. fX fodp — lim,, fX fodp = fX fodp — fX fdu. Daraus folgt lim,, fX fodp =

[ fdu, was zu beweisen war. 0

Definition 3.47 Sei (X, A, ) ein MafSraum. Man sagt, dass eine gewisse Eigenschaft
(E) p-fast tberall (kurz: p-f.) gilt, wenn (E) auf N© C X fir eine p-Nullmenge N
erfillt ist.

Z.B. gilt f = g p-f.i. fiir zwei Funktionen f,g: X — R, wenn eine py-Nullmenge N C X
existiert mit f(x) = g(x) fiir alle x ¢ N. Ein anderes Beispiel ist: sei (f,), eine Folge
von Funktionen f, : X — R und f : X — R eine weitere Funktion, per Definition
konvergiert (f,), punktweise p-f.i. gegen f, wenn eine p-Nullmenge N C X so existiert,

dass f,(z) — f(z) fur alle x ¢ N.

Korollar 3.48 (Satz iiber majorisierte Konvergenz “u-f.ii.”) Sei (X, A, ) ein Maf-
raum und (fn)nen €ine Folge von messbaren Abbildungen f, : X — R. Wir nehmen an,
dass

a) der punktweise Limes lim f, u-f.i. existiert,
n—oo

b) eine p-integrierbare Funktion g : X — R existiert mit

\ful < g p-fi., wund fir allen € N.

9Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht durchgefiihrt.
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Dann ist f, p-integrierbar fiir alle n € N und es existiert eine p-integrierbare Funktion
f:X — R mit lim f, = f p-foi. Auferdem gilt [, |f, — fldu — 0 und insbesondere
n—oo n—oo

Der Beweis von Korollar beruht auf Satz und auf der Tatsache, dass [, fdu =
[ 9dp gilt, falls f und g p-integrierbare Funktionen sind mit f = g p-f.ii.

Bemerkung 3.49 Satz und Korollar gelten ebenfalls fiir Funktionen mit Wer-
ten im R? bzw. in C: man ersetze lediglich den Betrag durch die Norm in der Bedingung
b).

3.2.6 Vergleich mit dem Riemann-Integral

Erinnerung: Eine beschrénkte Funktion f : [a,b] — R heifit genau dann Riemann-
integrierbar, wenn fiir jedes ¢ > 0 eine Unterteilung a = ¢y < t; < -+ < t;, = b des
Intervalls [a, b] so existiert, dass

k—

(0<)Y (tiss —t:)( sup(f) — inf(f)) <e

i—0 [tistiv1] [tistitr

—_

Ggf. definiert man das Riemann-Integral von f durch

[i@)dr = sup (kz_l@m—ti)-[mf(f))

a=tg<--<tp=b \ ;=0 titiy1]
kEN

k—1

= inf tiy1 — ;) - sup(f) | .
a:zo<k»é»N<tk:b <z§0( + ) [ti,ti+1§ )>

Satz 3.50 Sei f : [a,b] — R beschrdnkt und Riemann-integrierbar. Dann ist f auch
A-integrierbar (wobei A das Lebesgue-Maf auf R ist) auf [a,b] und es gilt

b
- fd)\:/a f(x)dx.

Beweis: Nach Voraussetzung existiert, fiir jedes n € N\ {0}, eine Unterteilung a = t,, <
... < tgn = b des Intervalles [a, b] so, dass

k—1
. 1
( sup  (f)—  inf  (f)(isrn —tin) < —
i=0 [tinstit1,n) [ti,notit1,n] n
gilt. Hierbei héngt k auch von n ab. Wir setzen
k—1
Sn = Z 0 i?f | (f)* Xitsntisrnl T F(0) - X0}
i=0 i,nli+1n
-1

k
Sp = Z sup  (f) * Xitomitisral T J(0) - Xqo}5
=0

[ti,n tit1,n)

fir alle n € N\ {0}. Dann sind s,, und S,, (wegen f beschrinkt) wohldefinierte Trep-
penfunktionen auf [a,b] mit s, < f < S, auf [a, 0] fiir alle n € N\ {0}. Die Funktionen
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s :=sup (s,) und S ::ir;f1 (S,) sind daher wohldefiniert und, nach Proposition [3.27]

n>1

messbar, wobei [a, ] die o-Algebra £ trigt. Nach Konstruktion gilt

[inbf](f) <s, <s< f<S<S, <sup(f).
a, [a,b]

Da beschrinkte messbare Funktionen auf beschréankten Intervallen A-integrierbar sind,
sind s, $,S,, S A-integrierbar auf [a, b] und es gilt

/ sndA < / sih< | Sdx< [ S, (3.2)
[a,b] [a,b] [a,b] [a,b]

fiir alle n € N\ {0}. Wegen

S|

o< [ sar- / Sudh = Z sup ()= b (D)t — ti) €
[a,b] [a,b]

notitd, n} [ti,ntit1,nl

gilt f[a’b} SpdA — f[a,b] SpdA — 0. Dies impliziert f[a’b} S —sd\ = f[a’b} SdM — f[a’b] sd)\ = 0.

n—oo

Behauptung 1: Sei g : X — [0,00] eine messbare Abbildung auf einem MaBraum
(X, A, ) mit [, gdpp = 0. Dann gilt g = 0 p-£ii.

Beweis: Sei Y := g7'(]0,00]) C X. Zu zeigen ist, dass Y eine p-Nullmenge ist. Nach
Voraussetzung ist Y € A (wegen g messbar). Angenommen, p(Y") > 0. Wegen |0, oo] = |

n>1
|+, 00] ist Y =J ¥, mit ¥, := g7 !(]%,00]) € A. AuBerdem ist Y,, C Y,4 fiir alle n > 1.
n>1
Proposition [3.12 liefert lim u(Y,) = pu(Y) > 0, insbesondere existiert mindestens ein
n—oo

n > 1 mit p(Y,) > 0. Dies aber impliziert

1 Y,
/gdu=/9du+/ gduz/gduz/ —du=u< >>0,
X n Ye Yr T n

——
>0

Widerspruch zur Annahme [, gdp = 0. Dies zeigt (Y) = 0, was zu beweisen war.  /
Die Funktion S — s : [a,b] — [0, 0o[ ist messbar mit f[a,b] — sd\ = 0, insbesondere gilt
nach der Behauptung 1 .S — s =0 A\-f.ii. Wegen s < f < S gilt dann s = f = 5 ..
Behauptung 2: Sei g : X — R eine Abbildung auf einem vollstidndigen MaBraum
(X, A, p), die u-f.ii. einer messbaren Abbildung h : X — R gleicht. Dann ist g ebenfalls
messbar.

Beweis: Nach Voraussetzung gilt ¢ = h auf X \ N, wobei N C X eine p-Nullmenge ist.
Da p vollsténdig ist, gilt N € A. Ist nun B € B(R), so gilt g7'(B) = ggvl(B) U g‘;l(B) =
hy '(B)uU Ix '(B), wobei h|_Nlc (B) € A wegen h messbar und gEVl(B) € A wegen N p-
Nullmenge. Daraus folgt ¢g~'(B) € A und die Behauptung. v

Da das Lebesgue-Maf vollstindig ist, impliziert die Behauptung 2, dass f messbar ist und
daher M-integrierbar auf [a, 0] (Wegen f beschréinkt) mit [, sdA = [, fd\ = [, SdA.

SchlieBlich bleibt, zu bemerken, dass lim f[a ) SndA = fa f Ydz = lim f[a s SndA nach
n—00 ) n— 00 )
Konstruktion von s, und S, gilt. Die Kette von Ungleichungen (3.2)) liefert lim f[a ] SpdX =
n—00 )

f[a y SAA, somit f[a g fdA = fabf(m)dx. Dies beweist den Satz |3.50 O
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Beispiele 3.51

1. Sei X = [0,1], A := Ly, , und p = A, (Lebesgue-Maf). Betrachte die Folge
fo: X — R, x — 2. Jede Funktion f, ist natiirlich messbar (da stetig) und es
gilt fri1(z) < fo(x) fiir alle n € N und z € [0, 1]. Da f; die konstante Funktion 1
ist und f[O,l] 1dX\ = A([0,1]) = 1 < oo, folgt aus Korollar W

lim fnd,u—/ lim f,du,
wobei lim f,(z) = { (1) Eﬁ:ii[lo’l[ , also nlggofn = xq3. Wegen A({1}) =

n—oo

1
0 folgt [y fa(z)dr = [i, fudh — 0. Tatsichlich ist [y f,(z)dx = [w““] _

n+1
#1 — 0. Beachte aber dass (fn)neN nicht gleichmdfig gegen Xy = hm fn
n—oo
konvergiert.

2. Sei nochmal (X, A, ) = ([0,1], £y, ,, A|p,) und betrachte f, : X — R, z +—
{ sin(—-) fiir z €]0,1]

0 firx =0
X (Ubungsaufgabe) aber nicht stetig (gﬁli)rél+ fn(x) existiert nicht). Es gilt allerdings:

, fiir alle n € N, n > 1. Beachte: f, ist zwar messbar auf

fiir jedes v € X ist hm fn(z) = 0 (wegen sin(z) - sin(0) = 0) und fir die p-

integrierbare Funktlon g X — R,z — 1gilt |f] < g auf X. Satz [3.45] mlmphmert
dass

lim fnd,u / lim f,du,
Xn—)oo

n—oo

d.h., f[o 1 fad\ — 0. In dem Fall konvergiert (f,)nen nicht gleichméBig gegen 0
) n—00

auf [0, 1]; auBlerdem wére eine Stammfunktion von f,, nur schwierig zu bestimmen!

Nun vergleichen wir das Lebesgue-Integral fiir Funktionen f : I — R (wobei I C R
Intervall) mit dem sogenannten uneigentlichen Riemann-Integral.
Erinnerung: Sei [ := [a,b[C R ein halboffenes Intervall mit @ € R und b €la, co]. Sei

f : I — R eine Funktion. Man sagt, dass das Integral fab f(z)dz konvergiert, wenn fur
jedes ¢ €la,b[ die Funktion fijq : [a,c] — R beschrankt und Riemann-integrierbar ist
und der Grenzwert lirrg f: f(z)dz existiert in R. Ggf. definiert man

c—

b ¢
/a f(z)dz = }jl_rg/a f(z)dr € R.

Analog fiir eine Funktion f :]a,b] — R (mit b € R und a € [—00, b[). Fiir eine Funktion
f :Ja,b[— R (mit a,b € R,a < b) konvergiert das Integral f;f(x)dx, wenn fiir ein
(und dann jedes) ¢ €]a, b[ die Integrale [ f(z)dz und fcb f(z)dz konvergieren. Ggf. setzt
man fab f(x)dz = [° f(x)dx—i—fcb f(x)dz. Das Integral fab f(z)dz heiBt genau dann absolut
konvergent, wenn das Integral fab | f (x)|dx konvergiert. Ggf. konvergiert ebenfalls fab f(z)dz
und es gilt | ff f(z)dz| < f; | f(x)|dx, sieche Analysis 1.

Proposition 3.52 Sei f : [a,b[— R eine Funktion, wobei a € R und b €]a, co0]. Ange-
nommen, fir jedes ¢ €la,b| sei fijaq : [a,c] — R beschrankt und Riemann-integrierbar.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
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i) Die Funktion f ist A-integrierbar auf [a,b].
ii) Das Integral f; f(z)dz konvergiert absolut.

Gaf. gilt [,y fdA = 12 f(x)dw

Beweis: Nach Voraussetzung ist, fiir jedes ¢ € [a, b], die Funktion f|[a,c] Riemann-integrierbar.
Daraus folgt insbesondere, dass f messbar ist, denn: ist B € B(R) beliebig, so gilt

B) =U f| ( ), wobei (¢;)nen eine Folge aus [a,b] ist mit ¢, — b; wegen
neN n—00

f|[ ]( ) € L gilt dann f~Y(B) € L. AuBlerdem ist, nach Analysis I, die Funktion
| f]},.., ebenfalls Riemann-integrierbar. Satz liefert, dass [f]|, , A-integrierbar ist mit
f[a g |fld\ = [7]f(z)|dz. Ist nun (c,)men eine beliebige monoton wachsende Folge aus

la,b] mit ¢,, — b, so folgt aus dem Satz {iber monotone Konvergenz (Satz |3.33

n—
[ wran=tm [ iflan
[a,b] =20 Jla,cn]

denn f[a el |fld\ = f[a b | | Xa,cn)dA und die Folge (| f]- X[a,ca])nen ist eine monotone wach-

sende Folge nichtnegativer messbarer Funktionen, welche punktweise gegen | f| konvergiert
(auf [a,b]). Insgesamt gilt [, [f[dA = lim [ f(x)|dz, insbesondere ist Jiasy [ FldX ge-
nau dann endlich, wenn die Folge (1" | f(x)|dz)nen einen (reellen) Grenzwert besitzt, fiir
alle Folgen (c¢,)nen wie oben. Das heifit, die Funktion f ist genau dann A-integrierbar auf
[a, b[, wenn das Integral fab |f(x)|dx konvergiert, d.h., wenn das Integral fab f(x)dz absolut
konvergiert. Dies beweist die Aquivalenz zwischen 7) und 7). Ist i) oder i) erfiillt, so gilt
oy | F1dX = Tim o) fa)|da = f | f(x)|dx und der Satz {iber majorisierte Konvergenz

(Satz E hefert

/ fdXA = lim fdXx = lim f dx—/ f(z
[a,b] a

n—oo [a,cn] n—oo

wobei genutzt wurde, dass das Integral ff f(z)dz automatisch konvergiert, wenn sie ab-
solut konvergiert (siehe Analysis I). O

Bemerkung 3.53 Es kann passieren, dass das Integral f: f(x)dx konvergiert, dass aber f

1 firz=0
nicht A-integrierbar auf [a, b] ist. Betrachte z.B. f : [0, co[— R, 2 — { sin(x) fZi z S0

Dann konvergiert das Integral fooo f(x)dx (sieche Analysis I); dieses Integral konvergiert

aber nicht absolut wegen f(f |f(z)|dx — 0, somit ist nach Proposition [3.52|die Funktion
—00

f nicht A-integrierbar auf [0, ool.

3.2.7 Parameterabhingige Integrale

Satz 3.54 Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion. Angenommen, fiir alle
a,be I mita <b sei fiay :[a,b] — R A-integrierbar. Fiziere xo € I. Dann gilt:
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f[xo g fdN fallszg <

o f[;c o) fd\ fallsxg > x 7 ist wohldefiniert

i) Die Funktion F': I — R, x {
und stetig.
i) Ist f zusdtzlich stetig in einem x € I, so ist F' ableitbar in x mit F'(z) = f(x).

Beweis:

i) Bemerke, dass nach Voraussetzung die Funktion f auf jedem kompakten Intervall \-
integrierbar ist, insbesondere auf [z, z] (falls o < z) bzw. [z, zo] (falls xy > z), fiir alle
x € I; das heifit, F' ist wohldefiniert auf I. Sei x € I und (z,),>1 eine beliebige Folge aus

I mit z,, — x. Zu zeigen ist F(x,) — F(z). Setze I,, := [xg,x,] falls z,, > x¢ und
n—oo n—00
I, == [z, x| falls x,, < xy. Dann gilt fiir alle n € N
F(x,) = ffn fdX = fRf X1, dA falls z,, > xg
! _flnfd)‘ :—fRf~X1nd)\ falls z,, < xp

Fixiere ¢ > 0 mit [x — e,z + ¢] C I (moglich wegen I offen in R). Wegen z,, — =

n—oo

existiert ein N € N mit z,, €]z — ¢,z + ] fiir alle n > N. Betrachte die Funktionenfolge
(fn := [ X1,)n>1- Jede Funktion f, : R — R ist als Produkt messbarer Funktionen
messbar. Auflerdem gilt |f,,| < |f - x| fiir alle n > N, wobei J := [zg,z] U [z — €,z + €]
falls zg < x und J := [z, x0]U[z — €, 2 +¢] falls 2y > z. Da f auf dem kompakten Intervall
J Mintegrierbar ist, ist | f- x| A-integrierbar auf R. Wegen z,, — konvergiert die Folge

(X1, )n>n punktweise auf R\ {z} gegen Xz, .| falls g < x bzw. gegen xja.., falls 29 > .
Insbesondere konvergiert die Folge (f - x1,)n>n punktweise auf R\ {x} gegen f - X(uqf
falls 7o < o bzw. gegen f - Xz.a0) falls 2o > x. Nun folgt aus dem Satz iiber majorisierte
Konvergenz p-fast-iiberall (Korollar , dass

. Jo " Xirourd\ falls 2 < x
/Rf X1dA o~ { Je £ Xjzaod\ falls 20 > @

gilt. Da jeder Punkt aus R eine A-Nullmenge ist, folgt in allen Féllen F(z,) — F(z).

n—o0

Dies zeigt die Stetigkeit von F' auf I und somit 7).
1) Angenommen, f sei in einem x € [ ableitbar. Sei h € R mit x + h € I. Dann gilt

Flo+h) - Flz) = /[ e

= / /- f(x)d)\—i-/ f(x)dA
[z,z+h] [x,z+h)

= hi(o)+ /[ T

im Fall A > 0 und analog F(x + h) — F(z) = hf(z) — f[Hh’x] f— f(z)dX falls h < 0.
Beachte, dass nach Voraussetzung f — f(x) auf jedem kompakten Intervall A-integrierbar
ist, da jede konstante Funktion auf jedem kompakten Intervall A-integrierbar ist. Da f
stetig in x ist, existiert zu jedem € > 0 ein n > 0 so, dass |f(y) — f(x)] < e fiir alle
y €|z —n,x + n[NI. Insbesondere folgt, fiir alle |h| < 7,

ropf3.47]
| f—f(x)dMP < / If — f(@)|d\ < h -
[z,z+h]

[z,z+h]
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falls ~ > 0 und analog |f[m+h g = f(z)d\| < (=h) - ¢ falls h < 0. In beiden Féllen gilt
|F(z+h)— f(z)—h- f(z)| < |h|-€ fir alle h mit |h| < n. Dies zeigt, dass F differenzierbar
- d.h., ableitbar - in x ist mit Ableitung f(z). O

Bemerke, dass insbesondere F' ableitbar — und sogar C! — ist, sobald f stetig auf I ist.
Allgemeiner ist ' C**1 auf I, sobald f C* auf [ ist.

Satz 3.55 (stetige Abhingigkeit vom Parameter) Sei (X, A, u) ein Mafsraum, (Y, d)
ein metrischer Raum und f : X x Y — RP eine Abbildung. Wir nehmen an:

a) Fir alley € Y sei die Abbildung f, : X — RP, x — f(z,y), messbar;
b) Fiir p-fast alle x € X sei die Abbildung Y — RP, y —— f(x,y), stetig auf Y ;

¢) Eine p-integrierbare Funktion g : X — R existiere mit | f,| < g p-f.d. auf X und
fiir alley € Y.

Dann ist, fir alle y € Y, die Funktion f, : X — RP, p-integrierbar und die Abbildung
F:Y — R, y— [, fydu, ist stetig auf (Y, d).

Beweis: Fiir ein beliebiges y € Y ist nach Voraussetzung f, : X — R messbar mit |f,| <
g auf dem Komplement einer y-Nullmenge, insbesondere gilt [ ¥ | fyldu < | + 9dp < 00. So-
mit ist f, p-integrierbar auf X; daher ist F'(y) wohldefiniert. Sei nun (y,,)nen eine beliebige
Folge aus Y mit vy, — Y d.h., d(yn,y) _ 0. Betrachte die Funktionenfolge (g, )nen,

n—

wobei g,(x) == f(z,y,) — f(z,y) fiir alle z € X. Nach Definition ist g, = f,, — f, als
Differenz zweier messbarer Funktionen wieder messbar auf X mit |g,| < |f,.| + |f,] < 2¢
p-fast-tiberall auf X, wobei 2g : X — [0, 00[ p-integrierbar ist. Nach Voraussetzung
konvergiert g, auf dem Komplement einer pu-Nullmenge punktweise gegen 0 (wegen der
Stetigkeit von f in der zweiten Variablen). Der Satz iiber majorisierte Konvergenz p-fast-
itberall (Korollar 3.48) liefert [, gndu —_ 0, d.h., F(y,) — F(y) —_ 0. Dies zeigt die

Stetigkeit von F' an der Stelle y € Y. Da y beliebig gewihlt werden konnte, folgt die
Stetigkeit von F' auf Y. 0

Satz 3.56 (Differentiation unter dem Integral) Sei (X, A, u) ein Mafraum, I C R
ein offenes Intervall und f : X x I — RP eine Abbildung. Wir nehmen an:

a) Fir allet € I sei fy : X — RP, x — f(x,t), p-integrierbar;
b) Fir p-fast alle x € X sei die Abbildung I — RP, t — f(x,t), ableitbar;

c) Eine p-integrierbare Funktion g : X — R existiere mit ’at (x t)| < g(z) fir p-fast
alle x € X und allet € I, wobez dze t-Ableitung von f bezeichnet.

Dann ist F: [ — RP, t — fX fedp, ableitbar mit F'(t fX %{du, fiir allet € 1.

Beweis: Fiir ein beliebiges t € I sei (hy,)nen eine Folge aus R\ {0} mit A, —_ 0. Betrachte

F<t+hn>—F<t>:i/x(f(Lth)_f“du /fxt+h 1D 4,

I, I,

J/

—Qn()
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Jede Funktion g, : X — R ist nach Voraussetzung p-integrierbar - insbesondere messbar
- auf X mit g,(z) — %({E,t) fiir p-fast alle x € X. Desweiteren folgt aus dem Mittel-
n—r o0

wertsatz (Satz [2.69))
of
92(2) < sup (|5 (2, 5)]),

SE[t,t+hn)
fir u-fast alle z € X, insbesondere auch |g,(z)| < g(x) fiir p-fast alle x € X nach Voraus-
setzung. Da g p-integrierbar ist, kann der Satz {iber majorisierte Konvergenz p-fast-iiberall
(Korollar [3.48) angewendet werden und er liefert [, g,du — f « 5 (z, t)du(x). Da die

Folge (hn)neN beliebig gewahlt werden konnte, folgt, dass F ableltbar ist mit Ableitung
F'(t) = [y 5 O (z,t)du(x) fiir alle t € I, was zu beweisen war. O

Korollar 3.57 Sei f : [a,b] x I — RP eine C*-Abbildung, wobei a < b reell sind und

I C R ein offenes Intervall ist. Dann ist die Funktion F : t — fabf(:x,t)dx, I — RP
C' auf I mit Ableitung

" of

OB

—(x,t)dz fir allet € I.

a

Beweis: Fiir jedes t € I ist f; = f(-,t) : [a,b] — R als stetige Funktion auf ei-

nem kompakten Intervall A-integrierbar — daher auch Riemann-integrierbar nach Satz

3.50, Nach Voraussetzung ist, fir jedes z € [a,b], die Funktion [ LA ableitbar,

mit Ableitung %(:c, -). Fiir jedes kompakte Intervall [¢,d] C I ist auBerdem die Funk-

tion % : [a,b] x [e,d] — R stetig und somit beschrinkt (siche Korollar [2.32), d.h.,

es gibt ein M € [0, 00| mit |88—{(x,t)| < M fir alle (z,t) € [a,b] x [c,d], insbesonde-
re auch fiir alle (z,t) € [a,b]Xx]c,d]. Da jede konstante Funktion auf einem kompakten
Intervall A-integrierbar ist, kann Satz auf f : [a,b]x]c,d[— R angewendet wer-

den, welcher liefert, dass ¢ —— f[a ot (x,t)d\(x) ableitbar auf ]c,d[ ist mit Ableitung
= [y @ AN (@), dh., F'(t) = [ % (z,t)dx (nach Satz (3.50) fiir alle t €]c, d].

a Ot
Da [c dclI beheblg gewahlt werden konnte, folgt die Behauptung. 0

3.3 Das Produktmafl

3.3.1 Produkte von Mafiriumen

Definition 3.58 Seien (X, A) und (Y,B) Messrdume. Die Produkt o-Algebra von A
und B ist die von Ax B:={Ax B|Ae€ A, Be B} CP(X xY) erzeugte o-Algebra auf
X xY. Sie wird mit A® B bezeichnet.

Beachte, dass A x B keine o-Algebra ist (Bild).

Beispiel 3.59 Sei wie vorher B(R") die Borel’sche o-Algebra von R™ (welche nach De-
finition durch die offenen Teilmengen des R™ erzeugt wird). Dann gilt B(R*) @ B(R!) =
B(R*) fiir alle k,I € N. Denn: wir wissen schon, dass B(R*) durch Tellmengen der
Form Hl Jag, b mit a; < b; reell erzeugt wird, fiir jedes k € N (siehe Bemerkung |3 2

Da das Produkt einer Teilmenge dieser Form wieder eine Teilmenge dieser Form 1st gllt
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B(R*) ® B(RY) c B(R**!) nach Definition der Produkt-o-Algebra; wegen [[]a;, bi[=
(TTE Jas, bil) x (TI4 ai, b)) € BRF) @ B(R!) gilt dann auch B(RF) ¢ B(R*) @ B(R).

=1 i=k+1

Proposition 3.60 Seien (X, A, u) und (Y, B,v) Mafsrdume mit 1 und v o-endlich. Dann
existiert ein eindeutiges Maf$ u @ v auf A @ B mit

(1@ v)(A x B) = p(A)(B)
fir alle (A, B) € A x B. Auferdem ist p ® v o-endlich.
Der Beweis von Proposition [3.60] wird in den Anhang [A] verschoben.

Definition 3.61 Das Maf$ 1 ® v aus der Proposition heifit das Produktmafl von
und v.

Die Konstruktion des Produktmafles braucht folgendes Lemma.

Lemma 3.62 Seien (X, A, u) und (Y, B,v) Mafirdume mit p und v o-endlich. Sei E €
A ® B beliebig. Dann gilt:

i) Fir allex € X ist E, :=={y € Y|(x,y) € E} CY Element von B; analog ist fir
jedes y € Y die Teilmenge E, == {z € X |(x,y) € E} C X Element von A.

ii) Die Abbildungen X — [0,00], x +—— v(E;) und Y — [0,00], y — u(E,), sind
messbar.

Lemma wird im Anhang [A] bewiesen, siche Lemma [A.16]

Mit den Bezeichnungen von Lemma wird das Produktmafl von p und v folgender-
mafen definiert, siche Satz

(1 ® v)(E) = /X v(Ey)du(z)

firalle £ € A® B Die Eindeutigkeit dieses Produktmafles zeigt insbesondere, dass & v
auch durch (p ® v = [, u(E ) fiir alle £ € A ® B gegeben ist. Dies fiihrt zum
Satz von Fubini.

3.3.2 Der Satz von Fubini

Satz 3.63 (Satz von Fubini) Seien (X, A, ) und (Y, B,v) Mafirdume mit p und v o-
endlich.

1. (Version fiir nichtnegative Funktionen) Sei f : X XY — [0,00] eine messbare
Abbildung. Dann gilt:

i) Fir jedes (x,y) € X xY sind f, : X — [0,00], z+— f(z,y) und f, : Y —
[0, 00], w > f(z,w), messbar.

i) Die Abbildungen Y — [0,00], y +— [y fydp und X — [0,00], © —
fY fedv, sind messbar und es gilt

[ sy = [ sawsv= [ ([ fdviuto)
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2. (Version fiir integrierbare Funktionen) Sei f : X xY — R (bzw. f: X xY — C
oder f: X xY — RP) eine u ® v-integrierbare Abbildung. Dann gilt:

i) Fir alle (x,y) € X xY sind (in den obigen Bezeichnungen) die Abbildungen
fy und f, messbar. Auflerdem ist die Funktion f, p-integrierbar fir v-fast alle
y €Y und f, ist v-integrierbar fir pu-fast alle v € X.

ii) Die v-fast tiberall definierte Abbildung y — fX fydp ist v-fast dberall gleich
einer v-integrierbaren Abbildung Y — R (und analog fir f.) und es gilt

[ sy = [ sawer= [ ([ favinto)

Zusammengefasst heiBt der zweite Fall im Satz [3.63} die Integrale [,.( [y fydu)dv(y) und
Jx(fy fedv)dp(z) existieren und sind beide gleich [, . fdp ® v. Hierbei deutet die Be-
zeichnung dv(y) (bzw. du(z)) darauf hin, dass die Integrationsvariable y (bzw. z) ist.

Beweis von Satz Der Beweis beruht grofitenteils auf der Konstruktion des Produkt-
mafles sowie auf dem Satz {iber monotone Konvergenz. Sei zuerst y € Y beliebig. Dann
ist f, gleich der Verkniipfung f o¢,, wobei ¢, : X — X XY, z — (z,y). Die Abbildung
Ly ist aber messbar, denn: fiir jedes E € A® B gilt 1,'(E) = {z € X |y(z) € E} = {z €
X |(z,y) € E} = E, mit E, € Anach Lemma[A.16¢). Da f in beiden Versionen messbar
vorausgesetzt wird, ist f, als Verkniipfung zweier messbarer Funktionen wieder messbar
(Proposition . Analog ist f, fiir jedes x € X messbar auf Y.

1. Da fiir jedes z € X die Abbildung f, : Y — [0, 00| messbar und nichtnegativ ist, exi-
stiert [y fodv € [0, 00]. Nun wollen wir zeigen, dass x — [ fydv wieder messbar ist und
die Integrale aus Teil 1 gleich sind. Wir betrachten zuerst den Fall, wo f = x g die charakte-
ristische Funktion eines £ € A® B ist (insbesondere ist f : X x Y — {0, 1} messbar, siche
Beispiel .3). Wegen f, = (xg)s = Xz, (elementar) gilt [, fodv = [, xg,dv = v(E,).
Da aber v o-endlich ist, folgt aus Lemma [A.16]ii), dass © + v(E,) messbar ist. Analog
ist wegen p o-endlich die Abbildung y — u(E,) = [ « Jydp messbar. Desweiteren gilt,
nach der Konstruktion und der Eindeutigkeit des Produktmafes,

/X v(E)du(z) = (4 ® v)(E) = / W(E, v (y),

Y

d.h., [ ([, fedv)du(z) = [y v fdp@v = [,([y fydp)dv(y). Dies beweist die Aussage
in diesem Spezialfall. Ist f eine nichtnegative Treppenfunktionen, so gelten die Aussagen
ebenfalls fiir f, da f eine (nichtnegative) endliche Linearkombination von charakteristi-
schen Funktionen ist. Ist nun f: X x Y — [0, o0] eine beliebige nichtnegative messbare
Abbildung, so existiert nach Proposition eine monoton wachsende Folge (s,,)nen von
nichtnegativen Treppenfunktionen X xY — [0, co] mit s, (z) _ f(z) fir alle x € X. Sei

x € X beliebig. Bemerke, dass dann f, : Y — [0, oo] der punktweise Limes der monoton
wachsenden Folge ((s5,)z)nen, Wobei (s,), : Y — [0, 00] wieder eine nichtnegative Trep-
penfunktion ist (wegen (xg). = Xg,, siche oben). Der Satz iiber monotone Konvergenz

(Satz [3.33)) liefert
/fxdy :/ lim (s,).dv = lim [ (s,).dv,
Y Y

n—oo n—oo Y

wobei @ + [,.(s,),dv messbar ist, siehe Spezialfall. Insbesondere ist z — [, fodv als
punktweiser Grenzwert einer Folge von messbaren Abbildungen wieder messbar (Proposi-
tion [3.25)). Analog ist y — [ « fydp messbar auf Y. Desweiteren folgt aus dem Spezialfall
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und dem Satz iiber monotone Konvergenz

J ([ randuta) = [ (im [ s)aaviauta)

= lim X(/y(sn)xdu)d,u(x)

n—oo

= lim Spdit @ v

n—oo XxY

= / lim s,dp ® v
X

<Y n—o0

= fdp®@v
XxY

und analog fY fX fydp)dv(y fXXy fdp ® v. Dies beweist 1.
2. Wir betrachten ledlghch den Fall, wo f reellwertig ist; dann konnen alle Aussagen auf
die reellwertigen Komponentenfunktionen von f : X xY — Coder f: X XY — RP
angewendet werden, was die Behauptungen in diesen Féllen liefert.
Wir wissen schon, dass f, : Y — R und f, : X — R messbar sind fiir alle (z,y) €
X x Y. Betrachte die messbaren Abbildungen f,,f_ : X x Y — [0, 0o[. Bemerke, dass
(fe)e = (fo)x (bzw. (f1)y, = (fy)+) fiir alle z € X (bzw. fir alle y € Y) gilt. Da f,, f_
messbar und nichtnegativ sind, sind nach Teil 1 die Abbildungen z fy(fx)idy und
y — [ (fy)+dp messbar mit

[ randuor [ ([ -anaute) = [ forsdusy = [ |fidus < o
x Jy x Jy XxY XxY

was [, ([, (fz)+dv)du(z) < oo liefert. Dies impliziert einerseits, dass [,.(f,)+dv < oo fiir
p-fast alle x € X gelten, siehe Behauptung 1 im Beweis von Satz d.h., die Abbil-
dungen (f,)+ sind fiir alle z im Komplement einer (0.B.d.A.) gemeinsamen p-Nullmenge
N € A v-integrierbar auf Y. Andererseits liefert [, ([, (fz)+dv)du(z) < oo auch, dass die
Abbildungen z — [,.(f;)+dv, X \ N — R, p-integrierbar auf X \ N sind. Daraus folgt
erstens, dass f, = (fo)+ — (fo)- fiir p-fast alle 2 € X integrierbar auf Y mit [, fodv =
[y (fe)+dv — [, (fo)—dv ist; zweitens, dass die Abbildung X \ N — R, z — [, fodv, als
Differenz der integrierbaren Funktionen z +— [,.(f;)+dv : X\ N — R wieder integrierbar
auf X \ N ist und somit p-fast dberall gleich einer ,u -integrierbaren Abbildung X — R.
Insbesondere haben die Integrale [, ([, (fo)xdv)du(x), [( [y fodv)du(z) € R wohl Sinn
und es folgt wieder aus Teil 1, dass

J [ ravauta) = [ ([ reav = [ ()-avja
= [ ([ sdin— [ ([ rdijar

= frdp®@v — fodp®v
XxY XxY

= fdu®v.
XxY

Die enstprechenden Aussagen und Identitéten fiir f, sind analog. Dies beweist den Teil 2
und somit den Satz .63l O
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Bemerkungen 3.64

1. Der Satz von Fubini (Teil 1) impliziert insbesondere, dass eine messbare Funktion
f:XXxY —R(bzw. f: X XY — Coder f: X xY — RP) genau dann
v @ v-integrierbar ist, wenn [, ( [y | fy|dp)dv(y) oder [ ( [y |feldv)du(x) endlich ist;
denn beide Integrale sind gleich [, . |fldu® v.

2. Im Fall, wo nicht mehr auf ganz X x Y sondern auf einer Teilmenge ¥ € A ® B
integriert wird, nehmen die Identitdten im Satz von Fubini folgende Gestalt an:

/E fdu® v = / ([ Faaviy)ut) - /E ([ fadn)iv)

fir jede u ® v-integrierbare Funktion f auf F, wobei Fy := {z € X | E, # @} und
Ey, ={yeY|E, # o}

3.3.3 Das Lebesgue-Mafl auf R”

Definition 3.65 Seiu: B(R) — [0, 00| das Borel-Lebesgue-Maf$ aus Satz[3.15| Fir k >
1 wird das k-dimensionale Borel-Lebesgue-Ma8 py, : B(R*) — [0, 00| induktiv definiert
durch

p =, Pk = -1 @ py fiir k> 2.
Bemerke, dass nach dem Beispiel der Definitionsbereich von s, wohl B(IR¥) ist.

Definition 3.66 Fir k > 1 wird das k-dimensionale-Lebesgue-Mafl A\ definiert als die
Vervollstindigung des k-dimensionalen-Borel-Lebesque-Mafes . Die zugehorige o-Alge-
bra wird mit L;, bezeichnet.

Insbesondere ist \; das Lebesgue-Maf3 auf R, siehe Definition [3.19] Nach Definition der
Vervollstindigung gelten B(R*) C L, sowie Mlgr, = Hi, fiir alle k€ N \ {0}. Man
beachte allerdings, dass £, ® L£; # L gilt, insbesondere ist Ay @ \; # Apy.

Definition 3.67 Das n-dimensionale Volumen eines Elements A € L,, wird definiert als
An(A) €0, 00].

Bemerkungen 3.68

1. Fiir n = 2 wird dieses n-dimensionale Volumen Fldcheninhalt genannt. Fiir n = 3
stellt das n-dimensionale Volumen wohl das “iibliche” Volumen dar: beispielsweise
ist fiir A = H?Zl[aj,bj} (mit a; < b; reell) A3(A) = (b1 — a1)(by — az)(bs — a3) das
Volumen des Quaders A, welcher Seitenléangen b, — aq, by — as und bs — as hat.

2. Fiir eine \,-integrierbare (oder lediglich nichtnegative messbare) Funktion f : A —
R (wobei A € L,) wird [, fdX\, auch [, f(21,...,2,)dz; ... dx, bezeichnet. Dies
wird auch fiir C- oder RP-wertige \,-integrierbare Funktionen verwendet. Im Falle,
dass A = H?:l I; ein Produkt von Intervallen ist, wird dieses Integral auch mit

fh o fln f(xy,...,x,)dxy ... dx, bezeichnet.
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3. Im Fall, wo f: A — R (oder mit Werten in C bzw. RP) eine stetige Funktion und,
fir alle (z1,...,z,) € R", die “Schnitte”

Agyoirran =12 ER[(z1,...,2,.. ., 2) € A}, 1<j<n-1,

Intervalle sind, kann das Integral [, |f|dA, — und auch [, fd\, falls [, [f|d\, < oo
— mit Hilfe des eindimensionalen Riemann-Integrals berechnet werden: nach dem
Satz von Fubini (mehrfach angewendet) ist, mit den obigen Bezeichnungen,

/A|f|d)\n:/Al.../A21 f(2r, ) dN (@) - .. A ().

..... Ty 1

Da f stetig ist, ist insbesondere jede partielle Abbildung x, — f(z1,...,x,) stetig,
insbesondere Riemann-integrierbar auf jedem in A,, ., , enthaltenen kompakten
Intervall. Aus Proposition (3.52 folgt, dass [, _|fldA genau dann endlich ist,

T]yeer®

wenn das (moglicherweise uneigentliche) Integral [ A, f(xq,...,z,)dx, abso-

lut konvergiert und ggf. sind die beiden Integrale gleich; induktiv wird somit die
An-Integrierbarkeit von |f| auf A durch die Riemann-Integrierbarkeit der sukzes-
siv durch Integration nach x,,...,x; gebildeten Funktionen {iberpriift. In dem Fall
liefert auch der Satz von Fubini, dass in diesem Fall (wo f A,-integrierbar — oder
lediglich messbar und nichtnegativ — ist) die Reihenfolge der Integrationsverfahren
nach den sukzessiven Variablen (beim Berechnen von [, fd\,) beliebig geéindert
werden kann.

3.4 Die Transformationsformel

In diesem Abschnitt wollen wir die Transformationsformel der Analysis I fiir Funktionen
mehrerer Verdnderlichen verallgemeinern.

Proposition 3.69 Sei L € L, und [ : R" — R" der Form f(z) = A-x + b, wobei
A€ Mpyn(R) und b € R™. Dann ist f(L) € L,, und es gilt

An(f(L)) = [det(A)] - An(L),

Insbesondere gilt \,(f(L)) = \u(L), sobald f eine Isometrie ist, d.h., wenn A eine Or-
thogonalmatrix ist.

Beweis: Wegen der Eindeutigkeit der Vervollstandigung auf £, (siehe Proposition
reicht es, die Identitat fiir u, zu beweisen. Nach der Translationsinvarianz des Borel-
Lebesgue-Mafles (Proposition kénnen wir b = 0 annehmen. Wir kénnen auch
rg(A) = n annehmen: ist ndmlich A nicht invertierbar, so ist das Bild von A in einem
n — 1-dimensionalen Untervektorraum des R" enthalten; da jeder n — 1-dimensionale Un-
tervektorraum des R™ Mafl Null hat (bzgl. 4,,), gilt insbesondere p,,(A(R™)) = 0 und die
Identitat ist wegen det(A) = 0 bewiesen. Von hier aus sei also A invertierbar. Die Polarzer-
legung aus der Linearalgebra I liefert die Existenz einer Orthogonalmatrix @ € M,y (R)
und einer positiv-definiten symmetrischen Matrix S € M, «,(R) mit A = @QS. Da pu,
unvariant unter Isometrien ist (Proposition und |det(Q)| = 1 fir jede Orthogo-
nalmatrix ) gilt, kénnen wir 0.B.d.A. ) = 1, voraussetzen, d.h., A = S. Da nun A
symmetrisch und positiv-definit ist, existiert eine Orthogonalmatriz P € M, y,(R) mit
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(03] 0
P 'AP =D = , wobei ayq, ..., a, €]0,00[ die Eigenwerte von A sind.
0 o,
Nun ist . .
pn(D - 10,1") = (] J10, i) = [ [ s = det(D) = det(A).
i=1 i=1

Da B +— pu,(D - B) wieder ein translationsinvariantes Maf} definiert, folgt pu,(D - B) =
det(A)u,(B) fir alle B € B(R™) (nach Proposition [A.18). Zusammen mit Proposition

folgt

pin(A-B) = p,(PDP™'B)
= pn(DP7'B) wegen P orthogonal
= det(A) - p, (P 'B)
= det(A) - u,(B) wegen P orthogonal,

was Proposition beweist. [

Satz 3.70 (Transformationsformel) Sei f : V — [0, 00] (bzw. mit Werten in C oder
R?) eine auf einer offenen Teilmenge V' des R™ definierte messbare (bzw. \,-integrierbare)
Abbildung. Ist ¢ : U — V ein C'-Diffeomorphismus, so ist f o -|det(J,)| : U — R
ebenfalls messbar (bzw. \,-integrierbar) und es gilt

/fd)\n:/fogo-|det(J<p)]d/\n. (3.3)
1% U

Der Beweis dieses Satzes wiirde den Rahmen dieser Vorlesung sprengen, siehe z.B. [0
Abschn. V.4] oder [7, Kap. 10].

Bemerkung 3.71 Fiir n = 1, fiir ein Intervall U =|a, b| und eine Riemann-integrierbare
Funktion f : ¢(U) — R, wobei ¢ :]a,b[— ¢(Ja,b]) ein C'-Diffeomorphismus ist, gilt
nach der Transformationsformel aus der Analysis I: ff(g f(x)dx = fab flo(z))¢'(z)dz. Da-
bei muss darauf aufgepasst werden, dass kein Betrag in dieser Formel auftaucht. Jedoch
stimmt diese Formel mit der Transformationsformel iiberein. Ist namlich ¢ orien-

tierungserhaltend, d.h., gilt ¢’ > 0 auf ]a, b[, so ist |¢'| = ¢’ und es gilt f:j(g’)) f(x)dx =
fma) 0] f(z)dz; ist ¢ orientierungsumkehrend, d.h., gilt ¢’ < 0 auf |a, b, so ist |¢/| = —¢'
u.nd es gilt f:}f)) f(x)de = — f]@(b)’@(a)[ f(z)dz (wegen ¢’ < 0 ist ¢ monoton fallend, somit
gilt ¢(b) < ¢(a) und daher ¢(Ja, b[) =Jp(b), ¢(a)[)-

Korollar 3.72 Sei f : V — R (oder mit Werten in C bzw. RP) eine auf einer offenen
Teilmenge V' des R™ definierte \,-integrierbare Abbildung.

i) (Transformationsformel fiir Polarkoordinaten)) Fir n = 2 und V' der Form V =
{(rcos(p),rsin(p)) |r €]ri,m2, ¢ €lp1, 2}, wobei 0 < ry < 1y < 00 und —m <
o1 <o <, gilt

/fd)\gz/ / f(rcos(p), rsin(p))rdrde.
v Jrira[ V1,02
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ii) (Transformationsformel fiir Zylinderkoordinaten)) Firn =3 und V' der Form V =
{(rcos(p),rsin(p), z) | r €]ri, raf, ¢ €|e1, w2, z €21, 22[}, wobei 0 < r; < ry < o0,
—m < <o <mund —oo < 21 < 29 < 00, gilt

/fd)\gz/ / / f(rcos(p),rsin(yp), z) rdrded:z.
4 Irira Ve1,p2[ V21,22

ii1) (Transformationsformel fiir Kugelkoordinaten)) Fir n = 3 und V' der Form V =
{(rcos(8) cos(p), rsin(f) cos(p), rsin(p)) | r €|r1, 2], 0 €]61, 62, ¢ €|p1, pa|}, wobei
0<r <mrm<oo, <0 <O <7mund —5 <1 <y < 7, gilt

L . . 2
/‘/fd)\5 /m ; /01 . /]SD1 . f(rcos(8) cos(p), rsin(f) cos(p), rsin(p))r= cos(p) drdfde.

Beweis: Im ersten Fall gilt

der( ) = don (i) TN ) =

wobei ®(r, ) = (rcos(p),rsin(p)). Satz liefert 7). Analog gilt, fiir die Transformation
O(r, i, 2) := (rcos(p), rsin(p), 2),

cos(p) —rsin(p) 0
det(Jo) () = det [ sin(e) rcos(p) 0 | =1,
0 0 1

was 1) beweist. Fiir ®(r, 0, ¢) := (r cos(0) cos(p), rsin(@) cos(p), rsin(p)) gilt

cos(f) cos(p) —rsin(f) cos(p) —rcos(f)sin(p)
det(Jo) (0,0 = det | sin(0) cos(¢) rcos(f)cos(p) —rsin(f)sin(p) | =r”cos(p),
sin(¢p) 0 r cos(p)

was 77) impliziert. O
Beispiele 3.73

1. Betrachte die Funktion f : R*? — R, (z,y) — e~**=%’ Dann ist f eine nichtnega-
tive stetige (und daher messbare) Funktion auf R?. Die Transformationsformel fiir

Polarkoordinaten (Korollar|3.72/7)) und der Satz von Fubini liefern

/ fdro = / fdXa wegen Ao ({(z,0) |z <0})=0
R2 R2\{(z,0) | z<0}

= / / f(rcos(p), rsin(p))rdrdp
0,00[ J]—m,m|
— / (/ e " 2 cos?(p)—r? sin?(p Td’l")d
—m JO
= / (/ re”" dr)dg
—m JO
= 27r/ re”" dr
0

.2
=7 wegen e — 0.

T—00
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Das Integral fooo e~*"dz kann daraus hergeleitet werden: es gilt némlich, wieder nach
dem Satz von Fubini:

(/ e_IQdaz)Q:/ e_“Cde-/ e_dey:/ eV dady.
0 0 0 10,00[x[0,00[

Wegen der Symmetrien f(z,y) = f(—z,y) = f(z,—y) fir alle (z,y) € R? gilt
nach der Transformationsformel jj 7 dydy = T Jeo e~ v’ dzdy, so dass

I e dy = ‘/777

0,00[x[0,00[ €

2. Sei allgemeiner V' C R? der Form V' = {(r cos(p), rsin(¢)) | r €]r1, 2|, ¥ €]p1, @a[}
und f eine sogenannte rotationssymmetrische Funktion auf V| d.h., die Abbildung
(r, ) = f(rcos(p), rsin(p)) hinge nicht von ¢ ab. Wir bezeichnen diese Abbildung
mit A :Jry,m[— R, also h(r) := f(rcos(p),rsin(p) fir alle r €]ry, 3], wobei ¢
beliebig gew#hlt werden kann. Dann folgt aus Korollar [3.72]7):

/ fdXy = / / f(rcos(p), rsin(p))rdrdp = (¢2 — <p1)/ h(r)rdr.
14 ri,r2[ e ,p2] Jr1,ra|

Insbesondere bekommen wir das Integral fv fdXs, sobald wir eine Stammfunktion
von r +— rh(r) bestimmen konnen.

3. Analog sei V' C R? der Form V = {(rcos(f) cos(¢),rsin(f) cos(p),rsin(p))|r €
Ir1, e[, 0 €]01,0s], ¢ €]p1,p2[} und f eine sogenannte kugelsymmetrische Funkti-
on auf V', d.h., die Abbildung (7,60, @) — f(r cos(#) cos(p), rsin(f) cos(p), rsin(y))
hénge weder von 6 noch von ¢ ab. Bezeichne mit h :]ry, 73[— R die durch h(r) :=
f(rcos(8) cos(p), rsin(f) cos(¢), rsin(¢)) definierte Funktion, wobei 6 und ¢ belie-
big sind. Dann folgt aus Korollar [3.72111):

/fd)\g, = / / / h(r)r? cos(y) drdfdy
v Jrir2[ J]01,02[ J]p1,p2]

(62 — 0,) - (sin(ipa) — sin(g1)) - / h(r)ridr.

Ir1,r2]

Insbesondere bekommen wir das Integral fv fdAs, sobald wir eine Stammfunktion
von 7+ r2h(r) bestimmen kénnen.

4. Die Vertauschbarkeit der Integrationsverfahren nach den sukzessiven Variablen beim

Satz von Fubini ist nicht immer moglich! Betrachte z.B. die Abbildung f :]0, 1[*—
R, (z,y) — % Die Abbildung f ist wohldefiniert und stetig auf ]0, 1[, nicht
aber (fast-)iiberall positiv: tatséichlich gilt f(z,y) = —f(y, z) fiir alle (x,y) €]0, 1[%.
Wir berechnen das Integral fol( fol f(x,y)dy)dz, d.h., wir bestimmen die Funktion
T fol f(z,y)dy und integrieren sie auf dem Intervall ]0,1[. Fiir ein gegebenes
x €]0,1[ ist die Funktion y — f(z,y) stetig und beschrinkt — daher Riemann-
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integrierbar — und es gilt
1 1,2 2
r"—Y
ey = | =Y 4
/Of( y)dy /0 T
L2 g2 g2y g2
- W
0 (z? +y?)
boo2g? 1
- s e 2 AW
o (@+y?)? 2?4y
1 1
d d
= 2952/ %—/ o
o (@ +y?) 0o Tty
2 Mty 1/1 dy
z? Jo (1—1—3—2)2 z? Jg 1+Z—§

! 1
2 % zdu 1 (= xdu - y
ﬁ 0 m N ﬁ/ 1+ 2 (SUbStltutlon U = 5)

20 _du_ 1 [v _du
X 1+ u?2)? T 1+ u?
o ( ) 0
1
2 (= 1 1, 1 1 1 1
x/o (2(1+u2) 4((u_¢)2+(u+i)z)>“ — larctan(u)lg
1

1 1 1 1 1= 1 1
= - arctan( )+ — + — —arctan(—)

8|~

T 20 lu—1  u-+1 0 T T
1 1 1

a 5(1—ix+1+ix)

B 1

1422

Dabei haben wir eine Partialbruchzerleqgung fir a2 + 5 benutzt. Da die Funktion

T g +m2 stetig auf [0, 1] ist, ist sie Rlemann—mtegrlerbar und es gilt

Al(/olf(xvy)dy)dl‘ = /01 ] ime

= [arctan(z)],

—

= 7
Nun ist das Integral fol fol (x,y)dx)dy durch Umbennung der Variablen x und y
gleich fo fo r)dy)dz. Mlt der obigen Bemerkung ist aber fo fo x)dy)dr =
fo fo x,y dy Jdz = —Z. Damit folgt fo fo x,y)dx)dy # fo fo z,y)dy)dx.

Dies zeigt insbesondere, dass f mnicht A-integrierbar auf ]0, 1[? sein kann!



Kapitel 4

Gewohnliche Differentialgleichungen

4.1 Differentialgleichungen und Cauchy-Probleme

4.1.1 Differentialgleichungen erster Ordnung
Definition 4.1

i) Eine Differentialgleichung erster Ordnung im R™ ist eine Gleichung der Form

y = fty), (4.1)

wobei f: I xU — R™ eine Abbildung, I C R ein Intervall und U C R™ eine offene
Teilmenge ist.

ii) Eine Losung der Differentialgleichung (4.1)) ist eine auf einem Intervall J C I
definierte ableitbare Abbildung y : J — U mit y'(t) = f(t,y(t)) fir alle t € J.
Diese Lisung heift genau dann global, wenn J = I ist.

iii) Ein Cauchy-Problem (oder auch Anfangswertproblem) erster Ordnung im R™ ist

ein System der Form
y/ = f(t7 y)

{ y(to) = Yo, (42)
wobei y' = f(t,y) eine Differentialgleichung erster Ordnung im R™ ist und (ty,yo) €
I x U. Der Punkt yo heifit ggf. das Cauchy-Datum (oder der Anfangswert) des
Cauchy-Problems . FEine Liosung des Cauchy-Problems (4.2)) ist eine Ldsung
y : J — U der Differentialgleichung y' = f(t,y) mit y(to) = yo, wobei J den Punkt
to enthdlt.

Bemerkung 4.2 In der Literatur wird manchmal, im Fall n > 1, von Systemen von Diffe-
rentialgleichungen die Rede. Dabei wird die Differentialgleichung durch n sogenannte
skalare Differentialgleichungen ersetzt: man schreibt f(¢,x) = (fi(t,z),..., fu(t,2)) mit
fi I xU — Rund y = (y1,...,Yn), wobei jedes y; nun eine reellwertige unbekannte
Funktion ist; ggf. ist Aquivalent zu

yi :fl(t7y17"'uyn)

y’:’L = fn(t;yb cee 7yn)

Man beachte, dass man jede Differentialgleichung 4 = f;(t,y1,...,¥,) 1.A. nicht un-
abhéngig von den anderen 16sen kann.

123
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Beispiele 4.3

1. Wir fangen mit der einfachen Differentialgleichung 3’ = y im R" an. Dann ist die

Abbildung (¢, x) s & auf R x R” definiert. Fiir jedes yo € R™ definiert y(t) := e’ -y

die einzige Losung des entsprechenden Cauchy-Problems (4.2)). Diese Losung ist auf
R definiert und somit global.

2. Betrachte nun die Differentialgleichung 3/ = y? im R. Dann ist die Losung dieser
Differentialgleichung mit y(0) = 1 gegeben durch y(t) = . Man beachte, dass y

_t'
nicht auf R definiert ist, obwohl die Funktion (¢, x) 5 22 auf R x R definiert ist.
1

Wegen ;— — oo kann y sogar nicht auf R zu einer stetigen Funktion fortgesetzt
t—1-

N

werden.

3. Das letzte Beispiel zeigt auch, dass die globale Losbarkeit des Cauchy-Problems
i.A. vom Cauchy-Datum gy abhingt. Wihlt man z.B. yy = 0, so ist die Losung
des Cauchy-Problems y' = y* mit y(0) = y, die Nullabbildung, welche auf R wohl-
definiert ist.

4.1.2 Differentialgleichungen héherer Ordnung
Definition 4.4 Sei k € N\ {0}.

i) Eine Differentialgleichung k-ter Ordnung im R™ ist eine Gleichung der Form

y(k) = f(t7 y7 y/7 A 7y(k_1))7 (4'3)

wobei f I x Uy X ... x U, — R" eine Abbildung, I C R ein Intervall und
Up,...,Us C R™ offene Teilmengen sind. Fine Lisung von (4.3) ist eine auf ei-
nem Intervall J C I definierte k-mal ableitbare Abbildung y : J — R™ mit

W),y (1), ..., y* (1) € Uy x ... x Uy und y™(t) = f(t,y(1),y/'(t),...,y* (1))
fir alle t € J.

i1) Ein Cauchy-Problem k-ter Ordnung im R™ ist ein System der Form

y(k:) = f(t7 y? y/7 ] y(k_l))
y(to = Yo
o) (4.4)

y* () =",

wobei y® = f(t,y,y,...,y* V) eine Differentialgleichung k-ter Ordnung im R™ ist
und (to,yo,...,y(()k_l)) el xU x...xU,.

In der Definition bezeichnet y) die j-te Ableitung der Funktion y; hingegen ist y(()j )
lediglich ein (beliebiger) Punkt aus R"™. Die Bezeichnung soll nur darauf hindeuten, dass

y(()j ) das Cauchy-Datum fiir die Funktion ) ist.

Eine Differentialgleichung k-ter Ordnung kann immer auf eine Differentialgleichung erster
Ordnung zuriickgefiithrt werden, indem man die £ — 1 ersten Ableitungen als zusétzliche
Variablen auffasst:
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Proposition 4.5 Sei f : [ x Uy x ... x U — R" eine Abbildung, wobei Uy, ..., U, C R"
offene Teilmengen sind. Dann ldst eine auf einem Intervall J C I definierte k-mal ab-
leitbare Abbildung y : J — R™ genau dann die Differentialgleichung , wenn die
Abbildung Y = (y,y/,...,y* V) : J — R™ = R" x ... x R" folgende Differentialglei-

chung erster Ordnung lést: .

y ' y

Y y"

3;"“*” Ly, )
Beweis: Der Beweis ist wegen (y)" = y(*+Y trivial. O
Anders ausgedriickt: wir setzen Y := (Yp,...,Y;_1), wobei jedes Y; eine R"-wertige un-

bekannte Funktion ist, und losen die Differentialgleichung erster Ordnung

Y'=F(tY),
Y
Y,
wobei F': I x Uy x ... x Uy — R™ F(,Y):= | : . Die Kompo-
Vi1

f(t7%71q7 v >Yk71)
nente Yj ist dann eine Losung der Differentialgleichung (4.3)).

Analog ist das Cauchy-Problem (4.4]) dquivalent zum Cauchy-Problem
{ Y’ = F(t,Y)
Y(t(l) = (?/0, s >y(()k71))7

welches wohl der Form (4.2)) ist.

Aus diesen Beobachtungen folgt, dass das Studium Differentialgleichungen k-ter Ordnung
auf das der Differentialgleichungen erster Ordnung reduziert werden kann.

Beispiele 4.6

1. Die Differentialgleichung zweiter Ordnung y” = y im R™ besitzt globale Losungen.
Tatséichlich gibt es zu jedem Paar (yo,y5) € (R")? = R?" von Cauchy-Daten eine
eindeutige Losung y dieser Differentialgleichung mit y(0) = yo und ¥'(0) = g,
namlich y : R — R”, y(t) := cosh(t) - yo + sinh(¢) - y,. Wie oben kann diese
Differentialgleichung als Differentialgleichung erster Ordnung aufgefasst werden: die

/ /
entsprechende Differentialgleichung lautet ( Z, > = ( y ), d.h.,

Yy
, (01
(0 0)

Im Abschnitt [4.2|lernen wir, wie wir diese lineare Differentialgleichung l6sen kénnen.
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2. Die newtonsche Bewegungsgleichung eines Teilchens im Raum lautet
mi = F(x),

wobei z die Position des Teilchens (aufgefasst als Kurve im R?) und F die Kraft
(aufgefasst als Vektorfeld im R3) bezeichnen. Dies ist wohl eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung im R?. Im Fall einer affin-linearen Funktion F, d.h. F(z) = A-x+0b
mit A € M3,3(R) und b € R?, hat diese Gleichung eine globale Losung (auf R), siehe
Abschnitt .2 unten.

4.1.3 Existenz und Eindeutigkeit von L6sungen

Im Allgemeinen kann eine gegebene Differentialgleichung nicht explizit gelost werden. Die
Ezistenz einer Losung ist aber fiir viele mit Differentialgleichungen verbundene physikali-
sche Probleme von grofler Bedeutung. Auflerdem kann man sich fragen, wieviele Losungen
es geben kann, d.h., ob eine gewisse Losung eindeutig ist. In diesem Abschnitt besprechen
wir folgende Fragen:

1. Hat eine gegebene Differentialgleichung immer (mindestens) eine Losung?

2. Wenn ja, wieviele Losungen gibt es? Ist das entsprechende Cauchy-Problem immer
16sbar und ggf. wie hingt die Losung vom Cauchy-Datum ab?

3. Wenn nicht, gibt es zumindest eine lokale Losung, also eine Losung, die auf einem
hinreichend kleinen Intervall definiert ist?

4. Im Fall, wo die Funktion f von einem weiteren Parameter abhéingt: wie héangt
die/eine Losung vom Parameter ab?

Zuerst erinnern wir an den folgenden Begrift:

Definition 4.7 Sei U eine offene Teilmenge des R™.

i) Fine Abbildung f : I x U — R, (t,x) — f(t,x), heifit genau dann Lipschitz-
stetig in € U, wenn ein L € [0,00] so ezistiert, dass

fir allet € I und x,y € U gilt.

ii) Eine Abbildung f : IXU — R™, (t,x) — f(t,x), heifit genau dann lokal Lipschitz-
stetig in x € U, wenn zu jedem (f, &) € I x U Umgebungen I; von t in I und Uy von
z 1 U so existieren, dass f‘w% Lipschitz-stetig in x € Uy ist.

Die lokale Lipschitz-Stetigkeit von f erlaubt es, die Findeutigkeit der Losungen des
Cauchy-Problems (4.2) zu untersuchen.

Proposition 4.8 Sei f : I x U — R" eine Abbildung, wobei I C R ein offenes Intervall
und U C R™ eine offene Teilmenge ist. Angenommen, f sei stetig auf I x Ull] und lokal
Lipschitz-stetig in © € U. Sei (to,y0) € I x U beliebig. Dann gilt: sind y und z zwei auf
einem to enthaltenden Intervall J C I definierte Losungen des Cauchy-Problems mat
Cauchy-Datum yqy, so gilt y = z.

'Diese Annahme fehlte in der Vorlesung.
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Beweis: Man betrachtet G := {t € J|y(t) = 2(t)} C J und zeigt, dass G eine nichtleere
offene und abgeschlossene Teilmenge von J ist; wegen J zusammenhéngend (siehe Beispiel
.1) folgt dann G' = J, was zu zeigen ist. Nach Voraussetzung gilt wegen (o) = yo =
z(to) bereits ty € J. Da y und z als ableitbare Funktionen automatisch stetig sind, ist
G abgeschlossen in J. Sei nun ¢ € G und § := y(#) = z(f) € U. Da nach Voraussetzung
f lokal Lipschitz-stetig in 2 € U ist, existiert eine offene Umgebung von (£, ) der Form
I; x Uy in I x U (wobei I; ein offenes Intervall ist) und eine Konstante L € [0, co| mit
|f(t,x) — f(t,2")| < L-|x— 2| fiir alle t € I; und z,2" € Uy. Da y und z stetig sind, kann
bis auf Verkleinerung von I; angenommen werden, dass y(t),z(t) € Uy fiir alle t € ; N J
gilt. Wir schreiben jetzt die Losungen y und z der Differentialgleichung 3/ = f(¢,y) als
Losungen einer Integralgleichung um: da namlich f stetig ist, ist s — f(s,y(s)) auf jedem
kompakten Intervall in J stetig und daher Riemann-integrierbar, inshesondere gilt nach
Integration der Differentialgleichung zwischen ¢ und einem beliebigen t € I; N J:

y(t) — y(f) = /  (s)ds = / £(s,u(s))ds

und analog z(t) — ft ))ds. Wegen y(t) = z(t) folgt dann y(t) — 2(t) =
Ji (s y(s) = f(s, (S))ds und, mlt y( ), 2(s) € U, fiir alle t € [; N J,

ly(t) =20 < [ [f(s,5(5)) = f(s, 2(s))lds

< L lyls) = =(s)lds

fir alle ¢t € I; meit£< t (bzw ly(t) — 2(t)] < L [ |y(s) — 2(s)|ds falls t < f). Die
Funktion t — g(t ft ly(s) s)|ds, ;N JN[t,00[— R, ist damit ableitbar (siche Satz

3.54) mit ¢'(t) < Lg( ) fur alle ¢ 6 I;NJ N [t,00[. Multipliziert man beide Seiten mit dem
Exponentiel t — e~ so bekommt ma

e_Ltg’(t) — Le_Ltg(t) <0,

d.h., (e7Hg)'(t) < O fiir alle t € ;N Jﬂ [t ool. Nach Integration zwischen ¢ und ¢ bekommt

man e~ Hg(t)—e Lg(f) < 0, wobei g(# ft ly(s)—z(s)|ds = 0, somit gilt g(t) < 0 fiir alle
t € I;NJN][t, 00[. Da aber per Deﬁmtlon g(t) >0, muss g(t) = 0 fiir alle t € ;NJN[t, 00|
gelten und damit wegen |y(s) — z(s)| > 0 fiir alle s auch |y(s) — z(s)| = 0 fiir alle s € [£, ]
und insgesamt fiir alle s € [;N.JN[t, co[. Das Argument fiir s € I;N.JN] — oo, {] ist analog.
Insgesamt folgt y(s) = z(s) fur alle s € I;NJ, d.h., ;N J C G. Dies beweist, dass G offen
in J ist und damit die Proposition. 0

Die Existenz einer globalen Losung des Cauchy-Problems (4.2)) gilt allerdings nicht immer,
wie wir bereits im Beispiel [£.3]2 gesehen haben. Dennoch gibt es immer eine lokale Losung,
sobald f stetig und lokal Lipschitz-stetig in x ist:

Satz 4.9 (Satz von Picard-Lindelof) Sei f : I x U — R™ eine Abbildung, wobei
I C R ein offenes Intervall und U C R™ eine offene Teilmenge ist. Angenommen, f sei
stetig auf I x U und lokal Lipschitz-stetig in x € U. Dann gilt:

2Dieser Trick zum “Losen” einer linearen Differentialungleichung wird manchmal in der Literatur
Lemma von Gronwall genannt.
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i) Fir jedes (to,yo) € I x U existieren € > 0 und r > 0 so, dass fir alle yo € B,(yo)
das Cauchy-Problem (4.2) mit Cauchy-Daten (to,4o) eine eindeutige Lisung auf
[to — €, to + €| besitzt.

ii) Diese Lisung ist C**1 sobald f C* ist (k € N).

iii) Diese Lisung hingt stetig von vy ab: die Abbildung B,(yo) — C°([to—¢,to+¢],U),
Jo — y, wobei y die Lisung des Cauchy-Problems (4.2) mit Cauchy-Daten (to, Yo)
15t, st stetig.

Letzteres bedeutet: — sup  (|y(t) —g(t)|) — 0, wobei y (bzw. 3) die zu den Cauchy-
te€to—e, to+e] Yo—Yo

Daten (to,%0) (bzw. (to, %)) gehorige Losung des Cauchy-Problems ((4.2) ist, fiir alle
(to, %), (to,%o) € I x U.

Beweis von Satz 1.9 Der Beweis beruht auf dem Banach’schen Fixpunktsatz.
i) Nach Voraussetzung existieren L € [0,00[, 7 > 0 und R > 0 so, dass |f(¢,x)— f(t,2")] <
L-|z—a| fiir alle t € [to —n,to+ 1) C I und alle z,2’ € Br(yo) C U gilt. Setze r := &
und

. 1 R
A (77’ 21’4 max (]f(s,v)|)>'

s€[tg—mn,tg+n]

UGB%(yo)

Erstens ist zu bemerken, dass ¢ wohldefiniert und positiv ist: ist L = 0, so ist ﬁ = 00,

welches zur Definition von € nicht beitriagt (wegen n < oo); desweiteren ist f als stetige

Funktion auf der kompakten Teilmenge [ty — 1,1y + 1] X Br(yo) beschrdnkt, insbesondere
2

ist  max (|f(s,v)]) < oo; da alle drei Zahlen in der Definition von € positiv sind, ist
s€ltg—mn,tg+mn]

v€B g (yo)
2
e positiv. Nun betrachten wir den Raum X := C%([tg — ¢,t9 + €], R") := {g : [to — &, t0 +
e] — R™| g stetig} mit der Metrik d(g1,92) := max  (]g1(s) — g2(s)|). Beachte, dass

s€[to—e,to+e]
wegen [ty — €, 1y + €] kompakt die Metrik d wohldefiniert ist. Da der gleichméfige Limes
einer Folge von stetigen Funktionen wieder eine stetige Funktion ist, ist (X, d) vollstandig
(Ubungsaufgabe). Wir fixieren o € B, (1) und bezeichnen die konstante Funktion ¢ — o,
[to — &, to + ] — R™, mit . Sei B,(9y) := {g € X |d(g,%) < r} C X der abgeschlossene
r-Ball um go in X. Wir definieren -

F:B,(j) — X

v (o /t:f(s,y(S))ds> |

Die Abbildung F' ist wohldefiniert, weil s — f(s,y(s)) wohldefiniert (nach Definition von
r und wegen ¢ < 7) und stetig — somit integrierbar — auf [ty — &,tg + €] ist, daher ist
t— ftz f(s,y(s))ds wohldefiniert und stetig, siehe Satz|3.54] Nun wollen wir zeigen, dass
F(B,(40)) C Br(jo) gilt und dass F* : B,(jo) — B,(jo) fiir ein hinreichend groBes k € N
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eine Kontraktion ist. Fiir alle y € B,(fo) und alle ¢ € [to, to + €] gilt

F)(t) — o] = | / £(s.y(s))ds]

/t (s, 9(s))lds

/ F(s,9(5)) = (s, do)| + 1 (s, do)lds

/ry yo\ds+/ (s, 50)|ds

re(t— to) +(t—to)  max ([f(s,0)])

s€lto—mto+nl
UGBg(yo)

e-(Lr+ max  (|f(s,v)])

s€(tg—m,to+n]
UEB%(Z/O)

IN

IN

IN

IN

IN

r
< + 3 nach Definition von &

O3

und analog |F(y)(t) — go| < r fiir alle t € [tg — €,to]. Damit gilt d(F(y),9) < r, d.h.,
F(y) € B,(jo). Dies zeigt F(B,(§o)) C B, (fo). Sind nun y, z € B,(f), so gilt, fiir alle
t € [to, to + €],

[F(y)(t) = F(2)(0)] < | |f(s,y(s)) = f(s,2(s5))|ds

N
b(
=X
—
»
S~—
|
N
—
V2)
=
U
»

(4.5)

so dass

[F(y)(1) — F(2)(t
fir alle t € [to,to + €]. Analog gilt |F(y
t € [to — €, o). Fiir die Abbildung F? := F o F : Er(gj

| < L-d(y,z)-(t—to) (4.6)

E3) t

[F(y)(t) = F*(2)(1)] < L- t [F(y)(s) — F(z)(s)|ds
" L? - d(y, )-/ts—todt
< w.d(y’z)

fiir alle ¢t € [tg,to + €] (und analog fiir t € [ty — &, to]). Induktiv iiber £ € N und unter
Benutzung von (4.5) und (4.6)) zeigen wir fiir F* := F o Fk~1;

)0 - P < SR g

fir alle t € [to — €,to + €] (verwende lediglich f(f skds = ’}:H

re d(F*(y), F*(2)) < (L]'j)k -d(y, z) fiir alle y,z € B,(fo). Wegen (L,'j)k = 0 existiert

). Daraus folgt insbesonde-
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ein k > 1 mit d(F¥(y), F*(z)) < & - d(y,z) fiir alle y,z € B,(fo). Insbesondere ist fiir
dieses k die Abbildung F* : B,(gy) — B, (fo) eine Kontraktion auf B, (f). Da B, ()
im vollstindigen metrischen Raum (X, d) abgeschlossen ist, ist B,(f) versehen mit der
von d induzierten Metrik vollstindig, siche Proposition [2.38, Nun liefert der Banach’sche
Fixpunktsatz (Satz , dass F* einen eindeutigen Fixpunkt besitzt, d.h., es gibt ein
eindeutiges y € Er(@) mit F*(y) = y. Dieses y ist notwendigerweise ein Fixpunkt von
F selber, denn: es gilt F*(F(y)) = F*(y) = F(F*(y)) = F(y), d.h., F(y) ist auch ein
Fixpunkt von F* somit gilt F(y) = y wegen der Eindeutigkeit des Fixpunktes von F*.
AuBerdem ist y der einzige Fixpunkt von F', denn: ist z ein weiterer Fixpunkt von F' (also
F(z) = 2), so gilt induktiv F'(2) = z fiir alle [ > 1, insbesondere F*(z) = z, was mit der
Eindeutigkeit des Fixpunktes von F* wiederum » = y impliziert.

Es bleibt, zu bemerken, dass ein solcher Fixpunkt y das Cauchy-Problem ¢ = f(¢,y),
y(to) = o, auf [tg — €, tg + €] 16st. Namlich ist F(y) = y dazu dquivalent, dass y(t) =
Yo + fti f(s,y(s))ds fur alle t € [ty — €,t9 + €] gilt. Nach Konstruktion von € und y gilt
(t,y(t)) € [to — &,to + €] X B.(0) C I x U fiir alle t € [ty — &, + ¢]. Da f und y
nach Konstruktion stetig sind, ist ¢ — fti f(s,y(s))ds ableitbar auf [ty — €, to + €] (Satz
[3-54)), insbesondere ist y ableitbar mit y/'(t) = f(¢,y(t)) fiir alle ¢ € [ty — £, to + ], wobei
y(to) = Jo + 0 = g gilt. Dies beweist, dass y das Cauchy-Problem 3/ = f(t,y), y(to) = 9o,
auf [ty — e,tg + €] 16st. Dass y die einzige Losung des Cauchy-Problems 3/ = f(t,v),
y(to) = Go, auf [ty — &, to + €] ist, folgt unmittelbar aus Proposition [4.8] Bemerke schlief-
lich, dass € unabhingig von gy € B, (yo) ist.

1) Wir fithren eine Induktion iiber k durch. Fiir £ = 0 ist per Definition jede Losung
y : J — U der Differentialgleichung y' = f(¢,y) auf einem Intervall J C I ableitbar
mit y'(t) = f(t,y(t)) fir alle t € J; dat — f(t,y(t)) als Verkniipfung stetiger Funktio-
nen wieder stetig ist, ist ¢/ : J — R stetig, somit ist y C! auf J. Angenommen, die
Behauptung gelte fiir £ € N. Sei f eine C**! Abbildung und y : J — U eine beliebige
Losung der Differentialgleichung 3’ = f(t,y) (auf einem Intervall J C I). Da f bereits C*
ist, ist y nach Induktionsvoraussetzung C**! mit Ableitung ¢ — f(t,y(t)); da f C* ist,
ist t — f(t,y(t)) als Verkniipfung zweier C**! Funktionen wieder C**1  insbesondere ist
y' o J — R C*1 und somit ist y : J — U C**2. Dies beweist den Induktionsschritt
k — k + 1 und somit die Behauptung.

i11) Seien y, 2z € C°([tg — €,y + €], R™) die Losungen der Differentialgleichung v/ = f(t,y)
mit Cauchy-Datum y(ty) = go bzw. z(ty) = 2y, wobei 4o, 20 € B, (o) beliebig sind und
e,r wie in Teil ) konstruiert werden (e,r héngen lediglich von ty,yy und f ab). Dann
gilt, nach Integration, y(t) = o + ft'; f(s,y(s))ds bzw. z(t) = 2y + ftto f(s,2(s))ds fiir alle
t € [ty — &,t9 + €]. Wie oben kann 0.B.d.A. angenommen werden, dass ein L € [0, 00|
existiert mit |f(¢,z) — f(t,2")| < L- |z —2/| fiir alle t € [tg —¢,to+¢] und x, 2" € Ba,(yo).
Daraus folgt, fiir alle ¢ € [to, to + €],

w(t) — 20 = ljo— 0+ / F(s.9()) — f(s. =(s))ds]
< o — 2ol + / F(s,9(s)) — F(s,2())lds
< lin=dl+ I [ ly(s) = (5.

Die Funktion [to,t + &] = R, t ftz ly(s) — z(s)|ds, ist ableitbar und erfiillt dann
g (t) < |90 — 20| + L - g(t) fiir alle t € [to,to + €], wobei g(ty) = 0 gilt. Im Fall L > 0
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—Lt

multiplizieren wir wie vorhin beide Seiten mit e~%* und bekommen (e=%g)’(t) < |go — 20| -

e Lt fiir alle t € [to, to + €], somit nach Integration e “ig(t) < |go — 20| - ——2=t"" d.h.,

L Y

9(t) < |0 — 2ol - Lszl Setzen wir diese letzte Ungleichung in die obige ein, so erhalten
wir
/ N 5 . L, el . 5 L{t—tg)
g'(t) = ly(t) — 2()] <[do — 2ol + L - |§o — 20| - i = [go — Zo| - "7
fiir alle t € [tg,to + €]. Fiir t < ¢y bekommen wir auf analoge Weise die Ungleichung

t
ly(t) — 2(t)| < |90 — 20 - Xt fiir alle t € [ty — €, to]. Insgesamt folgt

dy,z) = max (ly(t) = z(t)]) < [go — 2o - e"~.
te[to—e,to+e]
Beachte, dass diese Ungleichung im Fall L = 0 wegen y(t) —2(t) = go— 2o (fiir alle ¢) immer
noch gilt . Daraus folgt, dass die Abbildung gy — v, B.(yo) — C%([to — &, to + €], R™),
Lipschitz-stetig — und insbesondere stetig — ist. Dies beweist 7i7) und somit den Satz U

Satz [4.9| wird in der Literatur manchmal Satz von Cauchy-Lipschitz genannt. Die globale
Eindeutigkeitsaussage aus Proposition [4.8| erlaubt es, die lokalen Losungen aus Satz
auf ein mazimales Intervall zu erweitern:

Korollar 4.10 Sei f : IxU — R"™ eine Abbildung, wobei I C R ein offenes Intervall und
U C R” eine offene Teilmenge ist. Angenommen, f sei stetig auf I xU und lokal Lipschitz-
stetigin x € U. Dann existiert fir jedes (to,yo) € I XU eine auf einem maximalen offenen
Intervall um ty definierte Losung des Cauchy-Problems (4.2]).

Beweis: Fiir ein beliebiges Paar (to,y0) € I x U sei
J :={J CI|JIntervall,ty € J und Fy : J — U Losung von y' = f(t,y),y(to) = yo}

und I, ,, == |JJ C I (beachte, dass dieses Iy, ,, mit dem oben definierten I;, nichts zu
Jeg
tun hat). Nach Satz [4.9]i) existiert ein ¢ > 0 mit |tg — ¢,y + €[€ J, insbesondere ist J

nicht leer. Nach Proposition ist Iy, ,, als zusammenhéngende Teilmenge von R ein
Intervall. Definiere nun y : I, ,, — U, J > t — y(t), wobei y : J — U das Cauchy-
Problem ¢ = f(t,y), y(to) = yo, auf J lost. Zu bemerken ist, dass y wohldefiniert ist,
denn: ist 7 : J — U eine Losung des Cauchy-Problems ' = f(t, ), y(to) = yo, auf J,
wobei J 3 to, so 16sen y und 7 dasselbe Cauchy-Problem auf dem Intervall JNJ 3 tg, ins-
besondere folgt aus Proposition , dass y(s) = 7(s) fiir alle s € J N .J gilt, insbesondere
y(t) = y(t). Nach Konstruktion von y l6st y das Cauchy-Problem y' = f(t,y), y(to) = yo,
auf I, ,,. Nach Proposition ist gy die einzige Losung dieses Cauchy-Problems und nach
Definition von Iy ,, ist ¥ eine maximale Losung dieses Cauchy-Problems: ist ¥ : I —U
eine Losung desselben Cauchy-Problems auf einem Intervall I> to, wobei > Liy .y, gilt,
so ist per Definition I C L1y 4., insbesondere gilt I = Iiy ., und — mit Proposition =
y=70

Es bleibt lediglich, zu zeigen, dass Iy, ,, offen in I (insbesondere in R) ist. Ist aber
to € Iy, 50 setze §o := y(tg) € U und betrachte das Cauchy-Problem 3/ = f(t,y),
y(to) = 1. Nach Satz Z) existiert ein € > 0 so, dass eine Losung § :|to — ¢, + e[—
U dieses Cauchy-Problems existiert. Da y bereits dasselbe Cauchy-Problem auf Iy ,,
16st, gilt y(t) = §(t) auf I, ,,N]to — &,%o + €[ (Proposition , insbesondere ist y auf
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Ly o Ulto — €, to + €[ definiert, d.h., Jtg — &, 9 +€[C Iy, 4, Dies beweist, dass I, ,, offen ist.
Damit ist das Korollar 4.10| gezeigt. 0

Anders ausgedriickt: es gibt ein “grofites” offenes Intervall I, ,, mit ¢y € I, ,, und auf
dem eine Losung des Cauchy-Problems existiert; hierbei ist “grofites” so zu verste-
hen, dass die (eindeutige) Losung y : I, ,, —> U von (4.2)) auf kein groferes Intervall
fortsetzbar ist. Man beachte, dass dieses Intervall nicht immer ganz I ist, d.h., die Losung
y muss nicht global sein, siehe Beispiel [4.3]2. Schaut man genauer hin, warum eine Losung
eventuell nicht global ist, so stellt man folgendes fest (ohne Beweis): fiir das maximale Defi-
nitionsintervall |t in, tmax| einer gegebenen Losung y von (4.2)) mit —00 < tyin < tpax < 00
gilt

e entweder |y(t)| T @
— max

e oder lim y(t) existiert, liegt aber nicht in U

t—tmax

und analog bei t,. (Bild)

Ein Kriterium fiir die Existenz einer globalen Losung ist folgender:

Satz 4.11 Sei f : [ xR" — R" eine stetige Abbildung, wobei I C R ein offenes Intervall
ist. Angenommen, es gibe eine stetige Funktion L : I — [0, 00] so, dass

[F(t,2) = [t y)| < L(t) - o =y

fur alle t € I und x,y € R™ gilt. Dann ist das maximale Definitionsintervall jeder Losung
des Cauchy-Problems (4.2)) gleich I.

Beweis: Der Beweis folgt dem Beweis von Satz .9 indem wir den Banach’schen Fix-
punktsatz auf jedem (und nicht nur hinreichend kleinen) kompakten Intervall anwendet.
Sei (to, yo) € I x R™ beliebig.

Behauptung: Fiir jedes (to,yo) € I x R" und jedes € > 0 mit [ty — &,tg + ¢] C I exi-
stiert eine eindeutige Losung y : [to — €,to + €] — R™ des Cauchy-Problems y' = f(t,y),
y(to) = Yo-

Beweis der Behauptung: Die Eindeutigkeit ist nach Proposition gesichert. Fiir die
Existenz betrachten wir — wie im Beweis von Satz — die Abbildung

F CO([to — &ty + 8],Rn) — CO([to — &ty + €],Rn)

v (e A tf(s,y(S))ds) |

Diese Abbildung ist wohldefiniert (da braucht man nicht auf y(s) € U aufpassen, da hier
U =R") und es gilt, genau wie vorhin,

Fy)(t) - F()(#)| < / F(s,9(5)) — £(52(s))]ds

t
|
t
< / L(s) - |y(s) — z(s)|ds nach Voraussetzung

to

< I / ly(s) — 2(s)|ds,
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fiir alle ¢ € [tg, to+¢] und y, 2z € X := C°([to — &, to + €], R™), wobei L:= [ max } (L(1))
te|to—e,to+e

endlich ist, da L auf dem kompakten Intervall [t) —e,to+¢] stetig ist, siche Korollar [2.32
Daraus folgt, auch #hnlich wie im Beweis von Satz [4.9]

i i Tkek
AFH(y), F(2)) < “d(y, 2)
fur alle y,z € X und k € N\ {0}, wobei d(g1,92) :== max  (|gi(s) — ga(s)|). Das

s€[to—e,to+e]
wortwortliche Ubertragen des Arguments im Beweis von Satz liefert, dass F' einen
eindeutigen Fixpunkt im vollstéandigen metrischen Raum (X, d) hat, welcher das Cauchy-
Problem y' = f(t,v), y(to) = yo, 10st. vV
Die Behauptung liefert unmittelbar das Ergebnis. Wire némlich z.B. b := sup(ly,,,) <
sup(/), wobei Iy, ,, C I das maximale Existenzintervall der Losung y des Cauchy-Problems
vy = f(t,y), y(to) = yo, ist (siehe Korollar, so wiirde man, fiir ein hinreichend kleines
e > 0mit [b—e,b+¢| C [ und inf(1y, ,,) < b—e, das Intervall [b—e, b+¢| betrachten. Dann
wiirde die Behauptung die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung § : [b—¢,b+¢] — R”
des Cauchy-Problems ' = f(t,y), y(b —¢) = y(b — ¢), liefern; da y bereits eine Losung
desselben Problems auf [b—e, b ist, wiirde y(t) = y(¢) fiir alle t € [b—e, b[ gelten und somit
wiirde sich y auf das strikt groBere Intervall I, ,, U [b, b+ ¢] forsetzen lassen, Widerspruch
zur Maximalitdt von y. Deshalb muss I, ,, = I gelten, was zu beweisen war. UJ

Der Mittelwertsatz (Satz [2.69)) liefert insbesondere folgendes Ergebnis:

Korollar 4.12 Sei f : [ x U — R" eine Abbildung, wobei I C R ein offenes Intervall
und U C R™ eine offene Teilmenge ist. Angenommen, f sei C'. Dann existiert fiir jedes

(to,yo) € I x U eine auf einem mazimalen offenen Intervall um ty definierte Losung des
Cauchy-Problems (4.2)).

Beweis: Ist f C', so ist f differenzierbar und somit stetig auf I x U (siehe Proposition
2.61}777)). AuBerdem folgt aus dem Mittelwertsatz (Satz [2.69), fiir alle (¢, z) und n,r > 0
mit [t —n,t+n] x By(x) CI x U und alle s € [t —n,t+ n| sowie y,y" € B,(x):

1f(s,y) = f(s,9) < sup ([[My(7,2)[) - ly — /I,

TE[t—n,t+n]
2E€Br(z)
wobel M(T,z) == (39’; (T, z)>1<ij<n die Jacobi-Matrix der Abbildung « — f(7, x) ist. Da

aber (7,x) — J¢(7, x) nach Voraussetzung stetig auf I x U ist, ist (7, 2) — My(7, 2) auch
stetig (die Matrix My(7, z) besteht aus den n letzten Spalten von Jy(7,x)), somit gilt
sup  (||Ms(7,2)|]) < oo (das Produkt [t —n,t 4+ n] x B,(x) ist kompakt). Dies zeigt,

TE[t—n,t+n]
z€Br(x)

dass f lokal Lipschitz-stetig in x € U ist. Korollar liefert das Ergebnis. 0

Als Letztes besprechen wir sogenannte parameterabhdngige Differentialgleichungen erster
Ordnung, d.h., den Fall, wo die Funktion f von einem zusétzlichen Parameter stetig
abhéngt. In diesem Fall hangt die Losung des Cauchy-Problems ebenfalls stetig vom
Parameter ab, sobald die Funktion f lokal Lipschitz-stetig in x € U gleichmdfig beziiglich
des Parameters ist, wie folgender Satz behauptet:
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Satz 4.13 Sei f: I x U x P — R" eine Abbildung, wobei I C R ein offenes Intervall,
U C R™ eine offene Teilmenge und P ein metrischer Raum (mit Metrik d) ist. Angenom-
men, [ sei stetig auf I x U x P (mit Produktmetrik), beschrankt auf jeder Teilmenge
der Form K x P, wobei K C I x U kompakt isﬂ und jeder Punkt (t,9) € I x U besitze
eine Umgebung der Form I; x U; (mit I; C R Intervall und U; C R™ offen) so, dass eine
Konstante L;; € [0, 00[ eistiert mit

|f(t,x,p) - f(t,x',p)| < Li,ci: : |l‘ - xI’

fir alle t € I, x,2" € U; und alle p € P. Sei (to,y0) € I x U beliebig.
Dann ezistieren € > 0 und r > 0 so, dass fir alle Yo € B,(yo) und p € P das Cauchy-

Problem / ( )
y = f(t,y,p
. 4.7
{ y(to) =1%o (47)
mit Cauchy-Daten (to, %) eine eindeutige Losung auf [ty — €,to + €| besitzt. Auflerdem
hingt diese Losung stetig von p ab: die Abbildung P — C°([to — &,to + €], U), p —> v,
wobei y die Losung des Cauchy-Problems (4.7) mit Cauchy-Daten (to,yo) ist, ist stetig.

Beweis: Die Eindeutigkeit einer Losung (fiir ein festes p € P) folgt bereits aus Proposition
4.8 weil f insbesondere lokal Lipschitz-stetig in z € U ist (fiir ein festes p € P). Die
Existenz einer Losung lauft analog wie im Beweis von Satz fiir ein beliebiges (to, yo) €
I x U wéhle man n,r > 0 mit |f(t,x,p)— f(t,2',p)| < L-|z—2/| fur alle t € [tg—n, to+n),
7,2 € By, (yo) und alle p € P, wobei L € [0, 00[ eine geeignete Lipschitz-Konstante ist;
nach Voraussetzung ist es moglich. Dann setze man

) 1 r
=i (05 (If(s,v,p)l))
(s,v)Eltg—m,to+n]xBr(yg)
peP

und bemerke, dass wegen der Kompaktheit von [tg — 1,1y + 1] X B,(yo) die Abbildung
(s,v,p) = f(s,v,p) nach Voraussetzung auf [to — 1,10 + 1] x B,.(yo) X P beschiankt ist,
insbesondere ist € wohldefiniert, positiv und unabhdingig von p € P. Fiir ein beliebiges
p € P und ein beliebiges 9y € B, (o) betrachte man dann die Abbildung

FP:ET(@) — X

y — GH%+/f@M%m@)

wobei, wie vorher, X := C([tg—e¢, to+¢], R") mit Supremumsmetrik d und B, (fo) := {y €
X, |y(t) — gol <7Vt e [to—e,tg+e]} C X der abgeschlossene r-Ball um die Konstante
Funktion ¢ +— o in (X, d) ist. Wie im Beweis von Satz [4.9) zeigt man, dass Fy,(B,(f)) C

B.(fo) gilt. Dabei geht — wie oben erwihnt wurde — die wesentliche Voraussetzung ein,
dass f auf jedem Produkt K x P beschriankt ist. Wie im Beweis von Satz ist dann
Flﬂ“ fiir hinreichend hohes & € N eine Kontraktion im vollstdndigen metrischen Raum

(B+(o), d), insbesondere hat F), (nach Satz ) einen eindeutigen Fixpunkt y, welcher
dann (wie im Beweis von Satz das Cauchy-Problem y" = f(t,y,p), y(to) = Jo, auf
[to — €,to + €] 16st. Dabei ist zu bemerken, dass € weder von p € P noch von gy € B, (yo)

3Diese Voraussetzung fehlte in der Vorlesung.
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abhéngt. Dies zeigt die erste Aussage.

Nun wollen wir die Abbildung P — C%([ty — ¢, to + €], R™), p > y, wobei y : [to — &, to +
e] — R™ die Losung des Cauchy-Problems y' = f(t,y,p), y(to) = yo, auf [ty —e, to+¢] ist,
auf Stetigkeit untersuchen. O.B.d.A. kann man annehmen, dass eine Konstante L € [0, oo|
so existiert, dass |f (¢, z,p)— f(t,2',p)| < L-|x—2'| fiir alle t € [to—e, to+e], 2, 2" € Bar(yo)
und alle p € P gilt, wobei r auch wie oben gewahlt wird. Wir fixieren p € P und bezeichnen
mit y die Losung des entsprechenden Cauchy-Problems auf [tg—¢, to+¢]. Sei § > 0 beliebig.
Da die Funktion [ty —e,tg+¢] x P — R™, (s,p) — f(s,y(s),p), stetig und [ty — &, + €]
kompakt ist, ist diese Funktion gleichmdflig stetig in t € [to — €,t9 + €], d.h., fur alle
p € P und € > 0 existiert ein p > 0 so, dass |f(s,y(s),p) — f(s,y(s),p)| < e fiir alle
p' € B,(p) und alle s € [ty — e,tp + €] x P — R" gilt, siche Proposition Hier setzt
man € := 66‘15 und wéhlt das entsprechende p > 0 mit der obigen Eigenschaft. Fiir ein
beliebiges p’ € B,(p) mit zugeordneter Losung z des Cauchy-Problems 2’ = f(t,z,p’),
z(to) = yo, auf [ty — e, to + ], folgt dann, fiir alle t € [to, to + £]:

ly(t) — =()| ZIZwaSMﬂ—ﬂad%ﬁMﬂ
< /|ﬂ&M$m%—ﬂ&d$mﬂ%
s(/usy ﬂmmmmw+[u@mwm—ﬂammmw

IN

et L /|y )~ 2(s)|ds,

geLs

wobei d(y,yo) < r und d(z,y0) < r verwendet wurden. Die Abbildung [to, to + €] 5 R,
t— ftz ly(s) — 2(s)|ds, ist dann ableitbar mit ¢'(t) < de™ ™+ L- ¢(t) fiir alle ¢ € [to, to+¢].
Der gleiche Trick a la Gronwall wie im Beweis von Satz liefert ¢'(t) < dellt=to—e)
fur alle t € [to,to + €], insbesondere max |y(t) — z(t)] < 6. Ein analoges Argument

t€[to,to+e]
auf [ty — €,to] impliziert ebenfalls [max ] ly(t) — z(t)| < 0. Insgesamt bekommen wir
te|to—e,to

[ max ] ly(t) — z(t)| < 6, d.h., d(y, z) <. Zusammengefasst haben wir, fiir jedes p € P
te|to—e,to+e

und jedes 6 > 0 ein p > 0 so finden konnen, dass d(y, z) < 0 fiir alle p’ € B,(p) gilt. Dies
beweist die stetige Abhéngigkeit vom Parameter und damit den Satz [4.13]. U

4.2 Lineare Differentialgleichungen

4.2.1 Globale Losbarkeit und Raum der Lésungen
Definition 4.14

i) Eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung ist eine Differentialgleichung er-
ster Ordnung der Form

y = A(t) -y +b(t),

wobei A 1 I — Myuxn(R) und b : I — R"™ auf einem Intervall I C R definierte
Abbildungen sind.
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ii) Allgemeiner heifit, fir k € N\ {0}, eine Differentialgleichung k-ter Ordnung y* =
ft,y,y, ..., y* V) genau dann linear, wenn fiir jedes t € I die Abbildung U, x
XUy — R™, (yo, .-y yk—1) — f(t, 0, .., yk—1), affin-linear ist.

Eine erste bemerkenswerte Eigenschaft der linearen Differentialgleichungen ist die globale
Existenz und Eindeutigkeit der Losungen. Satz liefert ndmlich folgendes

Korollar 4.15 Seien A : I — M, (R) und b : I — R™ auf einem offenen Intervall
I C R definierte stetige Abbildungen. Sei (to,yo) € I x U beliebig. Dann besitzt das
Cauchy-Problem

{ Y =Al) -y +0(t)
y(to) =wo

eine eindeutige globale Losung y : I — R™.

Beweis: Sei f : I x R* — R", (t,x) — A(t) - © + b(t), dann ist per Definition y' =
A(t) -y + b(t) dquivalent zu y' = f(t,y). Die Abbildung ist wegen A : I — M, «,(R) und
b: I — R" stetig auch stetig. Desweiteren gilt, fiir alle (¢,z,2') € I x R™ x R",

() = f(t,2")] = [AQ®) - (z = 2) [ <A@ - & — 2,

wobei ||A(t)]| die Matrixnorm bezeichnet. Da A stetig ist, ist L(t) := [|A(¢)]], I — R,
stetig. Satz liefert die Behauptung. O

Definition 4.16 Se:i eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung im R™ der Form
Yy = A(t) -y + b(t) gegeben, mit A : I — M,y (R) und b: I — R"™, wobei I C R ein
Intervall ist.

i) Die homogene Gleichung zu dieser Differentialgleichung ist die Differentialgleichung
y' = A(t) -y

ii) Im Fall b # 0 heifit die Differentialgleichung v’ = A(t) - y + b(t) inhomogen.

Korollar 4.17 Sei eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung im R™ der Form
Yy = A(t) -y + b(t) gegeben, mit A : I — My, (R) und b: I — R"™, wobei I C R ein
Intervall ist.

i) Ist ymn : I — R™ eine gegebene Liosung der inhomogenen Gleichung y' = A(t) -y +
b(t), so ist jede Losung y von y' = A(t) -y + b(t) der Form y = yg + Ymn, wobei yg
eine beliebige Liosung der zugehorigen homogenen Gleichung ist.

ii) Der Raum der Losungen der homogenen Gleichung y' = A(t) -y ist ein n-dimensio-
naler reeller Vektorraum. Genauer gilt, fir ein beliebiges ty € 1: die Abbildung

{y : I — R™ ableitbar mity'(t) = A(t) - y(t) fir allet € I} — R
Y — y(to)

1st ein Isomorphismus.
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Bewezs:
i) Ist y : I — R™ eine beliebige ableitbare Abbildung, so gilt:

y'(t)=A@t) - y(t) +b(t) <= Y(t) = yn(t) = At) - y(t) + b(t) — A(t) - yran(t) — b(t)
= (Y —ymn) (t) = A(t) - (y — yran) (1),

wobei die Gleichheit jeweils fiir alle t € I gemeint ist. Das heifit, y 16st genau dann die
Differentialgleichung ' = A(t)-y+0b(t) auf I, wenn yg := y—Ymn : I — R” die homogene
Differentialgleichung iy’ = A(t) - y 16st. Dies ist eben die Aussage 1).

i1) Sei L := {y : [ — R™ ableitbar mit y/(t) = A(t) - y(¢) fiir alle t € [} € CY(I,R"™) der
Raum aller Losungen der homogenen Differentialgleichung ' = A(t) -y auf I (jede Losung
ist automatisch C*, siche Satz zz)) Sind y, z € L, so gilt, fiir alle o, 3 € Rund t € I,

(ay+B2)(1) = ay'(t) + B2 ()
= QA(l) - y(t) + BA) - (1)
— A(t) - (ay(t) + B2(2)).

Dies beweist, dass L ein reeller Untervektorraum von C'(I,R") ist. AuBlerdem ist die
Abbildung Ey : L — R"™, y — y(to), wohldefiniert und offensichtlich linear. Die Abbil-
dung Fy: R" — L, yo — y, wobei y € L die Losung des Cauchy-Problems y' = A(t) - v,
y(to) = Yo, ist, ist nach Korollar ebenfalls wohldefiniert (diese Losung existiert und ist
eindeutig) mit Fyo Fy = idgn (nach Definition eines Cauchy-Problems) und Fyo Ey = idy,
(nach der Eindeutigkeit der Losungen eines Cauchy-Problems, siehe Proposition. Dies
beweist, das Ej ein reeller Vektorraumisomorphismus ist. Damit ist i) gezeigt. 0

Definition 4.18 Die Resolvente zu einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung
Yy = A(t) -y + b(t) ist die Abbildung R : I X I — M,y,,(R) mit: fir alle t, € R™ ist
t — R(t,to) die Losung der linearen Differentialgleichung

{ y = A(t)-y
y(to) = I

in Myxn(R), wobei 1,, die Identititsmatriz im R™ ist.

Bemerkungen 4.19

1. Nach Korollar ist R wohldefiniert mit R(to,ty) = I,. Desweiteren gilt, fir
alle t,s,u in I: R(t,s) - R(s,u) = R(t,u). Denn: legen wir s und u fest, so ist

t s R(t,s) - R(s,u) ableitbar mit
- %(R(t’s)) - R(s,u) = A(t) - R(t,s) - R(s,u) = A(t) - F(t) fiwallet € I

wobei F(s) = R(s,s) - R(s,u) = R(
rentialgleichung 16st mit R(s,u) = F

Korollar 4.15

F(t)

s,u). Da aber t — R(t,u) dieselbe Diffe-
(s), gilt R(t,u) = F(t) fir alle t € I nach

2. Wegen R(tg,ty) = I, ist insbesondere R(t,ty) eine invertierbare Matrix, fir alle ¢, ¢,
mit R(t, 1)~ = R(ty,1).
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Proposition 4.20 (Variation der Konstanten) Sei eine lineare Differentialgleichung
erster Ordnung im R™ der Form y'(t) = A(t) - y + b(t) gegeben, mit stetigen Abbildungen
AT — Myun(R) und b : I — R™, wobei I C R ein Intervall ist. Sei R : I x [ —
M, «n(R) die Resolvente dieser Differentialgleichung. Seien to € I und yo € R™. Dann ist
die Losung y : I — R"™ des Cauchy-Problems y' = A(t) - y + b(t), y(to) = yo, gegeben
durch: .
y(t) = R(t,to) - vo +/ R(t, s)b(s)ds.
to

Beweis: Es ist lediglich, zu {iberpriifen, dass die angegebene Funktion y das Cauchy-
Problem y' = A(t) - y, y(to) = yo, 10st; eine andere Methode, welche die Formel liefert,
wird unter dem Beweis beschrieben (man fiithrt die Differentialgleichung auf eine Inte-
gralgleichung zuriick). Sei zuerst g : [ x I — R", (z,y) — fti R(y,s) - b(s)ds. Fiir jedes
feste y € I ist s — R(y,s) - b(s) als Produkt von stetigen Funktionen stetig auf 7, ins-
besondere ist « — g(x,y) ableitbar mit Ableitung %(m,y} = R(y,z) - b(x), siche Satz
B.54] Fiir die Ableitbarkeit nach y fixieren wir ein x € I, ein § € I und ein 7 > 0 mit
[ —n,9+n] C I. Fir jedes s € I ist y — R(y,s) - b(s) ableitbar auf I mit Ableitung
g—};(y, s)-b(s) = A(y)- R(y, s)-b(s) nach Definition der Resolvente R. Desweiteren existiert,
wegen der Stetigkeit von (s,y) — A(y) - R(y, s) - b(s) auf I x I und der Kompaktheit von
[to, ] X [§ — 1,9 + n], eine Konstante C' € [0, 00[ mit |A(y) - R(y, s) - b(s)| < C fiir alle
(s,y) € [to,z] X [ —n, 7+ n]. Da jede stetige (insbesondere jede konstante) Funktion auf
einem kompakten Intervall integrierbar ist, folgt aus Satz , dass y — g(z,y) ableitbar
ist mit Ableitung

) = / 5y (0:5) - b(s)ds = / A(y) - R(y,s) - b(s)ds = A(y) - / R(y,s) - b(s)ds,

0 to to

wobei die Linearitét des Integrals im letzten Schritt verwendet wurde. Da beide Funktio-
nen (z,y) — R(y,x) - b(z) und (x,y) — A(y) - ft R(y,s) - b(s)ds stetig auf I x I sind
(nutze Satz und Satz|3.55)), ist nach Satz die Funktion g C* auf I x I. Mit der

Kettenregel (Proposition [2.63|) folgt, dass die Abbildung I KN R™, ¢t +— g¢(t,t), ableitbar
auf [ ist mit

B (t) = %(t,t) + g—z(t, £) = R(t,1) b(t) + At) /t "R(L.5) - b(s)ds,

fiir alle t € I. Daraus folgt, dass die angegebene Funktion y ableitbar ist mit

J(t) = (Rl 10)y0) + ()

= A(t)- R(t, to) - yo + b(t) + A(t) - /t R(t,s) - b(s)ds

= A(t)- (R(t,to) Yo+ /t t R(t,s)-b(s)ds) +b(t)
= A(t) -y(t) +b(),

to
fur alle t € I. SchlieBlich ist y(to) = R(to,to) ‘Yo —i—/ R(t,s) - b(s)ds = yo. Damit ist y
I Nl %
! 0
die Losung des Cauchy-Problems y' = A(t) -y, y(to) = yo und die Proposition ist
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bewiesen. ]

Die Bezeichnung “Variation der Konstanten” kommt daher, dass t — R(t,tg) - yo die
homogene Gleichung y' = A(t) - y 16st mit y(ty) = yo; der Ansatz, um die obige Losung
der inhomogenen Gleichung zu bekommen, besteht darin, die Konstante yo durch eine
unbekannte Funktion § zu ersetzen, d.h., die Losung y in der Form y(t) = R(t,to) - (t)
zu suchen. Setzt man diese Funktion y in die Gleichung ein, so bekommt man

V=AW b = (Rit)5(0)) = A Rt 1) - 3(0) + ()
= (SR 10)) 90 + R(t10) - 3/(1) = () - Rt 10) - 3(0) + b(1)
= A(t) R(t,t0) - 9(t) + R(t. to) - () = At) - R(t,t0) - 9(t) + b(?)
= Rt t) 9'(t) =b(t)
<~ §(t)=R(t,to)" - b(t) (R(t,to) ist invertierbar)
= §(t)=R(to,t)-0(t)  (R(t;to)”" = R(to,t))
= yt)—g(t) = /t R(ty, s)b(s)ds (nach Integration)
=)~ Rt t)ifto) = Rt o)+ [ Rt )5
= y(t) — Rt to)i(te) = /t R(t,to) - R(to, s)b(s)ds

t

y(t) = Rt to)y(to) = | R(t, 5)b(s)ds.

to

!

In den letzten beiden Schritten haben wir die Linearitit von R(t, 1) (als Transformation
des R™) sowie die Identitiat R(t,to) - R(to,s) = R(t,s) benutzt. Es bleibt, zu bemerken,
dass die Bedingung y(ty) = yo die Bedingung 3(ty) = yo verlangt (wegen R(tg,ts) = L,,).
Damit bekommen wir die obige Gestalt der Losung y.

4.2.2 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizi-
enten

Definition 4.21 Sein € N\ {0}.

i) Fine lineare Differentialgleichung erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten im
R™ st eine Differentialgleichung der Form

y=A-y+0(t),

wobei A € Mxn(R) eine (konstante) Matriz und b : I — R™ eine auf einem
Intervall I C R definierte Abbildung ist.

i) Allgemeiner heifit, fir k € N\ {0}, eine Differentialgleichung k-ter Ordnung y* =
ft, gy, ..., y* ) genau dann linear mit konstanten Koeffizienten, wenn die zu-
gehorige Differentialgleichung erster Ordnung fiir (y,y,...,y"* V) linear mit kon-
stanten Koeffizienten ist.
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Zum Losen linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten spielt der folgen-
de Begriff eine zentrale Rolle:

Definition 4.22 Das Exponential einer Matrizc A € M,x,(R) (oder A € M, 5, (C)) ist

die Matrix
Ak
exp(A) = et := 77 € My n(R),
k=0

wobei A :=1,,.

Bemerkung 4.23 Die Matrix e” ist wohldefiniert, weil die Folge (um = Ak—f)

k=0 meN
eine Cauchy-Folge im vollstandigen metrischen Raum (M,,«,(R), || - ||) (oder M, «,(C))
ist, wobei || - || die Matrixnorm bezeichnet.

Lemma 4.24 Seien A, B € M,,x,(R) (oder M, x,(C)). Dann gilt
i) Fiir die Nullmatriz 0, gilt e =1, und eAtB = 4. B sobald AB = BA.
it) Die Abbildung t — €' ist ableitbar und es gilt &(e'4) = A - e'4
iii) Fir jede invertierbare Matriz P € M., (R) gilt ePTIAP — p-1. A P

Beweis:
i) Wegen 07 = 0, fiir alle m > 1 ist ¢" = I" +0,, = I,. Fiir beliebige A, B € M, «,,(R) mit
AB = BA gilt, nach der binomischen Formel welche hier wegen AB = BA anwendbar

ist —
(A+B)™ b ook = AR pmok
RSV Ak . pm—Fk — Z .=
m! T ml Z k! (m —k)!
fiir alle m € N. Zu bemerken ist nun, dass fiir ein beliebiges X € M, «,(R) die Reihe

I

> 25 nicht nur konvergent sondern auch absolut konvergent ist: es gilt » 7 _ =l <

P IXI™ P HXHm = el Xl < oo fiir alle p E N. Dies impliziert, dass das sogenann-

m=0" m!
te Cauchy-Produkt der Relhen > At und Yo, 25 welches formal durch Y, (34, Ak—f :

(im kk) definiert ist, wohldefiniert und (absolut) konvergent ist mit >~ ( ;":OAk—f :

By = (ZOO A—m) : (Zw %) Dies liefert die Identitit eA*? = et . B,

(m—k)! m=0 m! m=0
ii) Fiir jedes m > 1ist t — £4" offensichtlich ableitbar auf R mit Ableitung mt™~!. m, =

tm- 1(7;‘ o Ist T €]0, 00| beheblg, so gilt

1AN™

. A"
(m— 1)1 =

(m —1)!

[ <= 1Al LAl

Am
(m—1)!

fur alle t €] — T, T[ und m > 1. Wegen

LAf e < oo

0 Allm—1 A m
m=1 ( ) m=0 )

liefert der Satz iiber Differentiation unter dem Integral (Satz [3.56)), dass die Abbildung
ts et =% AT auf ] — T, T ableitbar ist mit Ableitung

m=0

d tA_Oodthm_ooml _ mlA_ o tA
E(e)_mzﬁ(m)_zt (_1 AZt =4

m=1
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fiir alle t €] — T, T[ (Ubungsaufgabe: warum kann Satz angewendet werden? Hin-
weis: betrachten Sie das ZédhlmafB auf N). Im letzten Schritt wurde auch verwendet, dass
die Matrixmultiplikation stetig ist. Dies gilt fiir alle 7' €]0, oo[, somit ist die Behauptung
bewiesen.

i11) Die Formel folgt unmittelbar aus (P~'AP)™ = P~'A™P fiir alle m € N (verwende
auch die Stetigkeit der Matrixmultiplikation). ([l

Im Fall einer linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten lasst sich die
Resolvente durch die obige Exponentialfunktion elementar ausdriicken:

Satz 4.25 Sei eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten erster Ord-
nung im R™ der Form y' = A-y(t) 4+ b(t) gegeben, wobei A € My, (R) und b: I — R"
eine auf einem offenen Intervall I definierte stetige Abbildung ist.
Dann ist die Resolvente dieser Differentialgleichung gegeben durch

R:IxI— My,(R), (t,tg) — el=t04,

Insbesondere ist die Lisung y des Cauchy-Problems y' = A -y + b(t), y(to) = yo, gegeben
durch .
y(t) = elt=tA o 4 / e =94p(s)ds
to

fiir allet € 1.

Beweis: Nach Lemma z) ist, fiir alle t € R, e(t—t0)A4 = gt4 . =04 wegen tgA - tA =
tA - tyA. Lemma [4.24]ii) liefert, dass t + €' - 704 ableitbar auf R ist mit Ableitung
At etoAd — A . e(t—t)A Tnshesondere ist I — Mpyn(R), t > 04 ableitbar mit
H'(t) = A-elt=0)A = A. H(t) fiir alle t € I sowie H(ty) = e’ =1, (wieder nach Lemma
4.24]7)). Nach der Eindeutigkeit von Losungen eines Cauchy-Problems (Proposition
gilt dann H(t) = R(t,ty) fir alle t € I. Die zweite Identitdt folgt aus dieser Tatsache
zusammen mit Proposition [4.20] 0
Bemerke, dass die Losung t — e*"t0)4 . 45 des homogenen Cauchy-Problems ¢/ = A -,
y(to) = yo, auf ganz R definiert ist. Nun wollen wir diese Losung méglichst explizit hin-
schreiben. Dazu miissen wir das Exponential einer Matrix ebenfalls moglichst explizit
berechnen. Dafiir sind die Diagonalisierungs- und Trigonalisierungsverfahren aus der li-
nearen Algebra sehr niitzlich.

Erinnerung;:

e Eine Matrix A € M, y,(R) heifit genau dann diagonalisierbar, wenn eine invertierbare

Matrix P € M, «,(R) so existiert, dass P~ AP eine Diagonalmatrix ist, d.h., P7*AP =
A1 0

. fiir A\y,..., A\, € R. Die reellen Zahlen \{,...,\, heilen dann die Fi-
0 An

genwerte der Matrix A. Analoges gilt fiir ein A € M,,»,,(C).

e Eine Matrix A € M,,«,(R) heifit genau dann trigonalisierbar, wenn eine invertierba-

re Matrix P € M, »,(R) so existiert, dass P~'AP eine obere Dreiecksmatrix ist, d.h.,

* *

PT'AP = (alle Koeffizienten unterhalb der Diagonale verschwinden).
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Analoges gilt fiir ein A € M,,,(C).
e Nicht jede reelle oder komplexe Matrix ist diagonalisierbar; eine notwendige Bedingung
dafiir ist, dass das sogenannte charakteristische Polynom

Xa(A) :=det(A—X-1,)

von A in Linearfaktoren zerfallt; diese Bedingung reicht aber nicht. Ist z.B. A symmetrisch
(d.h.,*A = A) oder hat A nur einfache Eigenwerte, so ist A diagonalisierbar.

e Eine Matrix A ist genau dann trigonalisierbar, wenn ihr charakteristisches Polynom
in Linearfaktoren zerfillt. Insbesondere ist nach dem Satz von Gauf} (jedes komplexe
Polynom vom Grad mindestens 1 zerfallt in Linearfaktoren) jede komplexe Matrix trigo-
nalisierbar.

e Fiir eine trigonalisierbare (insbesondere fiir eine komplexe) Matrix A kann eine obe-
re Dreiecksform besonderer Art fiir A hingeschrieben werden. Zerlege ndmlich x4(\) in

Linearfaktoren: es gibt £k € N\ {0}, A1,...,\x € R (oder C) paarweise verschieden
k k

und my,...,my € N\ {0} mit xa(A) = (=1)" [T(A — X;)™ und > m; = n (wegen
j=1 J=1

d’xa(A) = n). Setze Ej := ker((A—\;-1,)™) C R", dann gilt: R" = @ E;, dim(E;) = m;
(algebraische Vielfachheit der Wurzel A; im Polynom y 4())) und A E C E;. AuBlerdem

existiert, fiir jedes 1 < j <k, eine Basis von £}, in der A, 5 der Form x|
0 Aj

wobei jeder Koeffizient iiber der Diagonale entweder 1 oder 0 ist. Insgesamt existiert eine
invertierbare Matrix P € M,y (R) mit

>\1 * 0
0 A1
)\2 * 0
1 - *
P AP = 0 Ay
)\k * 0
0 *
0 Y
Dies ist die sogenannte Jordan’sche Normalform von A und Ay, ..., A\, sind die Eigenwerte
1 0 et 0
von A. Fiir eine diagonale Matrix A = gilt e4 = ,
0 hn 0 efn
et 0
insbesondere et = . Fir eine obere Dreiecksmatrix der Form A =
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1 * J 0 0 *
schreiben wir A = + = u-I, + N. Wegen
0 W 0 W 0 0

n n—1
N"=0und ul,,-N = N-ul, gilt e = etIn.eN =et.1,,- 5 ]X—,k =ek > Nk—,k Insbesondere
k=0 k=0

n—1
i tA _ oty tk Nk : : n—1 tknNk . . .
ist e!t = el . kzo .~ Bemerke hierbei, dass )~ “5— ein Polynom in der Variablen ¢

(mit Koeffizienten in M, wn(R)) vom Grad hochstens n — 1 ist.
Fiir die obige Zerlegung von P~ AP gilt daher

e™ A (1) 0
P—letAP — etP_lAP — et)\QAZ (t)
0 e A (t)
1 *
wobei A (t) € M, xm;(R) und der Form Ai(t) = , wobei alle Koeffizienten
0 1

von /lj (t) oberhalb der Diagonale Polynome vom Grad hochstens m; — 1 in ¢ sind.

Korollar 4.26 Sei eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten der Formy' = A-y+b(t), wobei A € Myyn(R) und b : I — R™ eine auf einem
offenen Intervall I definierte stetige Abbildung ist. Angenommen, A sei trigonalisierbar.
Dann ist jede Losung der homogenen Gleichung y' = A -y der Form

u(B) =3 M),

Jj=1

mjfl
wobei A1, ..., A\, die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A sind und p;(t) = Y. t'c;
1=0

Polynome vom Grad mj; — 1 (wobei m; die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes \;
ist) mit Koeffizienten c; € ker((A— ;- 1,)™).

Beweis: Nach Satz ist jede Losung y der homogenen Differentialgleichung 3/ = A -y

der Form y(t) = e'-y,, wobei yo € R" ein konstanter Vektor ist. Wegen R* = @ E; (mit
1<5<k

E; == ker((A—\; - 1,)™)) ldsst sich aber jeder Vektor v € R" eindeutig in v = 2521 V;
zerlegen, wobei V; € Ej; fir alle 1 < j < k gilt. Ist nun yo € R" beliebig, so zerlege
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entsprechend gy = Z?:l Y; mit Y; € E; fiir alle 1 < j < k. Dann gilt
k
BtA'y() _ ZetA_Yj
j=1
k
= Z eiln . fA=ATn) Ly, nach Lemma E2410)
j=1
k
j=1

k m;—1 !
A=)\l
= E g&-.(E:W).yj wegen (A — \;L,)™ -Y; =0

j=1 =0
k
= Zew - p; (1),
j=1
wobei p;(t) := Syt ALy fije alle 1 < j < k und ¢ € R. Es bleibt lediglich, zu

bemerken, dass ¢j; 1= %(A—)\jln)l‘Y} € Ej wegen A-E; C Ej gilt, fiiralle 0 < j <m;—1
und 1 <5 < k. O

Die Methode in diesem Fall lautet daher: berechne x4(\), zerlege es in Linearfaktoren
k
xa(A) = (—=1)" [T(A—=A;)™ (bekomme insbesondere die Eigenwerte A; und ihre Vielfach-

7=1
heiten m;), bestimme die Untervektorrdume Ej; := ker((A — A; - 1,,)™) (16se ein lineares

k

Gleichungssystem) und schreibe dann eine beliebige Losung in der Form > eYi'p;(t), wo-
j=1

bei jedes p; ein Polynom vom Grad m; —1 ist mit beliebigen Koeffizienten in £}; fiige diese

Funktion in die homogene Gleichung ¢/ = A -y ein und schreibe die entsprechenden linea-

ren Gleichungen hin, welche die Koeffizienten erfiillen miissen. Fiir jedes j € {1,...,k}

miissen fiir den E;-Anteil am Ende genau m; Koeffizienten unbestimmt bleiben.

Bemerkung 4.27 Ist A € M, x,(R) beliebig, so betrachte A als komplexe Matrix. Dann
ist A trigonalisierbar wie oben, wobei Aq,..., Ay komplexe Zahlen und E; := ker((A —
Aj - 1,)™) C C™ kompleze Unterrdume sind. Ggf. ist jede Funktion der Form t +—
etitp;(t), I — C", eine Losung der homogenen Gleichung 3y = A -y, ist aber kom-
plezwertig. Die Losungen der “reellen” Gleichung bekommt man durch Bildung des Real-
und Imaginédrteils dieser Losungen. Genauer: Schreibt man — im Fall \; nicht reell —

A; = Re(\;) +4Im();), so ist
Nt = R (cos(Tm(A))t) + sin(Tm();)t)).
Eine Losung der (reellen) Differentialgleichung bekommt man dann durch den Ansatz

y(t) = eReM)t(cos(Im(N;)t)p,(t) + sin(Im(A;)t)q;(t), wobei p;,q; R'-wertige Polynome
vom Grad hochstens m; — 1 sind.

Beispiele 4.28
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1. Betrachte die homogene Differentialgleichung

, (01
v=1{14)"

im R2. Wir wollen die obige Methode auf A := ((1) (1)) anwenden. Es gilt xya(\) =

det(A—\-L) = (7 1) =A—1,dh, xa(\) = (A=1)(A+1). Da A zwei verschie-
dene reelle Eigenwerte hat, ist A diagonalisierbar (A ist sowieso symmetrisch). Eine
kurze Rechnung liefert A - (e; + €3) = €1 + e und A(e; — e3) = —(e1 — e3). Somit
sind e; + eo und e; — es Eigenvektoren fiir A (zu den Eigenwerten 1 bzw. -1). Die

Basiswechselmatrix zwischen {ej, eo} und {e;+ez,e; —es} ist P = (1 _11), mit Inver-
. _ —_ t

sem Pl =1 (1 1). Wegen P71AP = (| °) gilt P~te! AP = ¢'P AP — (80 e&),

somit

et = p(y )P
11 et 0 11
(1 —1) “\o e*t> ’ (1 —1)
1 1 et et
(1 —1) et —e*t>
ette—t et—e—t
etfe_t €t+e—t>
_ cosh(t) sinh(¢)
- sinh(t) cosh(t) ) *
Die Losung des Cauchy-Problems ¢y’ = A -y mit y(tg) = yo (mit tx € R und
Yo = (Yo1, Yo2) € R?) ist daher gegeben durch

ylt) = el gy — (cmloto) o) ()
<c.osh(tfto)y01+sinh(t7t0)y02 )
sinh(t—to)yo1+cosh(t—to)yoz
Daraus folgt insbesondere, dass die Losung z der homogenen Differentialgleichung
zweiter Ordnung z” = z in R mit Cauchy-Daten zg, 2, € R an der Stelle ¢, € R
gegeben ist durch
z(t) = cosh(t — tg)2o + sinh(t — t)zq,

siehe Beispiel [4.6] 1.

2. Betrachte die homogene Differentialgleichung erster Ordnung vy’ = A - y wobei A =
(° 1) € Maxo(R) ist. Es gilt jetzt ya()) = det(A — Az) = A2+ 1= (XA —4)(\+i).
Wiederum hat A zwei Eigenwerte, die aber jetzt rein imagindr sind. Eine Basis von
C?, welche durch Eigenvektoren von A gegeben ist, ist {e; + e, €1 — i3} (Wegen
A(el + i€2) = —e9 + iel = i(el + i62) und A(el — 2.62) = —€9 — iel = —i(el — ieg)).
Die Basiswechselmatrix P zwischen der kanonischen Basis {ej,es} und der Basis
{e1 + ieg,e; — ies} von C? ist gegeben durch P = (1 jz), mit Inversem P~! =
% (i _i). Wegen P~1AP = (8 _Oz) gilt, wie vorher,

et = Py )P

P N 1 i 1T el
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Die Losung des Cauchy-Problems ¢ = A -y, y(0) = yo (wobei yo = <y01> € R?) ist

Yo2

daher gegeben durch
y(t) _ etA Yy = ( Cos(t)yOI + Sin(t>y02 )

— sin(t)yo1 + cos(t)yos

Betrachte die homogene Differentialgleichung erster Ordnung 3’ = A -y, wobei
A = (fl 1)) € Msyo(R) ist. Es gilt xa(A) = (A + 1), insbesondere besitzt A
lediglich —1 als Eigenwert. Diesmal ist aber A — (—L) = A+ L, = (!, ') #

0. Genauer gilt, fiir ein z = (i;) ER: (A+ L) 2 =0 z1+ 29 = 0,

d.h., ker(A+ 1) = R - ( ) Wihlen wir {e; — eg,e1} als Basis der R?, so ist
die Basiswechselmatrix P zw1schen der kanonischen Basis {ej,es} und der Basis

{e1 —eq,e1} gegeben durch P = ( . (1)) mit Inversem P~ = ([1) _1) AuBerdem ist

P'AP = (7' ) (nachrechnen). Daraus folgt

e = Prep (L) Pt =Pep (i ) e () P

= P(° )(01)P1

0 et
= p(°, " )P—l
= e_t(tftl 1t_t) (nachrechnen).

Die Losung y des Cauchy-Problems ¢y = A -y, y(0) = yo (mit yo = <y°1> € R?) ist

Yo2

daher gegeben durch

t+1 t
y<t):€tA'y0:€_t( (t + Lyor + tyoz )
—tyo1 + (1 — t)yo2

Betrachte die homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 3" — 2y’ + 2y = 0 in
R. Diese Gleichung ist dquivalent zur folgenden (homogenen) Differentialgleichung
erster Ordnung im R?:

(v) = (Gia) = (52)- ()

v ) \2y—2y) \—-22 v )

Setze A := (% }) € Maua(R). Dann ist x4(A) = A2 —2X + 2, dh,, xya(A) =
(A—=(1—14))(A—(1+41%)). Wiederum hat A zwei konjugierte komplexe Eigenwerte 1+
und 1—4. Man rechnet nach, dass eine Basis von C? durch Eigenvektoren von A durch
{e1+(1+1i)eq, e1+(1—i)es} gegeben ist, wobei A(ey+(144)es) = (1414)(e1+(1+1)es)
und A(e; + (1 —i)es) = (1 —i)(es + (1 — i)ey). Die Basiswechselmatrix P zwischen

{e1,e2} und {e; + (1 +i)ea,e1 + (1 —i)ea} ist P = (1+ L), mit Inversem P~ =

i (}ﬂ ') (nachrechnen). Wie vorher ist
—1 7
tA EERY 1
e = P 0 e<1 e ) P~

L) () (1
2 \1+4+¢ 1—1 0 e(1—i)t 1—i 4
1 2Re((1+4)e(1+Dt) 2Re(ie(1=9)?)
2 2Re(2ie(1+1)t)  2Re(i(1—i)e(1—0t)
_ et (cos(t)—sin(t)) et sin(t)
o —2etsin(t)  et(cos(t)+sin(t))
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Insbesondere ist die Losung y des Cauchy-Problems y” — 2y’ + 2y = 0, y(0) = yo
und ¥'(0) = y;, (wobei yo, y; € R), gegeben durch

y(t) = e'(cos(t) — sin(t))yo + €' sin(t)yp.

Ein moglicher Ansatz, um die Losung zu finden, ist, wie vorhin beschrieben: suche
y in der Form y(t) = acos(t)e’ + bsin(t)e’, wobei a,b € R die Unbekannten sind.

Bemerkungen 4.29

1. Die Formel R(t,t;) = e(*~%)4 fiir die Resolvente R der linearen Differentialgleichung
erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten (im R") v’ = A -y + b(¢) kann fiir
eine Differentialgleichung der Form ' = A(t) - y + b(t) (wobei A : I — M, »n(R)
und b : I — R” auf einem offenen Intervall I definierte stetige Abbildungen sind)
unter einer bestimmten Bedingung an A verallgemeinert werden. Namlich gilt fiir
die Resolvente R : I x I — M,,»,(R) der Differentialgleichung 3’ = A(t) - y:

t

R(t,ty) = exp(/ A(s)ds) fiir alle (t,t9) € I x I,
to

sobald fti A(s)ds - A(t ft s)ds fiir alle t € I (und fiir ein festes ¢ty € I)

gilt. Denn damit gilt & (exp ft ) < fto s)ds) - exp ft (s)ds) = A(t) -

exp ft (s)ds) = A(t) - R(t,ty) und exp ft (s)ds) = exp(0,,) = 1,,.

Ein Anwendungsbelsplel dieser Bemerkung ist die explizite Formel fiir eine nach Bo-
genlinge parametrisierte Kurve ¢ : I — R? mit vorgegebener Kriimmung  : [ —
R. Némlich erfiillt das Paar (¢,n) (wobei n : I — R? das Einheitsnormalenfeld zu ¢

ist) die Frenet-Gleichungen { ;::’m ., d.h., (Z)/ = ( 0 "‘) . (C) (siehe Satz|[1.27)).

—KC —x 0 n
0 0 w(t) 0
. . , 0 0 0 k()
Die Abbildung A : I — M, x,(R), t —> k)0 0 0 , ist nach
0 —k(t) O 0
0 0 ftz Kk(s)ds t 0
L 0 0 0 [, K(s)ds
Vi t tetig mit [} A(s)ds = to
oraussetzung stetig mi fto (s)ds —ftl; (5)ds 0 0 0
0 - fj 0 0
Man kann direkt nachweisen, dass fti s)ds - At ft s)ds gilt: benutze
0 0 10
0 0 01 .
dazu A(t) = k(t) 1 0 0 0 und somit
0 -1 0 0
0 0 10
t ¢
0 0 01
A(s)ds = / k(s)ds
/to (s)ds = | (s) 1.0 00
0 -1 0 0
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Daraus folgt, dass die Losung y = () des Cauchy-Problems y/ = A(t) - y, y(ty) =
1
0 .
0o | gegeben ist durch
1

y(t) = exp( / A(s)ds) -

to

_— o O =

Man rechnet nach, dass dies genau die Formel fiir ¢ liefert — und somit, nach einer
zusétzlichen Integration nach ¢, auch ¢, sieche Beweis von Satz [I.29]

2. Im Beispiel 4 stellt man fest, dass fiir die Differentialgleichung y” — 2y’ +2y = 0
das charakteristische Polynom y4(\) der dazu assoziierten Matrix A = (,02 }) der
Form ya(\) = A\? — 2\ + 2 ist. Dies ist kein Zufall, wie wir im néchsten Satz sehen.

Satz 4.30 Fiir k € N sei eine homogene lineare Differentialgleichung k-ter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten in R gegeben, also

YW = agy + ary’ + - + ap_y* Y,

wobei ag, . ..,a_1 € R. Dann hat die dazu assoziierte Matrix
0O 1 0 0
o 0 1 0
A= S
0 0 1
ao ai a9 Ce ag_1
k—1 ] m
das charakteristische Polynom x 4(\) = (—1)* - (A\* = 3~ a;M). Ist xa(A) = (=D)* [T(A\ —
i=0 j=1

]_
;)™ die Zerlegung von x a(X\) in Linearfaktoren auf C (mit \; € C und m; € N\ {0},
fir alle 1 < j <m), so ist jede Losung y der obigen Differentialgleichung der Form

m

y(t) = RN (cos(Im(A;)t)p; (t) + sin(Im(\;)E)g; (1)),

J=1

wobei p;(t),q;(t) Polynome vom Grad hichstens m; — 1 mit Koeffizienten in R sind.
Desweiteren ist jede Funktion dieser Form eine Lisung der Diﬁerentialgleichunﬂ und der
Raum aller Lésungen ist ein k-dimensionaler reeller Vektorraum.

Beweis: Bemerke erstens, dass die dazu assoziierte Matrix A durch Reduktion der Dif-
ferentialgleichung k-ter Ordnung y® = agy + a1y + - - + ax_1y*~ Y auf eine Differen-
tialgleichung erster Ordnung (mit Koeffizienten im R¥) entsteht: es ist ndmlich y® =

“Hier sollte man folgendes beachten: im Fall Im(\;) # 0 ist A; automatisch ein Eigenwert mit derselben
Vielfachheit von x4()), da die Koeffizienten dieses Polynoms sowieso reell sind; ggf. sollte m; fiir die
Vielfachheit eines der beiden Eigenwerte A;, A; stehen.
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apy + ary' + - + ak_ly(kfl) genau dann, wenn

! /

Y Y )
y/ B y// B A y/
y+y agy + ary’ + -+ 4 ap1y* Y y*=

fur alle ¢ € R gilt, siche Proposition [4.5] Die Formel fiir das charakteristische Polynom
von A zeige man durch Induktion iiber k: fiir £ = 1 ist A = (ap) und daher xa(\) =
ap — A = (—1)(A — ag) wohl von der gewiinschten Form. Angenommen, die Aussage gelte
fiir k—1 > 1, dann wiirde man nach Entwicklung der Determinante nach der ersten Spalte
folgendes bekommen:

0 —Xx 1 0 :
XA()\) = det 0
0 = 1
Qo a1 a2 akfl—/\
-2 1 0 0
1 0
= —MAdet Do 0 + (—1)""aq det
0 = 1 0 )1
a a2 as ak—l_)\ . ~
=1
k—2
= “AEDFT T =Y Taia X))+ (—1) g
=0
k—2
= DA = Y aaN T~ ao)
=0
k—1
= - Y av),
=0

was den Induktionsschritt £ — 1 — & beweist. Korollar liefert nun, dass jede C*-
wertige Losung Y : R — C* der homogenen Differentialgleichung Y’ = A - Y der Form
Y(t) = Y, eNP(t) (fiir alle t € R) ist, wobei Ay,..., A, € C die paarweise ver-
schiedenen komplezen Eigenwerte von A sind und P;(t) = lr'ijb_l t'C;; Polynome vom
Grad m; — 1 (wobei m; > 1 die algebraische Vielfachheit von m; ist) mit Koeffizienten
Cji € ker((A — \;I)™) € C* sind, wobei 0 < 1 < m; —1 und 1 < j < m. Die erste
Koordinatenfunktion von Y in der kanonischen Basis des C* (und nicht beziiglich der
Zerlegung C* = @ E;) ist nach Proposition eine Losung der Differentialgleichung

1<j<m
y® = agy + ayy + - + ap_1y* V. Diese Losung hat die gleiche Form wie Y, d.h., sie
lasst sich schreiben als Z;n:l eMitp;(t), wo diesmal p; ein Polynom vom Grad m; — 1 mit
komplezen Koeffizienten ist, fiir alle 1 < j < m (das Koeffizient von ¢ in p; ist die erste
kanonische Koordinate von Cj;).
Es bleibt, zu beweisen, dass jede Funktion der Form ¢ Z;’;l eMi'p;(t), wobei p; ein
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beliebiges komplexes Polynom vom Grad m; — 1 ist fiir alle 1 < j < m, eine Losung
der Differentialgleichung y*) = aoy + a1y’ + - - + ar_1y*~ Y ist. Zuerst bemerken wir,
dass die Abbildung y — (y,¢/,...,y*™V) einen Isomorphismus zwischen dem Raum aller
Losungen von y® = agy + a1/ + -+ + ap_1y* " und dem Raum aller Losungen von

= A .Y definiert. Diese Abbildung ist nach Proposition erstens wohldefiniert und
sie ist offenbar linear. Desweiteren liefert, wegen der Form der Matrix A, jede Losung Y
von Y/ = A-Y durch das Extrahieren der ersten Komponentenfunktion eine Losung y von
y® = agy + a1y + - - + ar_1y*Y; diese letztere Abbildung ist die Umkehrabbildung von
y > (y,9,...,y* ), wie man leicht sieht. Diese Bemerkung impliziert (zusammen mit
Korollar [£.17, welches auch im komplexen Fall gilt), dass der Raum aller Losungen von
y* = aoy+ary’+- - -+ap_1y* Y genau k-dimensional ist, also komplex k-dimensional fiir
komplexwertige Losungen und reell k-dimensional fiir reellwertige Losungen. Schlieflich
ist es eine Ubungsaufgabe, zu beweisen, dass die Funktionen ¢ — tlett, 0 < [ < m; — 1,
1 < j < m, als Vektoren aus beispielsweise C°(R, CF), linear unabhingig sind. Da die Ab-
bildung {y : R — C |y 16st y* = agy + a1y +- - -+ ap_1y* P} — Spang(t +— tleM? |0 <
I <my—1,1 <j <m),y— Y07 eNp;(t) mit y(t) = Y7, eN'py(t) wie oben, li-
near und injektiv ist, ist sie aus Dimensionsgriinden dann auch automatisch surjektiv.
Das heifit, dass fiir beliebige komplexe Polynome p;(t) vom Grad m; — 1 die Funktion
t= > eitp;(t) die Differentialgleichung y*) = agy+ a1y’ +- - - +a_1y*~ 16st. Durch
Bildung des Real- und Imaginérteiles bekommt man die letzte Behauptung des Satzes
[4.30L Damit ist der Beweis zu Ende. O

Beispiel 4.31 Betrachte die lineare Differentialgleichung k-ter Ordnung y*) = 3 im R,
wobei k € N\ {0}. Nach dem Satz ist fiir die dazu assoziierte Matrix A das charakte-
ristische Polynom x4 () gegeben durch: xa(A) = (—=1)*(A\* — 1) wegen ap = 1 und a; = 0
fiir alle 5 > 1. Die Gleichung \* = 1 hat in C genau k Losungen, die sogenannten k-ten
Wurzeln, der Eins, namlich {1,e%", e'v ... 2% 1)W} = {e*,0<(<k—1} C C. Der

Satz “ 0| liefert, dass die Losungen y von y( ) = gy die Funktionen der Form

y(t) = eCOS(k)t(cos(sin(%%)t) ay —|—s1n(sm(2z )t) - )

sind, fiir ay, B, € R beliebig, 0 < ¢ < k — 1]

4.3 Andere Typen von Differentialgleichungen

= f(t) (d.h., f hingt nicht von y ab). Ggf. ist jede Losung der Form y(t) =
ft s)ds + Kste
) Autonome Differentialgleichungen y' = f(y) (f héngt nicht von ¢ ab). Ggf. schreibe

formal falls y(t) € R: & = f(y) < fdy = dt <= fy dx =t + Kste (man bekommt ¢

als Funktion von y). Dlese Technik heifit Trennung der Vamablen

STatsichlich ist eine Basis des Raumes aller Losungen der Differentialgleichung gegeben durch:
o falls k gerade: {et,e*t,eCOS(Z?)tcos(bm(zi’r)t) ecos(3m)t sin(sin(%Z)t),1 << & — 1}

o falls k ungerade: {e’, e“(*F) cos(sin( 22 )t), e<s(*F) sin(sin(2)t),1 < £ < EZ1}.
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e Allgemeiner kann diese Technik auf sogenannte separierbare Differentialgleichungen an-
gewendet werden: y' = f(y)g(t), ggf. ist

dy dy Y dx t
— = f(y)g(t <:>—:gtdt<:>/ —:/gsds+Kste.
L = Tw)alt) = 55 = ot il 0
e Ezakte Differentialgleichungen (im R): X (t,y)+ X2 (¢, y)y' = 0, wobei X : U — R? ein
auf einer offenen Teilmenge U C R? definiertes stetiges Vektorfeld ist. Hat X ein Potential
P auf U, so ist y genau dann eine Losung dieser Differentialgleichung, wenn

oP oP

S (B u0) + Gty () =0

fiir alle ¢ gilt, d.h., wenn £ (P(t,y(t)) = 0 fiir alle ¢ im Definitionsbereich gilt (Kettenregel),
d.h., wenn t — P(t,y(t)) = Kste: die Kurve t — (¢,y(t)) muss eine Niveaulinie der
Funktion P sein, siehe dazu den Satz {iber implizite Funktionen (Korollar [2.78).

e Bernoullische Differentialgleichung

v = fi(t)y + f2(t)y*, wobei a« € R\ {1}.

Ansatz fiir eine Losung y: schreibe z := y'~® und iibersetze diese Gleichung in eine
Gleichung fiir z. Bekomme folgende lineare Differentialgleichung 2’ = (1 — a)(fi(t)z +
fa(t)).

e Riccatische Differentialgleichung:

Y = fi(t)y+ fo(t)y* + f3(t).

Ist y eine Losung dieser Differentialgleichung, so ist jede Losung y der Form y = ¢ + z,
wobei 2z folgende Bernoullische Gleichung 16st: 2’ = fo(t)2% + (29(t) fo(t) + f1())z.
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Kapitel 5

Untermannigfaltigkeiten und
Differentialformen

5.1 Untermannigfaltigkeiten des R”

5.1.1 Definitionen

Definition 5.1 Fir m,n € N mit m < n heifst eine Teilmenge M™ C R"™ genau dann
m-~dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™, wenn fiir jedes x € M™ offene Teilmengen
U und V von R™ mit x € U und ein C*-Diffeomorphismus ¢ : U — V so existieren,
dass

e(UNM)=VN(R™ x{0,_m}).

gilt. Ggf. heifst m die Dimension der Untermannigfaltigkeit M™.

Hierbei bezeichnet 0,,—,, = (0,...,0) € R"™ den Nullvektor aus R"~"™. Insbesondere ist
R"™ x {0p_m} ={z = (z1,...,2m,0,...,0) € R" | (z1,...,2,,) € R™} C R"™.

Fiir m = 2 spricht man von Fldche. Bevor wir Beispiele von Untermannigfaltigkeiten
vorstellen, geben wir eine dquivalente Definition von Untermannigfaltigkeiten an.

Proposition 5.2 Fir m,n € N mit m < n sei M™ C R" eine Teilmenge. Dann sind
dquivalent:

i) M™ ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.

ii) Fiir jedes x € M™ existiert eine offene Umgebung U von x im R™ und eine C*°-
Abbildung g : U — R"™™ mit d,g : R" — R"™™ surjektiv fiir alley € U N M und
UnM=g'{0}).

Zur Erinnerung ist d,g : R" — R"™™ genau dann surjektiv, wenn die Jacobi-Matrix
Jo(y) € M—myxn(R) vollen Rang n — m hat.

Beweis von Proposition [5.2}

i) = 1i): Sei M™ eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ und z € M ein
beliebiger Punkt. Nach Definition existiert eine offene Umgebung U von x im R"™ und
ein C* Diffeomorphismus ¢ : U — ¢(U) auf eine offene Teilmenge ¢(U) von R™ mit
o(UNM)=pU)N(R™ x {0,_,}). Definiere

g:U—R"™, Y — (@m+1(y), -, en(y)),

153
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wobei ¢; : U — R die j-te Koordinatenfunktion von ¢ bezeichnet. Da ¢ C ist, sind
alle Koordinatenfunktionen von ¢ C'*° und daher ist g ebenfalls C"° auf U. Desweiteren
gilt, fiir alle y € U,

H(Vomei(y))

Jg(y) = S M(nfm)xn(R)

Vou(y))

Da ¢ ein Diffeomorphismus ist, ist J,(y) invertierbar, was dazu dquivalent ist, dass die
Vektoren (V1) (y), ..., (Ven)(y) linear unabhéngig sind. Insbesondere sind die Vektoren
(Vem+1) @), ..., (Ven)(y) linear unabhéngig, d.h., Jy(y) hat vollen Rang n — m, d.h.,
dyg : R" — R ist surjektiv. Auflerdem gilt

g '{0}) = {yeU|g(y)=0} wobeihier 0=0,_,,
{y e Ulemuily) =... = euly) = 0}
{yeUlely) € R™ x {0n_m}}
‘P_l(Rm X {0n-m})
= ¢ e(U) N (R™ X {0p-m}))
= ¢ (p(UNM))

UnNnM,

was zu zeigen war.
i1) = i): Sei * € M ein beliebiger Punkt. Nach Voraussetzung existiert eine offene
Umgebung U von z im R™ und eine C* Abbildung g : U — R"™™ so, dass d,g : R" —

(Vo (z))

R™™™ surjektiv ist und U N M = ¢~ *({0}). Aus der Identitéit J,(x) =

NV gn-m(x))
und der Surjektivitéit von d,g leitet man her, dass die Vektoren (Vgy1)(z), ..., (Vgn_m)(x)
im R" linear unabhéngig sind. Nun erweitern wir diese Vektoren zu einer Basis von R": es
gibt Vektoren vy, ..., v, € R" so, dass {vi,...,vm, (Vg1)(),...,(Vgn_m)(x)} eine Basis
von R"™ ist. Wir betrachten die Abbildung

m

p:U—R"  yr— > (yv)e; +9(y),

=1

wobei wir R"™" mit {0,, } x R"~™ C R" identifizieren, insbesondere wird g(y) € R"~" mit
0,...,0,01(y)s - -, gn—m(y)) € R™ identifiziert, fiir alle y € U. Dann ist wegen g C*° und
———

m

y = (y,v;) linear (insbesondere C*°) die Abbildung ¢ C*° mit d,(X) = > 7% (X, v5)e; +
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dyg(X) fiir alle y € U und X € R", insbesondere ist

tvl

t'Um

LW =1 (g

(Vo) (¥)

fir alle y € U. Fiir y = « ist nach Wahl der Vektoren vy,...,v,, die Matrix J,(z)
invertierbar. Der Umkehrsatz (Satz liefert die Existenz einer offenen Umgebung V'
von z in U (daher auch offen im R") so, dass ¢(V) eine offene Umgebung von ¢(z) im
R™ ist und ¢}, : V- — (V) ein Diffeomorphismus ist. Bemerke, dass ¢, : V. — ¢(V)
ein C'*° Diffeomorphismus ist, da ¢ C*° isiﬂ Nun gilt

yeVnM yeVundyeUNM

y €V und g(y) =0
yeVund p(y) = (y,v))e
j=1

y €V und ¢(y) € R™ x {0y}
ye (,0|_V1(<,0(V) NR™ x {05-m})),
dh., o, (VM) =¢pV)NR" x {0,-m}) = ¢, (V)N (R™ x {0,—n}). Somit erfiillt das

Paar (V, ¢, ) die Eigenschaften der Definition [5.1] Dies gilt fiir alle z € U, somit ist M™
eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R"™. ([l

17117

Beispiele 5.3

1. Jede offene Teilmenge M von R" ist eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des
R": fiir jedes x € M wéahle man U =V = M und ¢ = idy,.

2. Jeder m-dimensionale affine Unterraum M des R"™ ist eine m-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit des R™. Denn: schreibe M = xzq + F, wobei zz € R" ein
Punkt und E ein m-dimensionaler Untervektorraum des R™ ist. Fixiere eine Ba-
sis (v1,...,v,) von Ey und erweitere sie zu einer Basis (vy,...,v,) des R". Die

Abbildung g : R — R™™™ xq 4+ > \v; —> (A1, ---5 An), ist dann C*° mit
i=1

dyg : R" — R ™ surjektiv fiir alle y € R™ (denn g ist eine affin-lineare Abbil-

dung, deren linearer Anteil die Abbildung Y"1 Av; — (A1, .., Ay) ist, welche

surjektiv ist) und g1 ({0}) = {zo + D Avi [ Aps1 = =X\ =0} =20+ E = M.
i=1

Proposition |5.2| impliziert, dass M eine Untermannigfaltigkeit der Dimension m des
R™ ist. Analog ist jede offene Teilmenge eines m-dimensionalen Unterraums eine
m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R".

!Dies folgt aus der Tatsache, dass die Abbildung A — A~1, GL(n,R) — GL(n,R), C™ ist, siche
Beweis von Satz [2.76]



156 KAPITEL 5. UNTERMANNIGFALTIGKEITEN UND DIFFERENTIALFORMEN

3. Allgemeiner ist der Durchschnitt U N M™, wobei U C R™ offen und M™ C R”"
m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des R™.

4. Sei U C R™ offen und h : U — R™™ eine C*°-Abbildung. Dann ist Graph(h) :=
{(z,h(z)) |z € U} C R™ x R*™™ = R" eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des R". Denn: betrachte die Abbildung

g:UxR-m sy R
(x,y) —— y—h(x), (wobei x € U,y € R"™™).

Wegen h C* ist auch g C* mit: d,,)g(X,Y) =Y — d,h(X) fiir alle X € R™ und
Y € R Wegen d(;,)g(0,Y) =Y fiir alle Y € R*™™ ist insbesondere d(, g :
R™ x R*™™ = R"® — R" ™ surjektiv fiir alle (z,y) € U x R*™. Auflerdem gilt

9 '({0}) = {(z,y) €eUxR" ™| g(x,y) =0}
= {(z,y) €U xR"™ [y — h(z) = 0}
= {(z,h(z)) € U x R"™™}
= Graph(h).

Aus Propositionfolgt, dass Graph(h) eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des R™ ist.

5. Sei I C R ein offenes Intervall und ¢ : I — R" eine reguldr parametrisier-
te Kurve ohne Selbstdurchschnitte, d.h., c ist injektiv und ¢ : I — ¢(I) soll ein
Hom&omorphismus sein, wobei ¢(I) die vom R"™ induzierte Metrik trégt. Dann ist
c(I) =: M eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit des R™. Denn: fixiere ty € [
beliebig, erweitere ¢(tg) zu einer Basis (¢(tg), v, ...,v,) des R™ (moglich wegen
¢(tg) # 0) und betrachte die Abbildung 1 : I x R"™! — R™ (¢, ty,...,t,) =
c(t) + > tjv;. Dann ist ¢ C™ auf [ x R"~! mit

j=2

Ty(t,0,...,0) = <é(to))v2‘ o

vn> € Myen(R).

Nach Konstruktion der Vektoren vy, ..., v, hat Jy(,0,...,0} vollen Rang, insbe-
sondere ist Jy(to,0,...,0) invertierbar. Aus dem Umkehrsatz (Satz folgt, dass
offene Umgebungen V' von (¢, 0, ...,0) und U von 9(t¢, 0, ...,0) im R" so existieren,
dass ¢ : V — U ein C*°-Diffeomorphismus ist. Die Abbildung p :=¢™1: U — V
ist dann ebenfalls ein C'*°-Diffeomorphismus mit

poc(t)=1"oclt) =v (ct) +Zo.vj) = (t,0,...,0)

fiir alle ¢ € I mit ¢(t) € U (und dies ist eine offene Umgebung von t, in 7). Dies
zeigt (U Ne(l)) = (U) N (R x {0,—1}). Somit ist ¢(I) eine eindimensionale Un-
termannigfaltigkeit des R™.

Bemerkung 5.4 Fiir eine auf einer offenen Teilmenge U C R" definierte differenzierbare
Abbildung g : U — R"™™ und ein x € U ist d,g : R — R"™ genau dann surjektiv,
wenn die Jacobi-Matrix J,(z) vollen Rang hat, d.h., wenn die Vektoren Vg, (z), ..., Vg,_m(x)
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linear unabhéngig sind, wobei g = (g1, ..., gn—m). Denn: J,(z) = . Ins-

'Vgn—m(z)
besondere ist, beim Satz iiber die Lagrange-Multiplikatoren (Satz [2.96)), die Teilmenge
M :={zx € U|gj(z) =0 fiir alle 1 < j < k} eine n — k-dimensionale Untermannigfaltig-
keit des R"

Definition 5.5 Sei U C R™ offen und g : U — RF cine differenzierbare Abbildung,
wobei k € {0,1,...,n}. Man nennt y € R* genau dann reguliren Wert von g, wenn

y € g(U) und dpg : R* — R* surjektiv fiir jedes v € g=*({y}) ist.
Eine unmittelbare Folgerung von Proposition [5.2] ist folgendes Korollar:

Korollar 5.6 (Satz iiber den reguliren Wert) Sei g : U — R¥ eine auf einer offe-
nen Teilmenge U des R"™ definierte C>®-Abbildung. Ist y € R ein regulirer Wert von g,
so ist M := g~ '({y}) eine n — k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R".

Beweis: Die Abbildung g : U — R*, 2+ g(z) —y, ist C> mit g~*({0}) = M. AuBerdem
ist, nach Definition eines reguldren Werts, die Abbildung d,g = d,g : R* — R¥ surjektiv
fiir alle z € M. Wende nun Proposition an, wobei der Definitionsbereich U von g
selbst als offene Umgebung jedes Punktes von z € M gewahlt werden kann (und mit g

als Funktion s.d. M =U N M =g '({0})). O

Ggf. nennt man M eine Niveaumenge von g; fir n —k = 2 (bzw. n — k = 1) wird M
Niveaufiiche (bzw. Niveaulinie) genannt.

Beispiele 5.7

1. Fiir ein beliebiges zy € R™ betrachte die Abbildung ¢ : R® — R, 2 — |z — x|
Die Funktion ist C*° mit d,g(X) = 2(x — o, X) fiir alle X € R™. Insbesondere ist
Vg(z) = 2(x—x0) # 0 fiir alle z € R\ {xo}. D.h., jedes r €]0, oo ist regulirer Wert
von g. Korollar [5.6] liefert, dass fiir jedes r €]0, 00| die Teilmenge {z € R™|g(x) =
r?} = S, (o) eine n — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ ist. Tatsiichlich
ist S, (zo) die Sphére vom Radius 7 und mit Zentrum xy. Um anzudeuten, dass S, (zo)
Dimension n — 1 hat, schreibt man S,(zo) = 5" !(x¢). Im Spezialfall o = 0 € R"
und r = 1 € R schreibt man meistens S7~1(0) = S"~1.

2z
2. Seig:R3> — R, (z,y,2) — 2>+ Dann ist g C*° mit Vg(z,y,2) = | 2y | fiir
0
alle (z,y,z) € R3. Insbesondere ist Vg(z,y, z) # 0 fiir alle (z,y,2) € R® mit 2> +
y* # 0. Daraus folgt, dass jedes r €]0, co[ regulirer Wert von g ist. Korollarliefert
wiederum, dass fiir jedes r €]0,00[ die Teilmenge Z := {x,y,2) € R?|g(x,y,2) =
r?} eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des R? ist. Tatséchlich ist Z der
Zylinder vom Radius r um die z-Achse.

2vorausgesetzt, die Funktionen g, ..., g seien C°.
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3.Sig: R — R, (z,y,2) — 22+ y*> — 22 und U := R*\ {0}. Dann ist g C*°
2z
mit Vg(z,y,2) = 2y fiir alle (z,y,2) € R3. Insbesondere ist Vg(z,y,2) #
—2z
0 fir alle (x,y,2) € R\ {0}. Korollar liefert wiederum, dass fiir jedes r €
R die Teilmenge g, '({r}) eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des R? ist.
Tatséchlich ist glzl({r}) ein einschaliges Hyperboloid fiir r > 0, ein Doppelkegel
(ohne Spitze!) fiir » = 0 und ein zweischaliges Hyperboloid fir r < 0.

4. Beachte aber, dass 0 € R kein reguldrer Wert der Funktion g im letzten Beispiel
ist, da (Vg)(0,0,0) = 0 und (0,0,0) € g~*({0}) gilt. Insbesondere kann der Satz
tiber den reguldren Wert (Korollar nicht angewendet werden. In unserem Fall
ist g71({0}) tatsiichlich keine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des R?.

5. Ein weiteres Beispiel fiir eine Teilmenge M, welche keine eindimensionale Unter-
mannigfaltigkeit des R? ist, ist M := R - (e; + es) UR(e; — e9) C R2.

5.1.2 Der Tangentialraum

Definition 5.8 Sei M™ C R" eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ und
x € M™ ein beliebiger Punkt. Der Tangentialraum von M™ an x st

T;L-M = {C(O) | 38 > 0 und C :]_8,8[—> RRCOO mit C(O) = X und C(t) E M fiir allet E]_g,g[} C Rn
Die Elemente von T, M heiflen Tangentialvektoren am M™ an der Stelle x.

Proposition 5.9 Sei M™ C R" eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R"™ und
x € M™ ein beliebiger Punkt. Sei U C R" eine offene Umgebung von x so, dass eine
offene Teilmenge V von R™ und ein C*°-Diffeomorphismus ¢ : U — V' existiert mit
oUNM)=VnN(R™x{0,_m}). Dann gilt

T.M = () (R™ % {00-}) = {(d) (0,0,...,0) [0 € R™}.

n—m

Insbesondere ist T, M ein m-dimensionaler Untervektorraum von R™.

Beweis: Wir beweisen beide Inklusionen auf elementare Weise. Sei X € T, M, dann exi-
stiert eine auf einem hinreichend kleinen offenen Intervall | — e, e[ definierte C* Kurve
c:] —ee[— R" mit ¢(0) = 2, ¢0) = X und ¢(t) € M fir alle t €] — e,¢]. Wegen
¢(0) = x € U und der Stetigkeit von ¢ (sowie wegen U offen im R™) kann bis auf Verklei-
nerung von ¢ angenommen werden, dass ¢(] —¢, e[) C U gilt. Nun gilt, wegen c(t) € UNM,
auch poc(t) € R™ x {0,_,,} fiir alle t €] — ¢, [. Insbesondere folgt mit der Kettenregel
d.(¢(0)) = (poc)'(0) € R™ x{0,_,,} (der Untervektorraum R™ x {0,,_,,} ist abgeschlos-
sen im R"). Daraus folgt

X = ¢(0) = (dotp) ™" 0 dup(é(0)) = (dz0) " (12 0 ©)'(0)) € (datp) ™ (R™ X {0n-sn})-

Dies beweist T, M C (dy¢) " (R™ X {0p_m})-

Sei umgekehrt X € (d @) ' (R™ x {0,_}), dann existiert ein ¥ € R™ x {0,,_,,} mit
X = (dyp) 1 (Y). Sei 7 := ¢(z) € R™ x {0,_,,} und definiere c(t) := ¢ (& + tY);
bemerke, dass wegen ¢(U) offen im R™ ein ¢ > 0 existiert mit & + tY € ¢(U) fiir alle
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t €] — ¢g,¢[, insbesondere ist ¢ auf | — ¢, [ wohldefiniert. Per Konstruktion ist ¢ C*° mit
c(0) = ¢ 1(2) = 2 und c(t) € M (wegen & + tY € R™ N {0, }). Desweiteren folgt aus
der Kettenregel

. S d - -
¢(0) = da(y 1)(@| (& +tY)) = da(p™)(Y) = (daip) (V) = X,
t=0
insbesondere gilt X € T,M. Wir bekommen (d,¢) '(R™ x {0,_,,}) C T,M und damit
T, M = (dyp) ' (R™ x {0,_,n}). Es bleibt, zu bemerken, dass (d,p) ' (R™ x {0,_,,}) als
Bild des m-dimensionalen Untervektorraumes R™ x {0,_,,} des R™ unter dem Isomor-
phismus (d,¢)~! : R" — R" ebenfalls ein m-dimensionaler Untervektorraum des R™ ist. [J

Im Fall, wo M lokal als Niveaumenge einer Funktion beschrieben wird, kann der Tangenti-
alraum als Losungsraum einer linearen Gleichung (bzw. eines linearen Gleichungssystems)
aufgefasst werden:

Proposition 5.10 Sei M™ C R" eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R"™ und
x € M™ ein beliebiger Punkt. Sei U C R™ eine offene Umgebung von x im R" so, dass
eine C°-Abbildung g : U — R*™™ mit UN M = g '({0}) und d,g : R* — R*™™
surjektiv fiir alle y € U N M existiert. Dann gilt

T, M = ker(d,g) = {X € R"|d,g(X) = 0}.

Beweis: Ist X € T, M, so existiert eine auf einem hinreichend kleinen offenen Intervall
| — €, e[ definierte C* Kurve ¢ :] — g, e[— R™ mit ¢(0) =z, ¢(t) € M fiir alle t €] — ¢, ¢
sowie ¢(0) = X. O.B.d.A. sei ¢(t) € U fiir alle t €] — ¢, ¢[ (sonst verkleinere ). Wegen
c(t) e UN M gilt dann g(c(t)) = 0 fiir alle ¢ €] — ¢, €], insbesondere gilt nach Ableitung
und Anwendung der Kettenregel

0= 2 (9(elt) = duog((0)) = dug(X),

d.h., X € ker(d,g). Dies zeigt T, M C ker(d,g). Wegen d,g linear und surjektiv ist aber
ker(d,g) ein Untervektorraum des R™ mit dim(ker(d,g)) = n — (n —m) = m. Da T, M
nach Proposition auch m-dimensional ist, folgt T, M = ker(d,g). 0

Bemerkungen 5.11
1. I.A. hat T, M keine kanonische Basis! Siehe Beispiele unten.

2. Schreibt man g = (g1, ..., gn_m) : U —> R"™™ so gilt, fiir jedes x € U:

ker(d,g) = {X € R"|d,g(X) =0} mit d,g(X) = (d,o1(X), ..., degn-m(X))
= {X eR"|d,gj(X)=0ftrallel <j<n-—m}
= {X eR"|(Vyg,(z),X) =0fiir alle 1 <j <n—m} wegen d,g;(z) = (Vg;(x), X)
= N {XeR"[(Vy(x), X) =0}

1<j<n-m
= N (Vgi)"
1<j<n—m
Hierbei bezeichnet, fiir jede Teilmenge T'C R", T+ := {X € R"|(X,t) =0V t €
T}. Insbesondere ist, in der Proposition [5.10, T,M = [\ (Vg;(x))* fir alle z €

1<j<m
UN M. Im Spezialfall n —m = 1 (d.h., m = n — 1), ist T,M = (Vg(z))*: das
Gradientenfeld von g steht orthogonal auf T, M, d.h., auf die Niveaumenge U N M.
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Beispiele 5.12

1. Sei M := U offene Teilmenge des R” und x € M. Dann gilt T, M = R", denn:
fir die Wahl U := M, V := U und ¢ := id ist T,M = (d,p) '(R") = R™ nach
Proposition [5.9} In diesem Fall hingt 7,,M nicht von z ab.

2. Sei M := xg+ E ein m-dimensionaler affiner Unterraum des R", wobei 25 € R” ein
Punkt und £ C R” ein m-dimensionaler Untervektorraum ist. Dann gilt T, M = E
fir alle x € M. Denn: betrachte die im Beispiel [5.3]2 konstruierte Abbildung ¢ :

R™ — R™™™ 2o+ > A\v; — (A1, - - -5 An). Wir wissen schon, dass d,g : R —
i=1
R"™™ surjektiv ist fiir alle z € R™™™ mit g~ *({0}) = M. Proposition liefert
TIM = ker(dxg) = {X = Z )\ivi | <)\m+17 ey )\n) = Onfm}
i=1
i=1
= {d Avi |\ eRfirallel <i<mj}
i=1
= k.
In diesem Fall hangt T, M auch nicht von = ab.

3. Sei M eine reguldr parametrisierte Kurve ohne Selbstdurchschnitte wie im Bei-
spiel [5.3]5. Dann ist fiir jedes ¢, € I, der Tangentialraum an c(to) von M := ¢(I)
gegeben durch Ti; )M = R-¢(tg): der Tangentialraum ist die zur iiblichen Tangente
gehorige Gerade im R"™.

4. Sei M := S" 1 ={x € R", |z| = 1} die n — 1-dimensionale Einheitssphéire um den
Ursprung im R™. Wir haben schon gesehen, dass M = ¢! ({1}), wobei g : R" — R,
x — |z|?. Nach Proposition gilt dann wegen Vg(z) = 2x

.M = (Yg(%’))L ={X eR"[(Vy(z), X) = 0}

= z
fiir alle z € S™1.

5. Sel M = Z := {(z,y,2) € R*|2? +y* = 1} der Zylinder vom Radius 1 um die
z-Achse im R3. Wir wissen schon (Beispiel p.72), dass M = g~'({1}) ist, wobei

2x
g: R — R (2,9,2) — 2% + y%. Wegen (Vg)(z,y,2) = | 2y | ist, nach
0
Proposition der Tangentialraum T{,, .)M an (z,y,2z) € M von M gegeben
durch
X
TayyM = ker(du,.g) = (Vg(z,y,2))t ={X = Xo | e R¥|22X; + 2yX, =0}
X3
X1
= {X: X5 €R3|3/\€Rs.d. (Xl,Xg):)\(—y,x)}
X3
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Hier haben wir (z,y)t =R - (—y, ) im R? benutzt.

6. Sei M := {(z,y,2) € R*\ {0} | 2% + y* — 22 = 0} der Doppelkegel ohne Spitze aus
dem Beispiel [5.7}3. Dann ist M = ¢g~1({0}), wobei g : R*\ {0} — R, (z,y,2) —
2% +y? — 22 Wegen (Vg)(z,y, 2) = (22, 2y, —2z) ist, nach Proposition [5.10]:

T(;v,y,z)M = {X = (Xl, Xg, Xg) - R?’ | 2IX1 -+ 2yX2 — 2ZX3 = O}
= {X = (Xl,XQ,Xg) c Rg | [EXl + yXQ - ZX3 = 0}

Beachte, dass in diesem Fall (z,y, 2) € T{(5,,.)M gilt.

5.1.3 Differentialabbildung und Vektorfelder

Definition 5.13 Seien M™ und NP Untermannigfaltigkeiten des R"™ bzw. RY. Fine stetige
Abbildung f : M™ — NP heifit genau dann differenzierbar (bzw. C*, wobei k € NU{oo},
k > 1), wenn fir alle C*-Diffeomorphismen ¢ : U — @U), ¢ : V. — (V) mit
U,o(U) offen im R™, o(UN M) = o(U) N (R™ X {0,_mn}) (bzw. V,4(V) offen im RY,
Y(VAN)=yp(V)N(RP x {0,-p})) und f(UNM) CV NN die Abbildung

Yofop tipUNM)— (VNN)
differenzierbar (bzw. C*) ist.

Bemerkungen 5.14

1. Per Konvention ist eine Abbildung f : M™ — NP genau dann C°, wenn f im
iiblichen Sinne stetig ist, wobei M™ und NP die vom R"™ bzw. R? induzierten Me-
triken tragen.

2. Fiir M™ offen im R™ stimmt der obige Begriff von Differenzierbarkeit (bzw. C*-
Regularitiit) mit dem iiblichen Begriff von Differenzierbarkeit (bzw. C*-Regularitiit)
aus dem Kapitel [2] iiberein, wobei f als Abbildung von M nach R? aufgefasst wird.

3. Ist f : M™ — NP die Einschriinkung auf M™ einer differenzierbaren (bzw. C*)
Abbildung f : U — R, wobei U C R” offen ist, so ist f = f‘M M — N
differenzierbar (bzw. C*).

Definition 5.15 Sei f : M™ — NP eine differenzierbare Abbildung zwischen Unter-
mannigfaltigkeiten. Die Differentialabbildung (oder Tangentialabbildung) von f an der
Stelle x € M™ st die Abbildung

dxf : TIM — Tf(I)N
X =¢0) +— d,f(X):= foc(0),
wobei ¢ ;] — g,e[— R™ C*-Kurve mit ¢(0) = x und ¢(] —e,e[) C M ist.

Proposition 5.16 Sei f : M™ — NP eine differenzierbare Abbildung zwischen Unter-
mannigfaltigkeiten und x € M™ ein Punkt. Sei U eine offene Umgebung von x tm R"
so, dass ein C*°-Diffeomorphismus ¢ : U — @(U) ezistiert mit o(U) offen im R™ und
e(UNM)=pU)N(R™x{0,_m}). Dann gilt, fir jeden Tangentialvektor X € T, M :

d, f(X) = doe) (f 0 ¢71)(datp( X))
Insbesondere ist d, f : Ty M — Tty N linear.



162 KAPITEL 5. UNTERMANNIGFALTIGKEITEN UND DIFFERENTIALFORMEN

Beweis: Sei X € T,M und ¢ :] — e,e[—> R" eine auf einem hinreichend kleinen offenen
Intervall | — ¢, ¢[ definierte C*° Kurve mit ¢(0) = x, ¢(t) € M fiir alle t €] — ¢, ¢[ sowie
¢(0) = X. O.B.d.A. sei ¢(] — g,¢[) € U (sonst verkleinere ). Setze ¢(t) := ¢ o ¢(t)
fur alle ¢t €] — e,¢[. Dann ist ¢ eine C®° Kurve | — ¢, e[— o(U) N (R™ x {0, }) mit
é(0) = dpp(é(0)) = dpp(X). Daraus folgt, per Definition der Differentialabbildung und
mit der Kettenregel,

d:f(X) = (foc)(0)
= (foy~ 109000)’( )
= (fop™ ) (0)
= dao)(f o 9™ )((0))
d@(@(f “(dap(X)),
was zu beweisen war. 0

Beispiele 5.17

1. Fiir M™ offen im R™ wissen wir schon, dass T, M = R™ fiir alle z € M™ gilt.
Die Differentialabbildung d,f : T,M — Tf) N stimmt dann mit dem iiblichen
Differential d, f : R™ — R? iiberein (insbesondere muss d, f(R™) C Ty, N gelten).

2. Ist f: M™ — NP die Einschrankung auf M™ einer differenzierbaren Abbildung
f:U — RY, wobei U C R™ offen ist, so gilt d,f = d f‘T M T, M — Tf(x)N fiir

alle z € M™. Denn: die Kettenregel liefert d, f(¢(0)) = dt(f 0 €)img = dy f(¢(0)) fiir
jede C*-Kurve ¢ :] —e,e[— R™ mit ¢(] — ¢,¢[) € M™ und ¢(0) = =.

3. Sei f:5% — R, x = (1,73, 23) — x3. Dann ist f = f|32’ wobei f : R® — R,
x = (x1,x9,23) — x3. Da f O ist, ist ﬁsg = f ebenfalls C*™ und es gilt, fiir alle
T e 52 und X = (Xl,XQ,X3) e R:

df(X) = df(X)
= X3 da f linear ist.

Beachte insbesondere, dass d.,f = 0 sowie d_.,f = 0 gelten, denn 7,,5? = T_.,5% =
{X = (X1, X, X3) € R*| X3 =0}

Proposition 5.18 Sei M™ eine Untermannigfaltigkeit des R™.

i) Sind f und g differenzierbare (bzw. C*) Abbildungen M™ — RP, so ist \f + pug :
M™ — RP fiir alle A\, p € R differenzierbar (bzw. C*) und es gilt do(\f + pug) =
My f + pdyg : T,M — RP, fiir alle v € M™.

i) Sind f und g differenzierbare (bzw. C*) Abbildungen M™ — RP, so ist {f,g) :
M™ — RP, x — (f(x),g(x)) auch differenzierbar (bzw. C*) und es gilt (Produkt-
regel):

dz((f,9))(X) = (d=f(X), 9(z)) + (f(z), d2g(X))

fiir alle x € M™ und X € T, M.
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iii) Sind M™ Ly N und N* L Q? differenzierbare (bzw. C*) Abbildungen 2wischen
Untermannigfaltigkeiten, so ist go f : M™ — Q¢ ebenfalls differenzierbar (bzw.
C*) und es gilt (Kettenregel)

di(go f) =dsamygodsf

fiir alle v € M™.

Beweis: Die Proposition folgt unmittelbar aus den entsprechenden Eigenschaften fiir auf
offenen Teilmengen des R™ definierte differenzierbare Abbildungen, sieche Propositionen
[2.63 und Beispiele [2.64 O

Definition 5.19 Sei M™ eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.

i) Fin Tangentialvektorfeld auf M™ ist eine Abbildung X : M™ — R™ mit X (x) €
T.M fiir alle x € M™.

ii) Ein Normalenvektorfeld auf M™ ist eine Abbildung X : M™ — R"™ mit X (x) L
T.M fiir alle x € M™.

Entsprechend heifst X genau dann differenzierbar (bzw. C*), wenn X als Abbildung zwi-
schen der Untermannigfaltigkeit M™ und R™ differenzierbar (bzw. C*) ist.

Bemerkung 5.20 Fiir eine offene Teilmenge M™ des R™ stimmt der Begriff von Tan-
gentialvektorfeld mit dem Begriff des Abschnitts [2.4] (Definition [2.99) iiberein: in diesem
Fall ist ein Vektorfeld eine Abbildung X : U — R™, da T, M = R™ fiir alle x € M gilt.

Beispiele 5.21

1. Sei M := S' = {(z,y) € R?|2? + y*> = 1} der Einheitskreis um den Ursprung im
R2. Nach dem Beispiel .1 ist S! eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit des
R? mit T(,,)S" = {(z,t) € R?|zz 4+ yt = 0} = R+ (—y, ) fir alle (z,y) € S*.
Insbesondere ist X : ST — R?, (z,y) — (—v, x), ein Tangentialvektorfeld auf S*.

2. Sei M = S ! C R" die Einheitssphire um den Ursprung im R", wobei n €
N\ {0,1}. Dann definiert

—Tpd1
—Tnd2
X: 5" SR, x—e, — (e, 1)1 =
—ZTpTn-1
1—a2

ein Tangentialvektorfeld auf S"~!. Beachte insbesondere, dass X (e,) = X(—e,) =
0 € R gilt.

3. Sei wiederum M := S"~! C R" mit n > 2. Dann definiert X : S"! — R", 2 — x,
ein Normalenvektorfeld auf S"~!. Beachte, dass X (z) = £(Vg)(z) fiir alle 2 € S™!
gilt, wobei g(z) := |z|? fiir alle z € R™.



164 KAPITEL 5. UNTERMANNIGFALTIGKEITEN UND DIFFERENTIALFORMEN

4. Allgemeiner ist nach der Bemerkung .2, jedes Vektorfeld der Form X(z) :=
A)(Vg)(z) auf einer Untermannigfaltigkeit M™ der Form M™ = ¢~'({0}) fiir
g : R™™! — R mit 0 € R als reguliirem Wert und fiir eine beliebige Abbildung
A: M™ — R, ein Normalenvektorfeld auf M™.

5. Noch allgemeiner ist, fir M™ := ¢~ ({0,_,,}) mit g : U — R*™™ U C R" offen,
0 € R" ™ reguldrer Wert von g, jedes Vektorfeld der Form X (z) := Y \;(2)(Vyg,)(z),
j=1

reM™ g=(91,--19n-m), \j : M™ — R, ein Normalenvektorfeld auf M™, siehe
Bemerkung [5.11].2.

Wie im R” ist jede differenzierbare Abbildung mit verschwindedem Differential immer
lokal konstant:

Proposition 5.22 Sei f : M™ — NP eine differenzierbare Abbildung zwischen Un-

termannigfaltigkeiten. Angenommen, M™ sei zusammenhéngend (bzgl. der induzierten
Metrik) und es gelte d,.f =0 fir alle x € M™. Dann ist f konstant auf M™.

Beweis: Fiirein ¢ € f(M) C N betrachte man W := f~'({c}) = {z € M| f(x) = c} C M.
Da f per Definition stetig ist, ist W eine abgeschlossene Teimenge von M und wegen
ce f(M)ist W # @. Ist © € W, so existiert eine offene Umgebung U von z im R™ und
ein C* Diffeomorphismus ¢ : U — ¢(U) auf eine offene Teilmenge ¢(U) von R™ mit
o(UNM) = (U)N(R™x{0,_.,}). Nach eventueller Verkleinerung von U kann angenom-
men werden, dass UNM zusammenhéngend ist (dies ist der Fall, wenn z.B. o(U) C R" ein
offener Ball ist). Dann ist die Abbildung fop™! : (UNM) = p(U)N(R™x{0,_m}) — R
differenzierbar mit d,(f o ¢™') = dy-1¢ f o dy(p~") = 0 fiir alle y € (U N M) (verwende
Proposition , wobei NP C R?. Korollar E liefert, dass dann f o ¢~! konstant auf
©(UN M) ist. Daraus folgt, dass f auf U N M konstant ist, insbesondere gilt UNM C W.
Dies beweist, dass W auch offen in M ist. Da M zusammenhéngend ist, folgt W = M,
was zu beweisen war. O

Lokale Extrema lassen sich auch analog wie im R"™ charakterisieren:

Proposition 5.23 Sei f: M™ — R eine auf einer Untermannigfaltigkeit differenzier-
bare reellwertige Funktion. Angenommen, ein u € M sei ein lokales Extremum von f,
d.h., es gibe eine offene Umgebung U von x im R™ mit entweder f(u) < f(z) fir alle
x e UNM (falls u lokales Minimum) oder f(u) > f(x) fir allex € UNM (falls u lokales
Mazimum). Dann gilt d,f =0, d.h., d,f(X) =0 fir alle X € T, M.

Beweis: Wir behandeln den Fall, wo u ein lokales Minimum von f auf M ist (ersetzt man f
durch —f, so ergibt sich der andere). Nach Voraussetzung existiert eine offene Umgebung
U von u im R™ mit f(u) < f(x) fur alle x € UNM. Sei ¢ :] —e,e[— R" eine beliebige C'*
Kurve mit ¢(0) = v und ¢(t) € M fiir alle t €] —,e]. O.B.d.A. sei ¢(] —¢,¢]) C U. Dann
gilt f(u) = (foc)(0) < (foc)(t) fur alle t €] — ¢,¢[. Daraus folgt (f o¢)'(0) = 0, d.h.,
per Definition der Differentialabbildung, d,f(¢(0)) = 0 (vgl. Satz 2.91}4), wo allerdings
die Voraussetzung “f differenzierbar” reicht). Dies gilt fiir alle Kurven wie oben, somit
gilt d,, f = 0. O
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Korollar 5.24 (Lagrange-Multiplikatoren, zweite Version) Sei f : U — R eine
auf einer offenen Teilmenge U von R™ definierte differenzierbare Funktion. Sei M™ C U
eine Untermannigfaltigkeit des R™, welche in U enthalten ist. Ist uw € M™ ein lokales

Extremum von f),,, so gilt (V f)(u) € (T,M)=*.

Beweis: Nach Proposition gilt dy(fj,,) = 0. Da aber d,(f},,) = duf|s, ., gilt (siche
Beispiel [5.172), folgt d,f(X) = 0 fiir alle X € T,M, d.h., (Vf)(u),X) = 0 fir alle
X eT,M,dh., (Vf)(u) e (T,M)*. O

Ist M™ = g~*({0} das Urbild eines reguliren Werts, so gilt

(TuM)L = ker<dug)J—

= (Vg w)" N 0 (Vg (w)H)
= Span((Vgi)(u), ..., (Vgn-m)(u)).

Insbesondere impliziert Korollar den Satz [2.96]

5.2 Differentialformen

5.2.1 Multilineare Algebra

In diesem Abschnitt sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum (spéter: V = R”
oder V =T,M).

Definition 5.25
1. Eine Linearform auf V ist eine lineare Abbildung 6 : V — R.

2. Firk € N\{0} ist eine k-Multilinearform auf V eine Abbildungw : V X -++ x V —
[
k—ma
R, welche in jedem FEintrag linear ist: fir alle vi,...,v5_1 € V und alle 7 €
{1,...,k} ist V — R, v > w(vy,...,0,...,0%_1), wobei v an der j-ten Stelle
eingesetzt wird, linear.

3. Eine k-Multilinearform w : V x --- x V. — R heifit genau alternierend, wenn
w(vy,...,v,) = 0 fir alle vy,...,v, € V mit v; = v; fiir mindestens ein Paar
(i,7) € {1,...,k}* mit i # j.

Bezeichnungen 5.26 Die Menge aller Linearformen auf V' bezeichnen wir mit V*; be-
achte, dass V* die natiirliche Struktur eines reellen Vektorraumes trégt. Die Menge aller
alternierenden k-Multilinearformen auf V' bezeichnen wir mit A¥V*. Per Konvention ist
A°V* := R. Per Definition ist A'V* = V*.

Bemerkungen 5.27

1. Ebenso wie V* triagt A*V* die natiirliche Struktur eines reellen Vektorraumes (jede
Linearkombination alternierender k-Multilinearformen ist wieder eine alternierende
k-Multilinearform). Ist V n-dimensional, so gilt A*V* = {0} fiir alle k € N mit
k > n. Denn: wéhlt man eine Basis {uy,...,u,} von V| so ldsst sich jeder Vektor
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von V' in dieser Basis zerlegen. Sind vy, ..., v beliebige Vektoren, so zerlege sie in
der Basis {u1, ..., u}:

V5 = Z )\Z]'U,Z mit )\7;]' e R.
Ist w € A*V*, so gilt

n n
w(vl,...,vk) = W(Z /\illuil,..., Z Azkkuzk)

=1 in=1
n
= > > At Aew (g, .- wg,)  wegen w multilinear.
=1 =1
Wegen k > n taucht einer der Vektoren ug,...,u, mindestens zweimal in jedem
Tupel (us, ..., u; ) auf; da w alternierend ist, folgt w(uy,,...,u; ) = 0 und damit
w(v1,...,vx) = 0. Da vy, ..., v beliebig gewihlt werden konnten, folgt w = 0, was

zu beweisen war.

2. Eine Multilinearform w auf V' heifit genau dann schiefsymmetrisch, wenn fiir alle
v1,...,0 € Vund alle 1 <17 < j <k gilt:

W(UL, oy Vi e Uy V) = —W(U1, e Uy, Uy ooy V).
7 7 [ J

Es ist zu bemerken: w ist genau dann schiefsymmetrisch, wenn w alternierend ist.
Denn: ist w schiefsymmetrisch, so gilt

W1,y Uy Uy Upg) = =W (V1 e oy Uy Uy Ug_a),
i J i j
insbesondere w(vy,...,v,...,v,...,Ut_2) = 0. Sei umgekehrt w alternierend, dann
gilt fiir alle vy,...,v, € Vi w(vy,...,0;+v;,...,0 +vj,...,v5) = 0, daher
i j
W(V1, ey Uiy ey Uy oo U) FW(U1, oy Uy e, Uy, Ug)
Fw(v1, .V Ve Ug) Fw(U1, VU, ) =0
Wegen alternierend gilt w(vy, ..., vy, U4y U%) = W(V1, ..oy Vg oo, Uy, V) =
0. Es folgt w(vy,...,v5,...,0...,08) = —w(v1,...,0,...,0j,...,0), Was zu be-
weisen war.
. Ist {wq, ..., u,, } eine Basis von mit n = dim so ist die sogenannte duale Basis
3. Ist {uq,...,u, B V' (mit dim(V)), td te duale B
{ui,...,u}} eine Basis von V*. Dabei wird jedes uf € V* in der Basis {uy,...,u,}

wie folgt definiert:
1 firi=y
0 sonst

uy (uy) := 0y = {

Ist § € V* eine Linearform, so ist § = Z 0(u;) - ui die Darstellung von 6 in der

Basis {uj,...,u’} von V*. Im Spemalfall V R™ wird die zur kanonischen Basis
{e1,...,e,} assoziierte duale Basis {e],..., e} oft mit dz; = e} bezeichnet. Insbe-

sondere gilt 0 = > 0(e;)dx; fiir jedes 0 € (R™)*. Beachte auch: ef(v) = v; fiir alle

=1
v = (v1,...,v,) € R" und dz; ist wirklich das Differential der linearen Abbildung
R*" — R,z = (z1,...,2,) — ;.
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Beispiele 5.28

1. Die Determinante auf R” ist eine alternierende n-Multilinearform auf R™. Urspriing-
lich ist die Determinante auf dem Raum M, 4, (R) definiert. Eine quadratische Ma-
trix kann aber als Tupel von n Spaltenvektoren aufgefasst werden.

2. Sei f : U — R eine auf einer offenen Teilmenge U des R™ definierte differenzierbare
Funktion. Dann ist in jedem Punkt x € U das Differential d, f : R® — R eine Line-

arform auf dem R”. Wegen 2L () = d, f(e;) gilt insbesondere d,f = 3 %(x)dxi.
i=1 "

Oy

Definition 5.29 Fiir k,¢ € N seien a € A*V* und B8 € AV* alternierende Multi-
linearformen. Das aduflere Produkt von o mit B ist die alternierende Multilinearform
a A B € AV welche definiert ist durch

(Oé A ﬁ)(vb <. 7Uk+€> = Z 5(0'>04(UU(1)7 SR 7U0(k))5(va(k+l)7 R 7U0(k+€))

0ESKyyp
o(1)<---<o(k)
o(k+1)<---<o(k+£)

fiir alle vy, ... ,vge € V. Hierbei bezeichnet Syp die Gruppe aller bijektiven Abbildungen
{L,...)k+ 0} — {L,...,k+(} und (o) € {—1,1} ist die sogenannte Signatur eines
o€ Sk_t,_g.

Beachte: fiir & = 0 ist ein @ € AV* = R eine reelle Zahl, ggf. ist a A B = o - 3 die
Multiplikation mit f3.

Proposition 5.30 Sei k,¢ € N\ {0}, a € A*V*, 8 € AV* und 0,,...,0, € V*. Dann
gilt:

i) Das duflere Produkt ist assoziativ: fir jedes v € N™V* gilt
(@AB)Ay=an(BAY).
ii) Das dufsere Produkt ist antikommutativ:
aAfB= (D3 Aa.
iii) Fir alle vy, ... v, €V gilt (4 N+ NOg)(v1, ..., v5) = det((0:(v)))1<ij<k)-
Beispiele 5.31

1. Fiir zwei Linearformen 6,6, € V* gilt insbesondere

(01 A 02)(vy,v9) = ‘ ‘ = 01(v1)02(va) — O2(v1)61(v2).

Daraus folgt 8 A 0 = 0 fiir alle 6 € V*, insbesondere 0; A 0y = —0, A 0.
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1 —1
. . . 2 1
22.5¢1V =R" 6 =¢f firl <i < 3und vy = 0 , vy = . und
—1 0
3
—1
vz = 1 |. Dann gilt (ej A e Ael)(v1,ve,v3) = det((6;(v;))1<ij<s), d.h.,
)
2
1 -1 3
(e NesNes)(v,u,vy) =12 1 —1|=1 L -l -2 -3 = 10.
2 1 1 1
0 1 1
Korollar 5.32 Sei {u,...,u,} eine Basis von V. Dann ist

{ug, Ao AN [1 <0y <--- <y <n}

eine Basis von AKV* fiir jedes k € {1,...,n}. Auferdem lisst sich jedes a € A*V* wie
folgt darstellen:

* *
a= g Wiy s - ooy U )T, N - A

1< << <n
Insbesondere ist A*V* endlichdimensional mit dim(A*V*) = (}) = #Lk), fir alle k €
{0,1,...,n} (und A*V* = {0} fir alle k > n).
Beispiel 5.33 Fir V = R" gilt nach Proposition [5.30}
det =el A---Ae.

Vi1 ... Uip
Denn: det(vy,...,v,) =| C | =det((€f(v)))1<ij<n) = (E5A- A€ ) (v1, ..., Uy)

Unt -+ Unpn

n
fir alle vy, ..., v, € R", wobei v; = ) v;e; (mit v;; € R).
i=1

5.2.2 Differentialformen auf R"

Definition 5.34 Sei k € N und U C R" eine offene Teilmenge. Eine Differentialform
vom Grad k (kurz: k-Form) auf U ist eine Abbildung w : U — A*(R™)*. Eine k-Form
w heifit differenzierbar bzw. C* (mit £ € N U {co}), wenn w als Abbildung von U nach
AF(R™)* 2 R* differenzierbar bzw. C* ist.

Bemerkung 5.35 Insbesondere lisst sich jede k-Form w : U — A*(R™)* auf eindeutige
Weise wie folgt darstellen:

* *
w= E w(eiy, .., ei)e;, N Nej,,

1<t << <n

wobei w(e;,,...,e;,) : U — R, x — wy(e;,...,e;,), eine Funktion ist, fir alle 1 <
i1 < --- < i < n. Ggf. ist w genau dann differenzierbar bzw. C*, wenn alle Funktionen
w(ei, ..., e;) differenzierbar bzw. C¢ sind. Beachte, dass fiir k¥ = 0 eine 0-Form nichts

anderes als eine reellwertige Funktion ist; sie ist dann differenzierbar bzw. C* als 0-Form
g.d.w. sie als Funktion differenzierbar bzw. C* ist.
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Definition 5.36 Fliir k,{ € N seien o : U — AF(R")* und B : U — A*(R™)*. Das
auBere Produkt von a mit B wird definiert als
aNB:U — AFYRM*
r — az A S,

Fiir £ =0 ist a: U — R eine Funktion und ae A § = « - § ist die Multiplikation mit der
Funktion .

Definition 5.37 Fiir k € N sei w : U — AF(R")* eine differenzierbare k-Form auf
U C R". Das duBere Differential von w ist die k + 1-Form dw : U — AFL(R")*,

a ) g e ey 1 * *
dw = Z (UJ(€ laxi ¢ k))dxl A\ €, VANKIERIVAN €ix>

1<i<n
1< << <n

wobeiw = 3 wleq,...,e )€ N Aej die punktweise Darstellung von w in der
Basis {e}, /1\91</\<;§‘jn1 <y <o <ip <n} von AF(R™)* ist
Proposition 5.38 Das duflere Differential erfillt folgende Eigenschaften:
i) Fir jede differenzierbare Funktion f : U — R ist df = zn: g—a{idmi das tbliche
Differential von f. -
i) Es gilt d*w = d(dw) = 0 fiir alle differenzierbaren k-Formen w.

i) (Produktregel) Es gilt d(a A B) = (da) A B+ (—=1)ka AdB fiir alle differenzierbaren
k-Formen o und (-Formen [3.

Bemerke, dass die Formel aus Proposition [5.38)iii) d(fB) = df A 5+ fdp lautet, falls
a = f: U — R eine differenzierbare Funktion ist.

Beispiele 5.39

L. Sei w: R* — AY(R?)*, Wiy = zde + ydy (kurz: w = zdz 4+ ydy). Da (z,y) —
und (x,y) — y C°°-Funktionen auf R? sind, ist w C'* mit

dw = d(zdzx)+ d(ydy)

= drNdr+dyNdy

= 0.
2. Sei w := —ydx + xdy auf R?, also w : R? — AYR?)* = (R?)*, w(yy) 1= —ydz +zdy.

Dann gilt
dw = d(—ydz)+ d(zdy)

= —dyANdx+dx ANdy

= 2dx N dy.
3. Sei w = —¥odr + Esdy auf R?\ {0}. Dann gilt

dw = ‘53/( 2er)aly/\dx—i— (2+y Ydx A dy
= (IQWQ)Q dy N\ dx + x2+y =g A dy

0.
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4. Allgemein sei w = Y w;dz; eine beliebige 1-Form auf U, also w : U — AY(R"™)*

=1
mit w; : U — R fiir alle 1 < i < n, wobei U C R" offen ist. Ist w differenzierbar,
so sind wy, ..., w, differenzierbar und es gilt

dw = > d(w;) Adx;
i=1

n
= 'Zl g:; dx; Ndx; mit dzj Adr, = —dz; N dx;
1/7]:
Ow; Ow;
= 1<;< (8:1:: — 8;j)d$¢/\d$j~
<i<j<n

Insbesondere ist dw = 0 g.d.w. gixj = % fir alle 1 <4,j <n (fiir i = j ist die Bedingung

leer). Man vergleiche diese Identitaten mit dem Satz[2.104]

Definition 5.40 Fiir k € N sei w : U — A*(R™)* eine C° k-Form auf U.
i) Die k-Form w heifit genau dann geschlossen, wenn dw = 0 auf U gilt.

ii) Im Fall k > 1 heifit w genau dann exakt, wenn eine C° k—1-Form o« auf U existiert
mit dao = w auf U.

Bemerkungen 5.41

1. Nach Proposition [5.38| ist jede exakte Form geschlossen: ist w = da, so gilt dw =
d(da) = 0.

2. Fir eine C* 1-Form w auf U der Form w = ) w;dz; (mit w; € C*(U,R)) ist nach

=1
Beispiel |5.39[4 w genau dann geschlossen, wenn g%; = gixz fir alle 1 < 7,7 < n.

Desweiteren ist w genau dann exakt, wenn eine C'*° Funktion P : U — R so
existiert, dass dP = w gilt, d.h., wenn

——dx; = id;
2 oz, x ;w x

gilt, d.h., wenn (wy,...,w,) = VP gilt: somit ist w genau dann exakt, wenn das
Vektorfeld U — R"™, © — (wi(x),...,wy(x)), ein Potential besitzt.

3. Insbesondere ist nicht jede geschlossene Form exakt. Betrachte z.B. w = —ﬁd:ﬁ—
—Z—dy auf R? \ {0}. Nach Beispiel |5.39/3 gilt dw = 0, d.h., w ist geschlossen auf
re+y

R?\ {0}. Nach Beispiel [2.103/3 hat das Vektorfeld (z,y) — (
Potential auf R? \ {0}, d.h., w ist nicht exakt.

) kein

Yy _z
:(:2+y2’ x2+y2

Satz 5.42 (Poincaré-Lemma) Seiw : U — A¥(R™)* eine auf einer offenen Teilmenge
U des R" definierte C*° k-Form, wobei k € N, k > 1. Angenommen, U sei sternférmig
bzgl. eines seiner Punkte. Dann gilt: ist w geschlossen auf U, so ist w exakt auf U.
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Definition 5.43 Sei ¢ : U — V' eine C*-Abbildung zwischen offenen Teilmengen des
R™. Seiw : V — A¥(R™)* eine C*° k-Form auf V, wobei k € N. Dann heifst

Y'w: U — AF(R™)*
r — ((P'w)e: (Xi,. o, Xi) ¥ Wee) (dap(Xq), .. ., dop(XE)))

die durch ¢ zuriickgezogene k-Form auf U. Fir k = 0 ist p*w = w o ¢ die Verkniipfung
mit .

Proposition 5.44 Seip: U — V eine C*-Abbildung zwischen offenen Teilmengen des
R™. Dann gilt:

i) Fiir jede C* k-Form w auf V ist ¢*w eine C*° k-Form auf U. Auferdem ist die
Abbildung w — @*w linear.

ii) Es qilt o*(dw) = d(¢*w) fiir jede C* k-Form w auf V.
ii’) p*(a A B) = (¢ a) A (¢*B) fir alle Differentialformen o und B auf U.

ii) Ist o : U — U eine weitere C®-Abbildung, so gilt (@ o 1)*w = *(p*w).

5.2.3 Differentialformen auf Untermannigfaltigkeiten

Fiir eine Untermannigfaltigkeit M des R™ und ein x € M ist T,M C R" ein Untervek-
torraum des R”. Fiir jeden Untervektorraum E von R" gilt aber £ @& E+ = R", wobei
Et = {v e R"|(v,X) = 0 fiir alle X € E} das orthogonale Komplement zu E im R"
ist. Insbesondere ist die Abbildung

pr, :R* — T, M
X — XT;

wobei X = Xp + X, mit Xp € T,M, X, € T+M die Zerlegung von X bzgl. R" =
T, M & T, M+ ist, wohldefiniert und linear. Die Abbildung pr, heiit Orthogonalprojektion
auf den Untervektorraum T,M. Diese Abbildung ist surjektiv. Dies impliziert, dass die
Abbildung
pri:TiM — (R™)*
0 — 0fopr,

linear und injektiv ist. Hierbei bezeichnet T)M := (T,M)* den Dualraum von T,M.
Insbesondere ist pr} : T M — pri(T:M) C (R™)* ein Isomorphismus.
Fazit: Die Abbildung pr} erlaubt es, den Vektorraum 7 M mit dem Untervektorraum

pri(TiM) C (R™)* zu identifizieren. Von nun an sehen wir 1M als Untervektorraum
von (R™)*.

Definition 5.45 Sei M™ eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ und k €
N. FEine k-Form (oder Differentialform vom Grad k) auf M™ ist eine Abbildung w :
M™ — AM(R™)* mit w, € A*TM fiir alle v € M™, wobei A*TM = A*(T,M)* als
Untervektorraum von AF(R™)* aufgefasst wird (siche oben). Entsprechend heifit w genau
dann differenzierbar bzw. C* (mit £ € NU{oo}), wenn w : M™ —s AF(R™)* als Abbildung
zwischen Untermannigfaltigkeiten differenzierbar bzw. C* ist.
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Beispiel 5.46 Ist M™ C U, wobei U C R" offen ist, so kann jede k-Form w auf U
auf M™ folgendermafien eingeschrinkt werden: fiir jedes x € M definiert T, M x --- X
T.M — R, (Xq,...,X) — w.(Xq,..., X}y), eine alternierende k-Multilinearform, also
ein Element aus A*T M. Diese eingeschréinkte k-Form bezeichnen wir weiterhin mit wy,, .
Es ist relativ elementar, nachzuweisen, dass w),, differenzierbar bzw. C* auf M ist, sobald
w differenzierbar bzw. C¢ auf U ist.

Definition 5.47 Sei M™ eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ und o bzw.
B eine k-Form bzw. eine (-Form auf M™. Das &uflere Produkt von a mit B st die k + -
Form a A B : M™ — AFFYR™Y)*, 2 — a, A B,

Das &duflere Produkt auf Differentialformen erfiillt die gleichen Eigenschaften wie das
duBere Produkt auf alternierenden Multilinearformen (u.a. Assoziativitat, Anti-Kommu-
tativitit).

Definition 5.48 Sei w eine k-Form auf einer Untermannigfaltigkeit des RY und ¢ :
M™ — NP eine differenzierbare Abbildung. Man definiert

ofw M™ — Ak(R”)*
r — ((P'w)e (X1, ., Xi) — W) (dep(X1), . .., dop(Xk))

fir alle X1, ..., Xy € T, M. Insbesondere ist p*w eine k-Form auf M™.

Genau wie fiir Differentialformen auf R" gilt (¢ov)*w = ¥*(¢*w) fiir alle differenzierbaren
Abbildungen Q4 s M™ und M™ 25 N,

Definition 5.49 Seiw eine differenzierbare k-Form auf einer Untermannigfaltigkeit M™
des R™. Das auflere Differential von w ist die k + 1-Form dw auf M™, die wie folgt
definiert ist: sei U C R™ offen mit U N M # @ und so, dass ein C'*°-Diffeomorphismus
o: U — pU) (mit p(U) C R™ offen) existiert mit o(UNM) = o(U) N (R™ x {0,_n}).
Dann ist

dw|Ur‘1M = Qp*d((@_l)*WhRmx{o )

n—m}

Es kann bewiesen werden, dass dw wohldefiniert ist: sind U -2 ¢(U) und V/ N (V)
zwei solche Diffeomorphismen, so gilt p*d((p~1)*w) = ¥*d((¢)*w) auf UNV N M.

Proposition 5.50 Sei w eine differenzierbare k-Form auf einer Untermannigfaltigkeit
M™ des R™. Dann gilt:

i) ©*(dw) = d(¢*w) fir alle C*>°-Abbildungen ¢ : N — M, wobei N? eine Unterman-
nigfaltigkeit des R? ist.

i) dlwAW') =dwAw' + (=1)*w Adw' fiir alle differenzierbaren ¢-Formen w' auf M™.

iii) o (w A W) = *w A " fir alle differenzierbaren (-Formen ' auf M und C*
Abbildungen ¢ : N — M.
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Bevor wir das Integral von Differentialformen auf Untermannigfaltigkeiten einfiihren, be-
sprechen wir, wie man mit Differentialformen lokal rechnet.

Sei M™ eine Untermannigfaltigkeit des R und U — ¢(U) ein C*°-Diffeomorphismus
zwischen offenen Teilmengen des R", wobei U N M # @ und (U N M) = p(U) N (R™ x
{0,_m}). Eine solche Abbildung U -2 (U) nennt man lokale Karte von M™. Beach-
te, dass U N M als offene Teilmenge einer m-dimensionalen Untermannigfaltigkeit des R™
ebenfalls eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ ist, die zur offenen Teilmenge
(U)N(R"%x{0,_,,}) von R™ diffeomorph ist (durch ¢ : UNM — o(U)N(R™x{0,-m})).
Nun ziehen wir die “kanonischen” Vektorfelder x —— e¢; und 1-Formen z —— dz; auf
e(U) N (R™ x {0, }) zuriick auf U N M durch ¢: wir setzen, fir 1 < ¢ < m und
x e U capM,

() = @) ') enm

(dz;), = (¢*dx;)y :=dx;odyp € T M.
Dap:UNM — oU)N(R™ x {0,_n}) ein Diffeomorphismus ist, bilden die Vek-
toren (8%1) Yo % eine Basis des Tangentialraums T, M und die Linearformen

(dz1)g, - -, (dxm)m bilden eine Basis von T:M. AuBerdem hingen > und dz; C™ v

x ab, somit sind 8217 (bzw. dxy,...,dz,) C* Tangentialvektorfelder (bzw. C°°
1-Formen) auf U N M.

Bzgl. dieser Vektorfelder und Differentialformen (die nur auf U N M definiert sind und von
© abhédngen) konnen jetzt alle Vektorfelder und Differentialformen auf U N M dargestellt
werden und dabei alle Rechenregeln fiir Differentialformen auf R™ verwendet werden. Z.B.

lasst sich jede k-Form w auf U N M wie folgt darstellen:

0 0
w = Z w(8%17”.’87%)dxil/\.“/\dxik’

1<) << <m

..,axm

wobei w (a%, R ) U N M — R Funktionen sind. Im Spezialfall w = df fiir eine
’Ll ’L

differenzierbare Funktion f : U N M — R schreiben wir df (aT) =: %, somit gilt

df = Zaafdxz auf U N M.

Auf U ﬂ M berechnet man das duflere Produkt und das duflere Differential wie im R™:
ist z.B. w wie oben, so ist

m 0w (3 52))
Z Z = . & d.fL'Z A dl’il A A d.szk
=1 1<u1

<1 <m

5.3 Integration von Differentialformen auf Unterman-
nigfaltigkeiten

5.3.1 Orientierbarkeit und Orientierung einer Untermannigfal-
tigkeit

Definition 5.51 Sei M™ C R" eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.
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i) Die Untermannigfaltigkeit M™ heiffit genau dann orientierbar, wenn eine Familie

(Ui, @i)ier von lokalen Karten von M so existiert, dass M C |J U; und det(d,(p; o
i€l

@ 1) > 0 fir alle x € o;(U;NU;)N(R™ X {0p—}) und alle i, j € I mit U;nU;NM #

.

ii) Ist M™ orientierbar, so ist eine Orientierung von M™ eine “mazximale” Familie von
lokalen Karten (U, p;)icr mit den obigen Eigenschaften.

Diese lokalen Karten (U;, p;)icr heiffen ggf. orientierte lokale Karten von M™.

Hierbei heifit die Familie mazimal, wenn jede lokale Karte (U, ¢) von M™, welche det(d,(po
;) > 0 fiir alle 2 € o;(UNU;) und alle i € I mit U NU; # @ erfiillt, bereits in der
Familie liegt.

Definition 5.52 Sei M™ C R" eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™. Eine
Volumenform auf M™ ist eine nirgendsverschwindende C* m-Form auf M™.

Proposition 5.53 Eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit M™ des R™ st genau
dann orientierbar, wenn sie eine Volumenform besitzt. Ggf. legt jede Volumenform ei-
ne Orientierung von M™ fest.

Ist w eine Volumenform auf M™, so wird eine Orientierung auf M™ folgendermafien fest-

gelegt: sei (U, ) eine lokale Karte von M™ seien %, ey % die dazu gehorigen Vektor-

felder auf U N M; dann gehort (U, ¢) zur maximalen Familie (U;, ¢;)se; aus Definition [5.5]]

g.d.w.
dxy’ 7 Oz,

auf U N M gilt.

5.3.2 Integral einer Differentialform

Definition 5.54 Seiw : M™ — A*(R™)* eine auf einer Untermannigfaltigkeit M™ vom
R™ definierte stetige k-Form. Der Trager von w ist

supp(w) :=={z € M™|w, #0} C M™.

Per Definition ist supp(w) abgeschlossen in M™ (wegen w stetig) und es gilt w, = 0 fiir
alle x € M™ \ supp(w).

Definition 5.55 Sei w eine auf einer orientierten Untermannigfaltigkeit M™ vom R™
definierte stetige m-Form. Angenommen, supp(w) sei kompakt und in einem Kartenbe-
reich U enthalten, wobei U =+ @(U) eine orientierte lokale Karte von M™ ist. Dann ist
das Integral von w auf M™ wie folgt definiert:

/w;:/ (0 Y wler,... em)das ... don €R,
M o(U)

wobei (o™ )*w = (71 )*w(er, ..., em)dri A+ ANdxy, mit (o7 ) w(er,....en): @(U) — R
stetig (mit kompaktem Trager in ¢(U)).
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Man soll natiirlich nachweisen, dass diese Definition nicht von der Wahl der orientierten
lokalen Karte von M™ abhingt; dies liegt an der Transformationsformel (Satz [3.70)).
Beachte auch, dass f W wegen supp(w) kompakt wohldefiniert ist. Die Definition 5.55|
betrifft nur die m-Formen mit Tréger in einem Kartenbereich. Fiir den allgemeinen Fall, wo
der Trager von w immer noch kompakt aber nicht mehr in einem Kartenbereich enthalten
ist, brauchen wir folgendes Verfahren:

Definition 5.56 Sei M™ C R"™ eine Untermannigfaltigkeit und (U;);cr eine Familie von

offenen Teilmengen von M™ mit |J U; = M™. FEine Teilung der Eins (oder Zerlegung der
i€l

FEins) zur Familie (U,)icr ist eine Familie (x;)icr (mit derselben Indexmenge I) von C*

Funktion x; : M — [0, 1] mit:

i) Fiir alle i € I ist supp(x;) kompakt und enthalten in Uy,

ii) Fir alle x € M existiert eine offene Umgebung U von x in M s.d. {i € I |supp(x;)N
U # @} endlich ist,

iii) > xi =1, d.h., Y xi(x) =1 fiir alle z € M.

el el

Beachte, dass die Summe »_ x;(x) wegen i) endlich (es gibt nur endlich viele i’s aus I mit
i€l
Xi(x) # 0) und somit wohldefiniert ist. Wir akzeptieren folgendes Ergebnis ohne Beweis.

.....

Nun sind wir in der Lage, das Integral einer m-Form mit kompaktem Trager auf einer
Untermannigfaltigkeit M™ des R™ zu definieren.

Definition 5.58 Sei w eine auf einer orientierten Untermannigfaltigkeit M™ vom R"™
definierte stetige m-Form. Angenommen, supp(w) sei kompakt. Sei (U;)i=1,. , eine end-

,,,,,

p .
liche Familie von Kartenbereichen mit |J U; D supp(w), wobei U; = ,(U;) orientierte
i=1
lokale Karten von M™ sind. Sei (x;)iz1,.., eine zugeordnete Teilung der Eins. Dann ist

das Integral von w auf M™ definiert durch

p
w = Xi - w € R,
fe=2),

wober fM X; - w wie in Definition erklart ist.

Beachte, dass supp(x; - w) C supp(x;) C U; und ist kompakt, deshalb kann die Defini-
tion fiir x;-w verwendet werden. Dazu sollte man auch iiberpriifen (Beweis davon wird
weggelassen), dass diese Definition unabhéngig von der Teilung der Eins (x;)i=1,...,
dass eine endliche Familie von Kartengebieten existiert, welche die kompakte Teilmenge
supp(w) iiberdeckt.
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Beispiel 5.59 Sei M™ eine Kurve ohne Selbstdurchschnitte im R™ wie im Beispiel [5.3]5,
sei ¢ :]a, b[— M™ eine Parametrisierung von M™, wobei |a, b|C R ein offenes Intervall ist.
Sei w eine stetige 1-Form auf M™. Dann lésst sich [ 1w als Kurvenintegral umschreiben:

es gilt
b
/ we / et (&) .
M a

Man vergleiche diese Identitdt mit der Definition des Kurvenintegrals fiir Vektorfelder
(Definition [2.100). Bemerke auch, dass das Integral [ 1w das Vorzeichen wechselt, wenn
die Orientierung (d.h., den Durchlaufsinn) von M wechselt.

Bevor wir den Satz von Stokes und seine Korollare vorstellen, brauchen wir den Begriff von
Untermannigfaltigkeiten mit Rand und von induzierter Orientierung auf diesem Rand.

5.3.3 Untermannigfaltigkeiten mit Rand

Definition 5.60 FEine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand ist eine Teilmen-
ge M™ von R™ so, dass jedes x € M™ eine offene Umgebung U in R™ besitzt, auf welcher
ein Diffeomorphismus ¢ : U — o(U) auf eine offene Teilmenge p(U) von R™ so existiert,
dass entweder p(UNM) = p(U)N(R™ x {0,,—n }) oder o(UNM) = @(U)N (R} X {0p—m})
gilt, wobei R := {x = (21,...,2,) € R™ |2, > 0} C R™.

Die Menge der Punkte x € M™, welche ausschliefilich offene Umgebungen der zweiten
Art (mit o(U)NM) = o(U)N(RT x {0,,—n})) zulassen, wird der Rand von M™ genannt
und mit OM bezeichnet.

Es kann bewiesen werden, dass M eine m — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit des
R™ ist. Z.B. ist M" := B1(0) := {z € R™, |z| < 1} C R" eine n-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit des R" mit M = S ! = {z € R", |z| = 1}.

Definition [5.60] verallgemeinert Definition [5.1} eine Untermannigfaltigkeit im Sinne von
Definition [5.1] ist lediglich eine Untermannigfaltigkeit im Sinne von Definition [5.60] mit
Rand OM = @.

Definition 5.61 Sei M™ eine orientierte Untermannigfaltigkeit mit Rand (d.h., eine Fa-
milie (Ui, p;)icr von lokalen Karten wie in Definition @ existiere mit det(dx(gpiogoj_l)) >
0 fiir alle x € @;(U; NU;) N (R™ x {0}) oder x € o;(U;NU;) N (RT x {0}) und alle 1, j € I
mit U; N U; N M # ). Die induzierte Orientierung auf OM wird wie folgt definiert: sei
a eine Volumenform auf M™, welche die Orientierung von M™ definiert, dann ist eine
Basis (vy,...,0m_1) von T,OM genau dann orientiert, wenn (vVy,v1,...,Upn_1) €ine ori-
entierte Basis von T, M ist, d.h., wenn o (vy,vq,...,0m—1) > 0, wobei v, das sogenannte
dufsere Finheitsnormalenfeld von OM in M ist.

Z.B. ist, fiir M? C R2?, die induzierte Orientierung auf M derjenige Durchlaufsinn von
OM, fir den M immer links von OM steht.

5.4 Integralsatze

Satz 5.62 (Stokes) Sei w eine C' m — 1-Form mit kompaktem Triger auf einer orien-
tierten m-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M™ mit Rand vom R™. Sei OM mit der
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wie in Definition definierten induzierten Orientierung versehen. Dann gilt

/dw:/ w.
M oM

Der Kern des Beweises dieses Satzes ist die berithmte Formel

b
| r@ds= o - fa
aus der Analysis I, wobei f : [a,b] — R eine beliebige C' Funktion ist.

Es gibt zahlreiche Spezialfille dieses Satzes. Zuerst gilt | 3 dw = 0, sobald der Rand oM
leer ist, d.h., wenn M™ eine Untermannigfaltigkeit im Sinne der Definition ist (das
Integral irgendeiner Form auf der leeren Menge verschwindet).

Korollar 5.63 (Green) Seiw = Pdx+ Qdy eine C' 1-Form mit kompaktem Triger auf
einer Fliche mit Rand M? C R%. Sei M? mit der kanonischen Orientierung vom R? und
OM mit der induzierten Orientierung versehen. Dann gilt

/ <3_Q _ 3_P> dudy — / Pdz + Qdy.
M \ O dy oM

Dieses Korollar kann — im Fall von Kurven ohne Selbstdurchschnitte — fiir die Charakte-
risierung der Vektorfelder mit Potential genutzt werden, siehe Sitze 2.101] und [2.104]

Korollar 5.64 (Gauf3’scher Integralsatz) Sei X ein C* Tangentialvektorfeld mit kom-
paktem Trager auf einer Untermannigfaltigkeit M™ C R™ mit Rand. Seiv : OM™ — R™
das zugehorige duflere Finheitsnormalenfeld. Dann gilt

/ div(X)dzx; ...dx, = / (X,v)do,

wobei OM die induzierte Orientierung trdigt und do folgende Volumenform auf OM ist:
fiir x € OM st (do), = vi ANV A---Avk,_y fiir jede beliebige orientierte Orthonormalbasis
(V1 ..., V1) von T,OM.

Ist z.B. X quellenfrei, so impliziert Korollar [5.64] dass der Fluss von X durch den Rand
OM verschwindet.

Korollar 5.65 (Rotationssatz) Sei M? eine orientierbare 2-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit mit Rand vom R3, sei v : M? — R3 ein stetiges Einheitsnormalenfeld auf
M?. Die Fliche M? trage die von v induzierte Orientierung (fiir die eine Basis {vi, v}
von T, M genau dann orientiert ist, wenn {v,,v1,ve} eine orientierte Basis vom R3 ist)
und der Rand OM trage die von M? induzierte Orientierung. Sei T : OM — R3 das
FEinheitstangential- Vektorfeld lings OM , welches die Orientierung von OM definiert. Dann
gilt, fiir jedes auf einer offenen Umgebung von M? definierte C' Vektorfeld X mit kom-

paktem Trdger:
| wotcomio = [ x1),
M? oM?

wobei do wie 1m Korollar definiert wird (und [,,.(X,T) das Integral der Funktion
(X, T) lings der Kurve OM?* bezeichnet, siehe Definition .
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Anhang A

Konstruktion des Lebesgue-Malfles

A.1 Lebesgue-Maf} auf R

Die Konstruktion des Lebesgue-Mafles auf R erfolgt in drei Schritten. Als Erstes definieren
wir das Maf3 der Intervalle.

A.1.1 Lebesgue-Mafl auf Intervallen
Wir definieren die Mengen

J ={] —o0,al, [b,c|, [d,o0] | a,b,c,d € R} C P(R)

und
R := {endl. Vereinigungen von Elementen von J} C P(R).

Beachte insbesondere, dass @ und R Elemente von R sind und dass R stabil unter endli-
cher Vereinigung (per Definition von J) und Komplementbildung (denn das Komplement
in R jedes Elements von J ist wieder die Vereinigung von hochstens zwei Elementen von
J und der Durchschnitt zweier Elemente von J ist ein Element von J). Man sagt, dass
R eine Mengenalgebra auf R ist. Die Menge R ist aber keine o-Algebra auf R, denn z.B.

UN [n,n+ %[ ist eine abzdhlbare Vereinigung von Elementen von R, ist aber kein Element
ne

von R. Bemerke auch, dass jedes Element A von R sich auf eindeutige Weise als endliche
disjunkte Vereinigung von Elementen von J schreiben lasst: die entsprechenden Elemen-
te (welche Intervalle sind) sind genau die Zusammenhangskomponenten von A. Fiir ein
I € J definieren wir die Lange |I| € [0, 00] von I durch |I| := oo falls I =] — 00, a oder
I'=[d,oo[, |I| :=c—0bfalls [ =[b,c[mit b <cund |I|:=0 falls I = .

Definition A.1 Das Lebesque-Maf$ auf R ist die Abbildung

v:R — [0,0]

A v Y |L,
k=1

wobei A :Uk=1 Iy, die Zerlegung von A in endlich vielen Elementen von J bezeichnet.

Per Definition ist (&) = 0. Offenbar erfiillt v die Monotonie-Eigenschaft v(A) < v(B) fiir
alle A, B € R mit A C B (dies folgt aus der entsprechenden Eigenschaft fiir Intervalle).

179
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Es ist auch elementar, nachzuweisen, dass fiir alle A, B € R die Ungleichung v(AU B) <
v(A) + v(B) mit Gleichheit im Fall AN B = @ gilt (betrachte den Fall wo A,B € J
mit v(A), v(B) < oo und unterscheide zwischen zwei Fillen). Diese letzte Eigenschaft ist
schon eine Eigenschaft eines Mafles. Eine viel stdarkere Aussage kann tatséchlich erreicht
werden:

Proposition A.2 Es gilt v( U A,) =" v(A,) fir jede Folge (Ay)nen von Elementen
ne
von R mit A, N A,, = D fir alle n # m mit UNA” €R.
ne

Beweis: Das Ergebnis scheint offensichtlich zu sein (“ordne die Intervalle an und addiere
die Léngen zusammen”), ist es aber nicht: die Intervalle, welche sich zu U A, zusam-

mensetzen, miissen nicht angeordnet werden — und kénnen es manchmal auch nicht! Sei
(An)nen eine Folge von Elementen von R mit A, N A, = @ fir alle n # m und so, dass
U A, €R.Da A = U A, € R gilt, hat A nur endlich viele Zusammenhangskomponen-

ten die alle Elemente Von J sind. Wenn wir das Ergebnis fiir A € J zeigen, bekommen
wir das Ergebnis fiir ein beliebiges A durch Addition endlich vieler Reihen und eventu-
eller Umordnung der Terme (die Umordnung kann wohl durchgefiithrt werden, weil alle
Summanden nichtnegativ sind). Wir nehmen also an, dass A € J. Analog kénnen wir
0.B.d.A. annehmen, dass jedes A,, ein Element von 7 ist.

Da fiir alle n € N die Inklusion U}_ A, C A erfiillt ist, folgt aus den vor Proposition
erwéhnten Eigenschaften v(A) > v(Up_yAx) = > r_o v(Ax) (die Ay’s sind paarweise
disjunkt). Dies gilt fiir alle n € N; mit n — oo bekommen wir dann die Ungleichung
v(A) > > v(A,). Fir die andere Ungleichung fangen mit dem Fall an, wo A = [b, ¢[
fiir b < ¢ reell. Dann ist jedes A, der Form A, = [b,,c,[ mit b < b, < ¢, < ¢, fiir alle
n € N (beachte: b, = cn g.dw. A, = @). Fixiere ¢ > 0. Wir vergrofiern jedes Intervall
Ap = [bn, cal zu by — 57, cn[ und glelchzeltlg verkleinern A = [b,¢[ zu [b, ¢ — ¢]. Wegen

A= U A, gilt offenbar [b,c—¢]| C UN]b 57+ Cn|. Da aber [b, c—¢] kompakt ist, existieren
ne ne
nach Satz[B.1|endliche viele ny,...,n, € Nmit [b,c—¢] C 'U1p] bn, — 377, Cn, |, insbesondere
]:

[b,c—¢[C .Ulp [bn, — 577, Cn,[- Nach den vor Proposition [A.2 erwéhnten Eigenschaften von
]:

v gilt dann v([b,c —e[) < 377 v([bn; — enil), dhye—e—b<3E en = bny + 5o

577 C
Daraus folgt
c—b—¢e < iojcn—bn—l—i
< on
n=1
= Z Cp — by, + 2¢
n=1
= v(An,) + 2¢
n=1

Lassen wir ¢ gegen 0 laufen, so bekommen wir ¢ — b < > ° v(A4,), dh., v(4) <
> v(Ay). In Fall, wo A = [d, co[ (und somit v(A) = 00) ist, ist lediglich >~ 7 jv(A,) =
oo zu zeigen. Fiir jedes k € N gilt aber [d,d+ k[= AN [d,d+ k[= UnenA, N [d, d + k[ mit
A, N[d,d+ k[e J, somit folgt aus dem ersten Schritt (angewendet auf [d,d + k[) und der
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Monotonie-Eigenschaft von v:
E = v(d,d+ k)

i v(A, N[d,d+ k[)

< D w4,

Lassen wir k& — 00, so bekommen wir > >° v(A,) = co = v(A). Der Fall, wo A =

] — 00, al, ist analog. Insgesamt gilt v(A) =3 ", v(A,), was zu beweisen war. O

IN

Proposition impliziert, dass v genau die Eigenschaften eines Mafles erfiillt, mit dem
Unterschied, dass R keine o-Algebra ist (siehe oben). Die Fortsetzung von v* auf eine o-
Algebra erfolgt iiber einem abstrakten Weg: wir setzen v erstens auf ganz P(R) zu einem
sogenannten dufleren Maf$ fort, welches allerdings kein Mafl ist; dann zeigen wir, dass
dieses duflere Mafl auf eine geeignete o-Algebra eingeschréankt werden kann, die R immer
noch enthélt und auf der das duflere Mafl zu einem Maf§ wird. Dies ist der Gegenstand
des néchsten Abschnitts.

A.1.2 AuBlere Mafle und Fortsetzung von Maflen

Definition A.3 Ein duBleres MaB auf einer Menge X ist eine Abbildung v* : P(X) —
[0, 0o] mit

i) v (@) =0,
ii) v*(A) <v*(B) fir alle A,B € P(X) mit AC B (v* ist monoton,).

iii) v*( U B,) <> %  v(B,) fir jede Folge (By)nen aus P(X) (v* ist o-subadditiv).
ne

Die Bezeichnung “dufleres Mafl” kommt daher, dass folgendes Verfahren, wo Teilmengen
von X “von auflen” gemessen werden, ein dufleres Maf liefert:

Proposition A.4 Sei X eine Menge und R C P(X) eine unter endlicher Vereinigung
und Komplementbildung stabile Teilmenge mit @ € R (eine solche Teilmenge heifst Men-
genalgebra auf X, siehe oben). Sei v : R — [0, 00| eine Abbildung mit v(&) = 0. Dann
definiert

A +—— inf { Z v(An) | (Ap)nen Folge aus R mit A C UneNAn}.

n=0

ein duferes Maf$ auf X .

Beweis: Beachte zuerst, dass v* wegen X = @° € R wohldefiniert ist. Die Eigenschaften
i) und i7) aus der Definition sind trivialerweise erfiillt. Sei (B,,)nen eine Folge aus
P(X). Gilt v*(B,,) = oo fiir mindestens ein n € N, so ist i) natiirlich erfiillt. Sei also
v*(B,) < oo fiir alle n € N. Fixiere ¢ > 0. Nach Definition von v* existiert, fiir jedes
n € N, eine Folge (A, x)ken von Elementen von R mit B,, C UgenApp und >0 o v(Ang) <
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v*(Bp)+ 57 (wegen v*(B,,) < 00). Die Familie (A, 1 )n ke ist dann eine abzéhlbare Familie

von Elementen von R mit UpenB,, C Uy renAy i, insbesondere gilt

V*(UnENBn) S Z V(An,k:)

n,k=0

= 2> v(Aw)
n=0 k=0

< ; V' (B,) + 26—n

= i v(B,) + 2¢
n=0

Lésst man ¢ — 0, so bekommt man v*(UpenB,) < > - v*(B,), was zu beweisen war. [J

Man beachte, dass die in Proposition definierte Abbildung v* i.A. kein Maf auf P(X)
ist. Betrachte z.B. die Menge R aus dem Abschnitt und die Abbildung v aus der
Definition [A.1] Fiir A:=QnN[0,1] und B := (R\ Q) N [0,1] gilt v*(4) =1 = v*(B) (die
Teilmengen A und B liegen beide dicht in [0, 1]), dennoch gilt v*([0,1]) = v*(AU B) =
1 # v*(A) + v*(B) und dies, obwohl AN B = & gilt.

Allerdings ist die Einschrankung eines dufleren Mafles auf eine geeignete Teilmenge der
Potenzmenge immer ein Maf:

Proposition A.5 Sei X eine Menge und v* : P(X) — [0,00] ein dufSeres Mafl. Dann
definiert

A = {A e P(X)|v*(B) = v (BNA) + v (BNA°) VB e P(X)}

eine o-Algebra auf X und die Finschrdinkung v, st ein Maj$ auf A,

.AV*
Beweis: Wegen v*(B) = v*(@)+v*(B) = v*(BN @) + v (BN X) fiir alle B C X gilt
~——

0

@e A, Ist A€ Ay, soist nach Definition A°= X\ A € A,- (denn (A°)° = A).
Behauptung 1: Fiir alle Ay, Ay € A, gilt Ay U Ay € A,-.

Beweis: Sei B € P(X) beliebig. Wegen A; € A« gilt fiir die Teilmenge BN(A;UA;) C X:

V*(B N Al) + V*(B N A2 N Ai),

somit

V'(BN(A1UAy))+ v (BN(A1UA)) = v (BN(AUA))+v(BNATNAS)
= v (BNA)
+v* (BN Ay NAT) + v (BN AT N AS)
= V' (BNA)+v(BNA]) wegen Ay € A,
= v*(B).
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Dies beweist A; U Ay € A, -. V
Behauptung 2: Seien A;,..., Ay € A,» mit A,NA; =@ firallel <i# j <k, dann
gilt v* (BN (UE_,Aj)) = S5 v* (BN A,) fiir alle B C X.

Beweis: Wir fangen mit dem Fall k = 2 an. Sei B € P(X) beliebig. Wegen A; € A, gilt,
fiir die Teilmenge B N (A; U Ay) C X:

= VU (BNA)+ v (BNAy) wegen Ay C Af.

Dies beweist die Behauptung fiir £ = 2. Fiir hohere k’s fithren wir eine Induktion {iber
k durch, wobei genutzt wird, dass die Behauptung fiir £ = 2 gilt, sobald A; € A+ oder
As € A, gilt. v
Behauptung 3: Sei (A,),en eine Familie von Elementen von A,~ mit A; N A; = @ fiir
alle 1 # j. Dann gilt U,enA, € A,-.

Beweis: Sei B € P(X) beliebig. Da B = (B N (UpenAn)) U (BN (UpenAy)©) und v* ein
auBeres Mafl ist, gilt

V' (B) = u*<(Bm(uneNAn))u(Bm(uneNAn)C)> < V(BN (UpenAn)) +v* (BN (UnenA,)©).

.....

hauptung 1 ist U7_yA; € A,-. Es folgt
v(B) = v(BN(Ujg4y) + v (BN (Uj45)°)

(Beh-2) S v(BNA) + (BN (UL A))°)

J=0

> Z V' (BN Aj) + v (BN (UpenAn)©) wegen Ul_g Aj C UnenAy.
=0

Lésst man n gegen unendlich laufen, so bekommt man v*(B) > > 7 v*(BNA,)+v*(BN
(Unen4,)¢). Da v* ein dufleres Ma$B ist, folgt schliefflich

v (B) > (B N (UnenAn)) + (B N (UnenAn)©).

Insgesamt erhalten wir v*(B) = v*(B N (Upen4n)) + v*(B N (Upen4,)¢). Dies zeigt
UnENAn € AI/*' \/
Ist nun (A, )nen eine beliebige abzéhlbare Familie von Elementen von A,«, so definiere
Al = A\ (U2 A)) fiir alle j € N (mit Af := Ap). Dann ist (A}, )y eine disjunkte
Familie von Elementen von A, (nach der Behauptung 1) mit U,enyA!, = UpenA,. Nach
der Behauptung 3 ist aber U,enAl, € A+, somit ist U,enA, € A,«. Daraus folgt, dass
A, eine o-Algebra ist. O

Nun legen wir die Propositionen und zusammen:

Satz A.6 Sei X eine Menge und R C P(X) eine unter endlicher Vereinigung und Kom-
plementbildung stabile Teilmenge mit & € R. Sei v : R — [0, 00| ein Maf auf R, d.h.,
V(@) =0 und v(UpenAy) = > oo o V(Ay) fir jede disjunkte Familie (A;,)nen von Elemen-
ten von R mit UpenA, € R. Sei v* : P(X) — [0,00] das zu v gehirige duflere Maf
(siehe Proposition [A.4]). Dann gilt:
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a) Fir die in Proposition definierte Menge A, gilt R C A, und v, =V

b) Sei v o-endlich, d.h., eine Familie (A,)nen von Elementen von R ezistiere mit
X = UpenA4, und v(A,) < oo fir alle n € N. Ist V' ein Maf$ auf einer o-Algebra A
auf X mit R C AC Ay und Vg = v, so gilt v*|4 =1V

Beweis: a) Sei A € R und B C X eine beliebige Teilmenge. Wir wollen zeigen, dass
v (B) > v*(BNA)+v*(BNA°) gilt (die andere Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass
v* ein duBleres Maf ist). Ist (A, )nen eine beliebige abzéhlbare Familie von Elementen von
R mit B C UpenAy, so gilt wegen A,, = (A,NA)U(A,NA°) (mit A,NA, A,NA° € R) die
Identitét v(A,) = v(A,NA)+v(A,NA) und somit > 7 v(A,) => 7 v(A,NA)+r(A,N
A°). Wegen UpenA, NA D BN A und UpenA, NA° D BN A° gelten > 7 jv(A, NA) >
v (BN A) und > 7 v(A, NAY) > v*(B N A°). Daraus folgt > > v(A4,) > v*(BN
A) + v*(B N A°). Bilden wir das Infimum iiber alle Familien (A,,),en, so bekommen wir
v (B) > v*(BNA)+v*(BnNA°). Dies beweist A € A,«.

Sei A € R. Die Familie (4g := A, A, := @ Vn > 1) ist eine abzdhlbare Familie von
Elementen von R mit A C U,enA,, insbesondere gilt nach Definition des dufleren Mafles
v*(A) < > v(A,) = v(A). Ist andererseits (A, )nen eine beliebige abzéhlbare Familie
von Elementen von R mit A C U,enA,, so gilt A = AN UyenA, = UpenA N A, mit
AN A, € R, insbesondere folgt aus der o-Additivitdt v(A) = >~ v(ANA,). Da v
monoton ist, folgt v(A) < >>7 v (A,). Dies zeigt v(A) < v*(A) und damit v(A) = v*(A).
b) Sei A € A. Wir zeigen beide Ungleichungen v'(A4) < v*(A) und v'(A) > v*(A) separat.
Ist (A, )nen eine Folge von Elementen von R mit A C U,enA,, so gilt

D u(An) =) V(An) =V (UnenAy) > V(A).

n=0 n=0

Daraus folgt v/(A) < v*(A).

Da v nach Voraussetzung o-endlich ist, existiert eine Folge (B,,)neny mit B, N B, = &
fiir alle n # m, UpenB, = X und v(B,) < oo (nehme die Folge (A,)en aus Satz [A.6]b)
und setze B, := A, \ (U/Zj4;) € R). Wegen A € A C A, gilt v*(B,) = v*(B, N
A) +v*(B, N A°). Wegen B, € R C A gilt V'(B,) = V' (B, N A) + V' (B, N A°). Aus
v*(B,) = v(B,) =V(B,) folgt v*(B,NA)+v*(B,NA°) =V (B,NA)+V(B,NA°). Da
v(B,) < oo ist, sind alle Summanden der letzten Gleichung endlich. Es folgt die Identitét
v (B,NA)—V(B,NA)=v(B,NA") —v*(B, N A°), deren rechte Seite nichtpositiv ist
nach dem ersten Schritt. Damit ist v*(B, N A) — v/(B, N A) < 0 und die o-Additivitét
von v/ und v* liefert

o0

vi(A) = > v(ANB,)

n=0

< > V(ANB,)
n=0
= V(A).
Damit bekommen wir v/(A) = v*(A), was zu beweisen war. O

Nun sind wir in der Lage, das “Maf” v aus dem Abschnitt auf eine o-Algebra
fortzusetzen.
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Korollar A.7 Die Abbildung v : R — [0,00] aus der Definition lasst sich auf
eindeutige Weise zu einem (o-endlichen) Mafi v* : A,- — [0, 00] fortsetzen, wobei A+
und v* wie in Propositionen und [A.4] definiert sind. Auferdem gilt B(R) = A(R) C
A« und die Einschrinkung Vs B(R) — [0, 00] ist ebenfalls das einzige (o-endliche)
Maf$ auf B(R) mit v*([a,b]) = b — a fir alle a < b reell.

Beweis: Nach Proposition erfiillt v die Eigenschaften eines Mafles auf der Mengenal-
gebra R. Satz .a) liefert, dass die Einschréinkung des zu v gehorigen dufleren Mafles
v* auf A, ein Maf} ist mit R C A,- und Vi, =1, insbesondere gilt A(R) C A,+ nach
Proposition . Dies beweist die Existenz der Fortsetzung auf A,-. Wir bezeichnen v, "
weiterhin mit v*. Beachte, dass jedes offene Intervall zu A(R) gehort (trivial, denn z.B.
Ja,bl= U [a+ £,b]), insbesondere ist B(R) C A(R); umgekehrt ist jedes Element aus

neN\{0}
J — und somit aus R — auch ein Element aus B(R) (z.B. [a, b= 1@\{0}]& — L.b]), somit
ne
ist A(R) C B(R). Dies beweist B(R) = A(R). Da R = Upen|—n,n| mit [-n,nje R
und v([-n,n[) = 2n < oo, sind v — und somit auch v* und v~ — o-endlich. Die

B(R
Eindeutigkeit von v* und 1/|*B(R) folgt aus Satz [A.6lb) zusammen mit( zier Tatsache, dass
jedes auf R definierte Mafl 7 mit 7([a,b]) = b — a fir alle a < b reell automatisch
7(] — 00,a]) = 7([d,00[) = oo erfiillt, fiir alle a,d € R und somit stimmt mit v auf R
iberein. 0

Korollar[A.7]beweist insbesondere die Existenz und die Eindeutigkeit des MaBes p aus dem
Satz [3.15} in den obigen Bezeichnungen ist u = 1/|*B(R). Wir behaupten nun, dass das Maf

v* aus dem Korollar mit dem Lebesgue-Mafl aus der Definition [3.19| iibereinstimmt.
Dafiir muss die Vollstédndigkeit von v* untersucht werden.

A.1.3 Vollstandigkeit der Fortsetzung

In diesem Abschnitt vergleichen wir das Fortsetzungsverfahren fiir Mafle aus dem Ab-
schnitt mit dem der Vervollstdndigung (Proposition (3.18)).

Proposition A.8 Sei (X, R,v) wie im Satz mit o-endlichem v : R — [0,00]. Dann

ist (X, Ay, 17y .) ein vollstindiger Mafiraum und es gilt A« = A(R) sowie vy = =1.
Beweis: Sei B C X eine v*-Nullmenge, dann existiert ein N € A, mit B C N und
v*(N) = 0. Da v* ein dueres MaB auf P(X) ist, folgt v*(B) < v*(N) =0, d.h., v*(B) = 0.
Fir alle E C X ist ENB C B, somit gilt auch v*(E'N B) = 0 und daher v*(E) > v*(EN
B°®) = v*(ENB)+v*(ENB°). Da die andere Ungleichung v*(E) < v*(ENB)+v*(ENB°)
fiir ein duferes Mafl immer erfiillt ist, folgt v*(F) = v*(E N B) + v*(E N B°). Dies zeigt
B € A,- und die Vollsténdigkeit von (X, A, v, ).

Wie im Beweis von Korollar ist zu bemerken, dass wegen R C A,« aEM(R) C A

gilt. Proposition [3.18] liefert, dass 1/‘*:4 . eine Fortsetzung von v ist, d.h., A(R) C A,~ und

—_—

V|*A/<E> = v. Es bleibt, A, C A(R) zu beweisen. Dafiir ist folgende Behauptung nutzlich.

Behauptung: Fiir B C X gilt B € A, g.dw. A,C € A(R) existieren mit A C B C C
und v*(C'\ A) = 0.
Beweis: Sei B C X so, dass A,C € A(R) existieren mit A C B C C und v*(C'\ A) = 0.
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Sei £ C X beliebig. Wegen A, C € A(R) C A, gelten v*(E) = v*(ENA)+ v (EN A
sowie v*(E) = v*(ENC) + v*(ENC°. Andererseits gilt

V(ENC) = v (ENCNA) +v (ENnCN A

=A
= V(ENA)+v(EN(C\A)
<v+(A\)=0
= V' (ENA)

und analog v*(E N A®) = v*(ENC°) +v*(EN(C\ A)) = v*(ENC°). Daraus folgt

v'(E) v (ENB)+ v (EnNB°
V'(ENC)+ v (EN A
vV'(ENC)+ v (ENC)
vi(E),

*

IAIA

woraus v*(F) = v*(E N B) + v*(E N B°) folgt. Dies beweist B € A,«. Sei umge-
kehrt B € A,-. Wir nehmen zuerst an, dass v*(B) < oo ist. Dann existiert, fiir jedes
k € N, eine abzéhlbare Familie (C), x)nen von Elementen von R mit B C U,enC,, und
Yoo o V(Cng) < VX(B) + 2% Die Teilmenge C' = Ngen(UnenCr i) von X ist dann ein
Element von A(R) mit B C C' und

N 1
v (B) < v*(C) < v (UpenChi) SZI/ )—|—?
n=0

fir alle £ € N, somit v*(C) = v*(B). Beachte, dass wegen B € A, insbesondere
v*(C) =v*(CNB)+ v (CNB°) =v*B)+v*C\ B) gilt; mit v*(C) = v*(B) < oo folgt
v*(C'\ B) = 0. Analog existiert fiir die Teilmenge C'\ B C X (welche Mal 0 < oo
hat) ein Element D € A(R) mit C \ B C D und v*(C \ B) = v*(D) = 0. Setze
nun A := C N D¢ dann ist A € AR) mit A C CN(C\B)=CNB = B und
v'(C\ A =v(CnNn(C°UD)) < v*D) =0, damit v*(C \ A) = 0. Dies beweist die
andere Inklusion in diesem Fall. Im Fall, wo v*(B) beliebig ist, zerlegen wir X = U,enB,,
mit B, € R, B, N B,, = @ fiir alle m # n und v(B,) < oo fir alle n € N (moglich
da v o-endlich). Insbesondere gilt B N B, € A, mit v*(BN B,) < v*(B,) < oo fir
alle n € N. Fiir jedes n € N finden wir nach dem ersten Fall Elemente A,,C,, € A(R)
mit A, C BN B, C C,, und v*(C, \ 4,) = 0. Setze A := UpenA, und C := NyenCy,
dann gilt A,C € A(R) mit A C UpenB N B, = B C NypenC, = C und v*(C'\ A) =
V*(MpenCn N NgenAS) < v*(Co\ Ag) = 0, d.h., v*(C'\ A) = 0. Dies zeigt die Behauptung.
\/

Sei nun B € A+, dann existieren nach der Behauptung A, C' € A(R) mit A C B C C' und
v*(C\A) =0. Es folgt B=AU(B\A) mit A€ A(R), B\AC C\Aund v*(C\A) =0,
d.h., B ist die Vereinigung eines Elements aus A(R) und einer v}, i, -Nullmenge. Daraus

—

folgt B € ./TU?) . Dies zeigt A, = A(R) und schlieBt den Beweis der Proposition|A.8ab. [J

Proposition impliziert, dass das in der Definition definierte Lebesgue-Maf3 A mit
dem Maf3 v* aus dem Korollar [A.7] iibereinstimmt.
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A.2 Lebesgue-Maf3 auf R*

Wie bereits im Abschnitt erwihnt wird, entsteht das Lesbesgue-Maf auf R* durch
das Vervollstédndigen eines Produktmafes, siche Definition Datfiir braucht man die
Konstruktion des Produktmafles zweier o-endlicher Mafle. Eine gute Referenz fiir diese
Konstruktion ist [6].

A.2.1 Existenz und Eindeutigkeit des Produktmafes

In diesem Abschnitt wollen wir Proposition beweisen. Seien (X, A, ) und (Y, B, v)
Mafrdume mit g und v o-endlich. WOHLDEFINIERTHEIT VON p ZEIGEN... Wir
miissen zeigen, dass die Abbildung A x B — [0,00|, A x B +—— u(A) - v(B), sich auf
A® B zu einem eindeutigen Maf fortsetzen ldsst. Wir besprechen zuerst die Eindeutigkeit
der Fortsetzung. Dafiir fithren wir den Begriff einer monotonen Klasse ein:

Definition A.9 FEine monotone Klasse auf einer Menge X ist eine Teilmenge M C
P(X), welche folgende Monotonieeigenschaften erfillt:

i) Fir jede Folge (Ap)nen von FElementen von M mit A, C A,y Vn € N gilt
Unen An € M.

ii) Fir jede Folge (A,)nen von Elementen von M mit A, D A,.1 Vn € N gilt
Mpen An € M.

Zum Beispiel ist jede o-Algebra eine monotone Klasse; nicht jede monotone Klasse ist
aber eine o-Algebra (wéhle z.B. M := {X} C P(X)). Der Begriff einer monotonen
Klasse kommt daher, dass die Menge der Elemente einer gegebenen o-Algebra, wo zwei
endliche Mafe iibereinstimmen, eine monotone Klasse ist: sind g, s : A — [0, 00| zwei
endliche Mafle, so ist

{Ae Al m(A) = p2(A)}

eine monotone Klasse (Ubungsaufgabe; benutze dabei Proposition [3.12)).

Wie bei o-Algebren existiert der Begriff einer erzeugten monotonen Klasse:

Proposition A.10 Fir eine Menge X sei S C P(X) eine beliebige Teilmenge. Dann ist

MS)= () M
M monot. Kl.
SCM
eine monotone Klasse auf X, die S enthdlt. Diese monotone Klasse ist die kleinste mono-
tone Klasse auf X, die S enthdlt. Sie wird die von S erzeugte monotone Klasse genannt.

Beweis: Per Definition enthédlt M(S) die Menge S. Sei (A, )nen eine beliebige Folge von
Elementen von M(S). Fiir jede monotone Klasse M auf X mit & C M ist insbesondere
(Ap)nen eine Folge von Elementen von M. Falls (A, )neny monoton wachsend ist (d.h.,
An C Appr Vn € N), st |, ey An € M nach Definition einer monotonen Klasse. Dies gilt
fiir jede monotone Klasse M auf X mit S € M, d.h., {J, oy An € M(S). Der Fall einer
monoton fallenden Folge ist analog. Dass M(S) C M fiir jede monotone Klasse M auf
X mit & C M gilt, ist per Definition von M(S) klar. Damit ist M(S) die kleinste S
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enthaltende monotone Klasse auf X. ]

Da jede o-Algebra eine monotone Klasse ist, gilt insbesondere M(S) C A(S), wobei
A(S) die von S erzeugte o-Algebra bezeichnet. Im Fall, wo die Teilmenge S C P(X) eine
Mengenalgebra ist, ist die davon erzeugte monotone Klasse eine o-Algebra:

Proposition A.11 Fir eine Menge X sei S C P(X) eine Mengenalgebra iber X, d.h.,
es gelten @ € S, A= X\ A €S firalle Ac S und AUB € S fir alle A,B € S. Dann
ist M(S) eine o-Algebra auf X. Insbesondere gilt M(S) = A(S).

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass M(S) eine Mengenalgebra ist. Daraus folgt unmittelbar,
dass M(S) eine o-Algebra ist. Nach Definition gilt & € S € M(S).

Behauptung 1: Fiir alle A € M(S) ist A° € M(S).

Beweis der Behauptung: Wir betrachten die Menge

N = {AePX)|A € M(S)}

und zeigen, dass N eine monotone Klasse auf X ist, die S enthilt; somit enthilt sie
automatisch M(S) und die Behauptung ist bewiesen.

Ist A € S, so ist nach Definition einer Mengenalgebra A¢ € S und somit A¢ € M(S);
dies beweist S C N. Sei nun (A, ),en eine monoton wachsende Folge von Elementen
von N. Dann ist (U,cyAn)® = Npen A%, wobei (Af)yen eine monoton fallende Folge
von Teilmengen von X ist. Fiir alle n € N ist aber AS € M(S) (wegen A4, € N),
insbesondere ist (A€ ), en eine monoton fallende Folge von Elementen von M(S). Da M(S)
eine monotone Klasse ist, folgt [,y A% € M(S). Der Fall einer monoton wachsenden
Folge von Elementen von N ist analog. Damit ist N eine S enthaltende monotone Klasse
auf X und die Behauptung ist bewiesen. V
Behauptung 2: Fiir alle A, B € M(S) gilt AU B € M(S).

Beweis der Behauptung: Sei zuerst B € §. Wie vorher betrachten wir die Menge

Up = {A€P(X)|AUB € M(S)}

und zeigen, dass Up eine S enthaltende monotone Klasse ist. Ist zuerst A € S, so gilt
AUB e S C M(S) (weil S eine Mengenalgebra ist), insbesondere gilt A € Up. Sei nun
(An)nen eine monoton wachsende Folge von Elementen von Up. Dann ist (|J,,cy An)UB =
Unen(An U B), wobei (A, U B)pen eine monoton wachsende Folge von Teilmengen von
P(X) ist. Da aber A, € Up ist, gilt A,UB € M(S), insbesondere | J,,.(4,UB) € M(S),
da M(S) eine monotone Klasse ist. Dies zeigt |J, .y An € Up. Der Fall einer monoton
fallenden Folge von Elementen von Up ist analog. Damit ist Up eine S enthaltende mo-
notone Klasse auf X, insbesondere enthilt sie auch M(S). D.h., wir erhalten damit, dass
AU B e M(S) fiir alle A € M(S) und alle B € S.

Sei nun B € M(S) beliebig. Wir betrachten die oben definierte Menge Up und zeigen
wiederum, dass Up eine S enthaltende monotone Klasse ist. Nach dem obigen Fall ist
S C Up. Der Beweis davon, dass Up eine monotone Klasse ist, ist derselbe. Dies zeigt
M(S) C Ug. Insgesamt erhalten wir AU B € M(S) fiir alle A, B € M(S), was zu be-
weisen war. Vv
Nach den Behauptungen 1 und 2 (sowie wegen @ € S C M(S)) ist M(S) eine Mengenal-
gebra. Es bleibt noch, zu zeigen, dass M(S) eine o-Algebra ist.

Behauptung 3: Die monotone Klasse M(S) ist eine o-Algebra.
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Beweis der Behauptung: Es ist lediglich, zu zeigen, dass M(S) unter abzéihlbarer Ver-
einigung stabil ist. Sei (A, )nen eine beliebige Folge von Elementen von M(S). Dann
gilt U,en An = U,en En, wobei B, := [J,_, Ar. Da aber M(S) eine Mengenalgebra
ist, gilt £, € M(S). AuBerdem ist die Folge (E,)nen offenbar monoton wachsend (es
gilt £, C E,; fiir alle n € N). Da M(S) eine monotone Klasse ist, folgt (J, oy An
Unen En € M(S). Dies beweist die Behauptung.

Da jetzt M(S) eine o-Algebra ist, die S enthélt, gilt A(S) C M(S). Die andere Inklusion
haben wir bereits bewiesen, siehe oben. Damit gilt A(S) = M(S) und die Proposition
[A 1Tl ist bewiesen. O

Proposition erlaubt es, die Gleichheit zweier endlicher Mafie zu beweisen, die bereits
auf einer echt kleineren Teilmenge der o-Algebra iibereinstimmen. Dafiir brauchen wir
den Begriff von Mengenhalbalgebra:

Definition A.12 Fine Mengenhalbalgebra auf einer Menge X ist eine Teilmenge H C
P(X), welche folgende Eigenschaften besitzt:

i) Fiir alle A,B € H gilt AN B € H.

ii) Fiir jedes A € H existiert eine endliche paarweise disjunkte Familie (A;)*_, aus H
(wobei k € N) mit A® = Uf:o A;.

Ein einfaches Beispiel einer Mengenhalbalgebra ist die Teilmenge A x B:= {A X B| A €
A, B € B} von P(X xY), wobei A bzw. B eine o-Algebra auf X bzw. Y ist. Namlich gilt

(AxB)N(C'xD) = (ANC)x(BND) und (AxB)¢ = (A°xB) U (Ax B°) 0 (A°x B°). Jede
Mengenalgebra ist offensichtlich eine Mengenhalbalgebra, die Umkehrung gilt aber nicht
(wéhle z.B. A x B wie oben oder — noch einfacher — X :={0,1} und H := {@, {0}, {1}}).
Bemerke, dass @ € H gilt, sobald H nichtleer ist, denn: ist A € H, so ist A° = Uf:[) A, fir
eine endliche paarweise disjunkte Familie (A;)%_, aus H, insbesondere ist @ = ANA, € H.

Proposition A.13 Sei H eine nichtleere Mengenhalbalgebra auf einer Menge X. Dann
ist die kleinste Mengenalgebra auf X, die H enthdlt, gleich der Menge C(H) der endlichen
paarweise disjunkten Vereinigungen von Elementen von H.:

k
C(H) = {AEP(XHA:UAZ- wobeik‘EN,AiGH,AiﬂAjZQVOSi#jSk‘}.

1=0

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass C(H) eine Mengenalgebra auf X ist, die H enthélt. Per
Definition gilt H C C(H) (wihle k = 0). Wegen @& € H (siehe oben) gilt also @ € C(H).
Sind A, B € C(H), so existieren paarweise disjunkte Elemente Ag,..., Ay € H bzw.
By,...,B, € H mit A = Uf:o A; bzw. B = Ué’:o B;. Damit gilt AN B = (U?:o A;) N
(Ui’:o B;) = U AinN Bj, wobei die Teilmengen A; N B; paarweise disjunkt sind und
s
in H liegen (da H eine Mengenhalbalgebra ist); daraus folgt AN B € C(H). Sei nun
A= Uf:o A; € C(H), wobei Ay, ..., A € H paarweise disjunkt sind. Per Induktion iiber
k zeigen wir, dass dann A¢ € C(H) gilt. Fiir k¥ = 0 ist dies die Definition einer Men-
genhalbalgebra. Angenommen, die Behauptung wére fiir £ € N richtig. Ist A = Ufjol A,

s gilt A7 = (ULg A) U Ak ) = (UL A)° 0 Af,, wobei (UL A = UL By mit
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paarweise disjunkten By, ..., B,, € H nach Induktionsvoraussetzung. Wegen Ay, € H
existieren paarweise disjunkte Cy,...,C, € H mit A7 , = U;L:O C,. Insbesondere gilt

A = Jozjem Bj N Cp, wobei die Teilmengen B; N C,, paarweise disjunkt sind und in
0<p<n

‘H liegen. Dies beweist die Behauptung fiir £ + 1 und somit fiir alle £ € N. Insgesamt
erhalten wir A° € C(H). Die zwei letzten Eigenschaften liefern A U B € C(H) fiir alle
A, B € C(H), denn: AU B = (A°N B°)° mit A°, B¢ € C(H), somit A°N B* € C(H) und
daher (A°N B¢)¢ € C(H). Dies beweist, dass C(H) eine Mengenalgebra auf X ist.

Dass C(H) die kleinste H enthaltende Mengenalgebra auf X ist, ist offensichtlich: ist C
eine beliebige Mengenalgebra auf X, die H enthéilt, so enthélt sie alle endlichen Vereini-
gungen von Elementen von #, insbesondere enthélt sie C(H). O

Wir kommen zum Hauptsatz, der es erlaubt, die Eindeutigkeit von Maflen zu beweisen.

Satz A.14 Seien (X, A) ein Messraum und py, 1o : A — [0, 00] zwei Mafe.

i) Angenommen, py und po seien endlich mit ), = pay,, fir eine nichtleere Men-
genhalbalgebra H C A. Dann gilt ) = H2|aga» WObEL A(H) die von H erzeugte
o-Algebra (auf X ) bezeichnet.

i) Angenommen, es gibe eine Mengenhalbalgebra H C A mit i), = pap,, sowie eine
Folge (H,,)nen von Elementen von H mit X =J H, und p(H,)(= pa(Hy)) < 0o

neN
fiir alle n € N (insbesondere sind ji1, 1o o-endlich). Dann gilt Py = H2lagre -

Beweis: Der Beweis folgt auf elementare Weise aus den vorigen Ergebnissen.

i) Gilt pg, = piagy,, s0 gilt i (UiZg Ai) = Xigm(A) = Do pa(A) = pa(Uiy Ai)
fiir jede endliche paarweise disjunkte Familie (A4;)%, von Elementen von H (denn s,

und po sind MafBe). Mit Proposition folgt 11 (A) = pa(A) fiir alle A € C(H), d.h.,
Mlepy = H2lepy- Da aber i und e endlich sind, ist die Menge {A € A[pi(A4) = p2(A) }
eine monotone Klasse auf X (siehe oben); wenn diese monotone Klasse C(H) enthélt,
enthélt sie dann auch die davon erzeugte monotone Klasse nach Proposition d.h.,
M ey = M2l - D@ aber C(H) eine Mengenalgebra ist, gilt M(C(H)) = A(C(H))
nach Proposition , insbesondere auch fu), 0y = H2|4ciny - s bleibt, zu bemer-
ken, dass A(C(H)) = A(H) gilt. Die Inklusion A(H) C A(C(H)) folgt unmittelbar aus
H C C(H); die andere Inklusion A(C(H)) C A(H) folgt aus C(H) C A(H) (jede o-
Algebra ist bereits eine Mengenalgebra). Insgesamt erhalten wir ju; A = H2l 4y WaS 21
beweisen war.

i1) Der Beweis basiert auf Teil i) sowie auf folgenden Behauptungen.

Behauptung 1: Es kann angenommen werden, dass die Familie (H,),en paarweise dis-
junkt ist.

Beweis der Behauptung: Sei (H,)neny wie in den Voraussetzungen (beachte insbesondere,
dass H nicht leer sein kann). Man setzt Hy := H, und betrachtet die induktiv definierte
Folge H,y1 = Hpp1 \ (Ui, H;), n € N. Per Konstruktion gilt H; N H; = & fiir alle
i,7 € Nmit i # j. Es ist aulerdem elementar, zu iiberpriifen, dass J_, H; = ], H; fiir
alle n € N gilt, insbesondere auch |J, .y Hn = U, ey Hn = X. Bemerke, dass H, € C(H)
fiir alle n € N gilt: fiir n = 0 ist es klar (H C C(H)); gilt H,, € C(H) fiir ein n € N,

so gilt Hpy1 = Hypq ﬂ(U H,;)¢ € C{H), insbesondere liefert diese Induktion (iiber n)
\-v/ -~
€H =
€C(H)
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H, € C(H) fiir alle n € N. Proposition liefert die Existenz, fiir jedes n € N, einer

natiirlichen Zahl k(n) > 1 und einer paarweise disjunkten endlichen Familie (AE”))ffg) von

Elementen von H mit H, = Ufi%) AE"). Schlie_ﬁlich gilt wegen py (H,) = pu2(H,) < oo und
H, C H, (per Definition von H,) auch u;(H,) < u;(H,) < oo fir i = 1,2 und somit
1 (A™)) = 1o (A™) < o fiir alle i € {0,...,k(n)} (beachte, dass A™ € H C A fiir alle

i,n gilt). Daraus folgt X = J, . UM% A" wobei A ﬂA§m) = o fiir alle (i,n) # (j,m)
und mit ul(A(")) = ,LLQ(A(")) < 00; da eine abzihlbare Vereinigung von endlichen Mengen

wieder abzahlbar ist (Proposition , folgt die Behauptung 1. vV
Von hier aus nehmen wir also an, dass die Familie (H,),en paarweise disjunkt sei, also
H,NH,, = & fiir alle n # m. Fiir jedes n € N definieren wir A, :={ANH,|A € A} C
P(H,).

Behauptung 2: Die Menge A, ist eine o-Algebra auf H,, und es gilt A, = {A € A|A C
H,}.

Beweis der Behauptung: Die Tatsache, dass A, eine o-Algebra auf H, ist, ist elemen-
tar zu beweisen (Ubungsaufgabe). Fiir die letzte Identitit ist die Inklusion A, D {A €
A|A C H,} trivial (wegen A = AN H, falls A C H,) wihrend die andere Inklusion
A, c{Ae A|AC H,} aus H, € A folgt. V
Die Mafle p1), ,po|, sind nun wegen p;(H,) = pao(H,) < oo endliche MaBe auf A,, mit
ui(H) = po(H) fir jedes H € ‘H mit H C H,. Analog wie in der Behauptung 2 ist es
elementar, {H € H|H C H,} = HNH, := {HNH,|H € H} zu beweisen (benutze
H N H, € H); desweiteren ist H N H,, eine Mengenhalbalgebra auf H, (auch elementar,
wird als Ubungsaufgabe gelassen) und ist auch nicht leer. Teil ¢) aus Satz impliziert
dann (i1, 0y = H2lamnm,,» Wobel A(H N Hy,) die von der Mengenhalbalgebra H N H,
erzeugte o-Algebra auf H,, ist.

Behauptung 3: Es gilt A(HN H,) = AH)NH, ={ANH,|Aec AH)}.

Beweis der Behauptung: Die Inklusion A(H N H,) C A(H) N H,, folgt aus H N H, C
A(H) N H, (wegen H C A(H) und per Definition von A(H) N H,) und der Tatsache,
dass A(H) N H,, eine o-Algebra auf H, ist (Ubungsaufgabe). Fiir die andere Inklusion
betrachtet man die Menge Q,, := {A C X|ANH, € A(HNH,)} C P(X) und zeigt,
dass Q,, eine o-Algebra auf X ist, die H enthilt (Ubungsaufgabe), somit enthilt Q,, auch
A(H), d.h., es gilt AN H, € A(HN H,) fir alle A € A(H), was zu beweisen war. vV
Sei nun A € A(H) beliebig, dann gilt A = J, (AN H,), wobei ANH,, € A(H)NH, =
A(H N H,) (nach Behauptung 3) und AN H,, € A. Nach Voraussetzung ist die Familie
(AN H,)nen paarweise disjunkt (siehe oben), somit folgt aus der o-Additivitat von py
und fuo:

m(A) = Y m(ANH,)

= ZNJ?(A NH,)
= U2(A)>

was zu beweisen war. ]

Insbesondere bekommen wir die Findeutigkeit des Produktmafies aus Proposition [3.60}
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Korollar A.15 Seien (X, A, n) und (Y,B,v) Mafirdume mit p und v o-endlich. Dann
existiert hochstens ein Maf$ p auf A ® B mit

p(A x B) = u(A)v(B) fir alle (A,B) € Ax B.

Beweis: Sind p und p’ zwei Mafie auf A® B mit p(A x B) = pu(A)v(B) = p'(A x B) fiir alle
(A,B) € A x B, so gilt insbesondere p|, , = Pl s WObel A x B eine Mengenhalbalge-
bra ist, siche oben. Da aulerdem p und v o-endlich sind, existieren abzéhlbare Familien
(An)nen aus A und (By,)men aus B mit (J, .y An = X und p(A,) < oo fiir alle n € N
(bzw. U peny B = X und v(B,,,) < oo fiir alle m € N). Es folgt X xY ={J,, ,cn AnU Bp,
mit A, X B,, € Ax B und p(A, x B,) = p'(A, X By,) = u(A,)v(B,,) < oo, wobei die
Familie (A, X By,)mnen abzihlbar ist (Proposition . Da per Definition die von A x B
erzeugte o-Algebra auf X x Y die o-Algebra A ® B ist, liefert Satz[A.14]i7) die Identitét

Plass = piA@B’ dh7 pP= P/- H

Nun wollen wir die Existenz eines (notwendigerweise eindeutigen) ProduktmaBes zeigen.
Dafiir miissen wir Lemma beweisen.

Lemma A.16 Seien (X, A, p) und (Y, B,v) Mafiriume und E € A® B. Dann gilt:

i) Fir allex € X ist E, == {y € Y|(x,y) € E} CY Element von B; analog ist fir
jedes y € Y die Teilmenge E, == {z € X |(x,y) € E} C X Element von A.

ii) Ist v o-endlich, so ist die Abbildung X — [0,00|, * — v(E,) messbar. Analog
gilt die Aussage fir Y — [0,00], y — p(Ey), falls p o-endlich ist.

Beweis: Beide Aussagen folgen wiederum aus dem Prinzip der guten Mengen.

i) Man fixiere x € X und betrachte K, .= {F C X x Y |E, € B} C P(X xY). Wenn
wir zeigen, dass K, eine A x B enthaltende o-Algebra auf X x Y ist, folgt insbesondere
A® B C K,, was die Behauptung liefert (da x € X beliebig gew#hlt wurde). Dass I,
eine o-Algebra auf X x Y ist, ist aber klar (benutze lediglich, dass B eine o-Algebra ist
sowie (E¢), = (£;)¢ und (U,en En)e = Unen(En)z, was auch elementar zu zeigen ist).
Ist E=AxBeAxB,sogilt E,=BeBfallsz € Aund E, = @ € B falls x € A,
insbesondere immer E, € B, d.h., F € K,. Dies beweist A x B C K, und somit E, € B
fiir alle z € X. Bemerke, dass wir dabei die Tatsache nicht verwendet haben, dass A eine
o-Algebra ist. Der Fall von E, (mit y € Y) ist analog (nutze diesmal nur, dass A eine
o-Algebra ist). Dies zeigt 7).

i7) Nach ) ist diese Abbildung erstmal wohldefiniert. Wir fangen mit dem Fall an, wo v
endlich ist. Betrachte

E={FCXxY|E, €Bfirallez € X und z — v(FE,) ist messbar} C P(X xY).

Wir zeigen, dass € eine C(A x B) enthaltende monotone Klasse auf X x Y ist; dar-
aus folgt £ D M(C(A® B)), d.h., € D A(C(A x B)) (Proposition [A.11]), was zusam-
men mit A(C(A x B)) = A(A x B) (“D” wegen C(A x B) D A x B, “C” wegen
C(A x B) C A(A x B), siche Beweis von Satz [A.14]i)) und A(A x B) = A® B (per
Definition) die Behauptung liefert. Ist zuerst £ = A x B € A x B, so gilt £, € B fiir
alle z € X (siehe oben) sowie v(E,) = v(B) falls x € A und v(E,) = v(@) = 0 falls
x € A° d.h., die Abbildung x — v(E,) stimmt mit v(B) - x4 : X — [0, 00] iiberein,
wobei x4 : X — {0,1} die charakteristische Funktion von A ist. Wegen A € A ist aber
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Xa — und somit auch v(B) - x4 — messbar, siche Beispiel .3. Dies zeigt F € £ und
somit A x B C £. Sind E, F € & disjunkt, so gilt (FEUF), = E, U F, fir alle z € X,
wobei B, NF, = & (wegen ENF = &) und E, UF, € B (wegen B o-Algebra); auflerdem
ist ¢ — v(E, UF,) = v(E,) + v(F,) als Summe zweier messbarer Funktionen wieder
messbar, somit gilt £ U F' € £. Dies zeigt insbesondere, dass £ alle endlichen paarwei-
se disjunkten Vereinigungen von Elementen der (wohl nichtleeren) Mengenhalbalgebra
A x B enthélt und somit auch C(A x B) nach Proposition Nun beweisen wir, dass
& eine monotone Klasse auf X x Y ist. Sei (E,)nen eine beliebige monoton wachsende
Folge von Elementen von €. Dann ist (e £n)z = Upen(En)e € B (da B eine o-Algebra
ist) fir alle x € X. Da fiir jedes € X die Folge ((E,):)neny von Elementen von B
monoton wachsend ist, gilt v(J, cn(En)x) :r}ingo v((E,),) nach Proposition [3.12] Wegen

E, € & ist aber jede Abbildung = — v((E,),) messbar, insbesondere liefert Propositi-
on [3.25 dass x — v({J,cn(En)z) als punktweiser Grenzwert einer Folge von messbaren
Funktionen wieder messbar ist. Dies zeigt somit |J,.y En € €. Fiir eine monoton fallen-
de Folge (E,)nen von Elementen von £ ist wiederum ((,cy En)e = (pen(En)z € B fiir

alle v € X. Wegen (E,11): C (E,), fir alle n € N;x € X und weil v endlich ist, gilt
V(Mpen(En)e) = lim v((E,),), wieder nach Proposition [3.12, Proposition [3.25(impliziert,
n—o0

dass x = v((),en(En)2) dann als punktweiser Grenzwert einer Folge von messbaren Funk-
tionen wieder messbar ist, somit gilt (),,.y En € €. Fiir ein endliches Ma8} v ist somit £
eine C{A x B) enthaltende monotone Klasse auf X x Y ist, was zu beweisen war.

Im Falle, wo v lediglich o-endlich ist, schreiben wir ¥ = (J, .Y, mit ¥, € B und
v(Y,) < 0o. O.B.d.A. sei die Familie (Y},),eny monoton wachsend (sonst ersetze Y;, durch
Y, = U._,Yx € B fiir alle n € N). Dann ist, fiir jedes n € N, die Abbildung v, :
B — [0,00], B+ v(BNY,), ein MaB auf B (Ubungsaufgabe) mit v,(Y) = v(Y,,) < oc.
Sei nun F € A ® B beliebig. Nach dem obigen Fall ist dann, fiir jedes n € N, die
Abbildung = + v,(E,) messbar. AuBerdem gilt E, = J, oy E: NY, fiir alle z € X,
wobei die Folge (E, N Y,)nen aus B monoton wachsend ist. Proposition liefert
v(E,) :nh_{glo v(E,NY,) :nh_{go vn(E;) fiir alle x € X. Wir erhalten « — v(E,) somit als
punktweisen Grenzwert einer Folge von messbaren Funktionen, insbesondere impliziert

Proposition dass x +— v(E,) messbar ist. Dies beweist Lemma [A.16] O

Beachte, dass Lemma Lemma beweist. Nun sind wir in der Lage, die Existenz
eines (des) ProduktmafBes zu zeigen.

Satz A.17 Seien (X, A, u) und (Y, B,v) Mafrdume mit v o-endlich. Dann definiert
p: A®B — [0, 00], E+— / v(E,)du(z),
be

ein Maf$ auf A® B mit p(A x B) = u(A)v(B) fir alle A x B € A x B. Desweiteren ist p
o-endlich, sobald pv auch o-endlich ist.

Beweis: Nach Lemma ist p wohldefiniert, da fiir alle £ € A ® B die Abbildung
x +— v(FE,) wohldefiniert, messbar und nichtnegativ ist. Wegen @, = & fiir alle z € X ist
z + v(E,) die Nullabbildung und somit gilt p(@) = [, 0du = 0. Sei (Ey,)nen eine Folge
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von paarweise disjunkten Elementen von A ® B, dann gilt

UED) = [ B)duta)

neN neN

_ /X (| J(Edu()  mit (BN (Bp)e =2 Vi #m

neN

= /)(ZV((En>x)dﬂ(£L‘)
= f:/ v((Ep)e)du(x) nach Korollar [3.35

= Z p(En).

Dies beweist, dass p ein Mafl auf A® Bist. Ist E = Ax B € Ax B, soist x — v(E,) die
Abbildung v(B) - x4 (siehe Beweis von Lemma [A.16)), insbesondere gilt

W(B) - xadi =(B) [ xadn = v(B)n(A)

X

p(AxB)=/

X

Ist nun g auch o-endlich, so existieren abziahlbare Familien (A;,),en aus A und (By,)men
aus B mit (J, .y An = X und p(A4,) < oo fiir alle n € N (bzw. {J,,cy Bm = X und
v(B,,) < oo fiir alle m € N). Es folgt X x Y = Um’neN A,UDB,, mit A, x B,, € Ax B
und p(A, X By,) = pu(A,)v(By) < 0o, wobei die Familie (A,, X By,)mnen abzéhlbar ist

(Proposition . Dies zeigt, dass p dann ebenfalls o-endlich ist. 0

Mit Satz und Korollar erhalten wir die Existenz und Eindeutigkeit des Pro-
duktmafBes und somit Proposition [3.60]

A.2.2 Charakterisierung des Lebesgue-Mafles

Das n-dimensionale Lebesgue-Maf} besitzt bestimmte Eigenschaften, die u.a. zur Trans-
formationsformel fithren. Erstens kann dieses Mafl durch seine Translationsinvarianz und
das Mafl des Einheitsquaders charakterisiert werden.

Proposition A.18 Fiir ein beliebiges n € N ist das n-dimensionale Borel-Lebesgue-Maf
Wy das einzige Maf auf B(R™) mit:

i) pn ist translationsinvariant, d.h., p,(x + B) = u,(B) fir alle B € B(R™) und
r eR”,

i) pa([0,1[") = 1.

Beweis: Nach Konstruktion des Mafles p,, gilt o, ([1:,[as, bi[) = [}, (b; — a;), insbeson-
dere 11,([0,1[") = 1. Um zu beweisen, dass pu, translationsinvariant ist, fixieren wir ein

x € R" und betrachten die Abbildung i, : B(R"™) — [0, 0], fin(B) := pn(x+ B). Dann ist

ft, wohldefiniert (die Abbildung R" N Re st ein Homd&omorphismus, insbesondere gilt
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(z +1d)(B) € B(R") fiir alle B € B(R")) und ist ein MaB auf B(R") (Ubungsaufgabe).
Desweiteren gilt, fiir alle a; < b; e R, 1 <17 < n,

n n n n

in(] [l i) = Mn(ﬂerH[aiabiD = (] [lws +aiswi+- b)) = [ [ (b = @) = pn(] [l D)

i=1 i=1 i=1 i=1

wobeil = (z1,...,2,). Da B(R") durch Produktmengen der Form [[;_,[a;, b;[ erzeugt
wird, folgt aus Satz die Identitat g, = p,. Insbesondere gilt u,,(z + B) = p,,(B) fiir
alle B € B(R™), d.h., p, ist translationsinvariant.

Nun beweisen wir die Eindeutigkeit. Sei p : B(R™) — [0, oo] ein beliebiges Maf}, welches
i) und 22) erfillt. Wie vorher reicht es, p([ [\, [a:, b:]) = [ i, (b; — ;) fiir alle a; < b; € R,

i=1
1 < i < n, zu beweisen, um p = u, zu zeigen. Seien 2n beliebige reelle Zahlen a; < b;,
1 <4 < n. Da p translationsinvariant ist, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass a; = ... =
an, = 0 gilt (sonst ersetze [[1_,[a;, b;[ durch —(ay,. .., a,) + 17, [ai, bi[= [, [0, b; — a;]).
Im Fall, wo by,...,b, € Q, schreiben wir b; = 2 mit p, € N und ¢; € N \ {0},
1 < < n. Dann gilt [[iZ,[0,bi[= UJ'_, ... ?::1[%—:1,;—1[><... X [j’;—zl,g—z[, wobei die
Vereinigung auf der rechten Seite disjunkt ist. Nach der Translationsinvarianz von p gilt

dann p(TT,[0,0:)) = p1 oo o ([0, 2[x ... x [0, qin[) Nun kénnen wir auch [0, 1[* als

T q1

disjunkte Vereinigung schreiben: es gilt [0, 1["= j,_, - .. 5221[j1q:1’ (%[X S X [‘72—;1, %[,

somit (wieder mit der Translationsinvarianz von p) gilt 1 = ¢ - ... - g, - p([0, qil[x coe X

[O,qin[). Daraus folgt /J([O,qil[x... X [O,qin[) = q1..1.qn und somit auch p(I;,[0,6:]) =

1T, B o= [T;, bi, was zu beweisen war. Im allgemeinen Fall, wo by,...,b, € R, exi-
stieren n monoton wachsende rationale Folgen (uy;)reny mit ug, k_)—go b, fur alle 1 <
i < n. Dann ist J]7[0,00= Up_o-- - Up.—ol0, g, 1% ... x [0, ug, »[. Da die Vereini-
gung iiber k; monoton wachsend ist, folgt aus Proposition [3.12] dass u([]\,[0,b:]) =
limyg, o0 ([0, ury 1 [X Upoo - - - U =00, kg 2[ X - - - X [0, up, n[). Sukzessiv auf ky, ko, ..., &y
angewendet liefert dieses Argument, zusammen mit der Diskussion des ersten Falles,

n

p(JJI0,6:) = lim ... Tim ([0, wg1[% .. X [0, g, n])
. k1—o00 kn—o0
i=1
= lim ... im wg1-... Uk, n
k1—00 kn—00
= lim ... lim g1 Uk _yn-1-0n
k1—>oo kn,1—><>o ? ’
- bl teel bn7
was zu beweisen war. O

Das Lebesgue-Mafl bleibt auch erhalten unter Isometrien.

Proposition A.19 Fiir ein beliebiges n € N ist das n-dimensionale Borel-Lebesgue-Maf
Wy invariant unter Isometrien, d.h., es gilt p,(F(B)) = pn(B) fir alle B € B(R") und
alle Isometrien F' des R™.

Beweis: Jede Isometrie F' des R™ ist der Form F(x) = A -z + b, wobei A € M,x,(R)
eine Orthogonalmatrix und b € R" ein Vektor sind. Da y, nach Proposition trans-
lationsinvariant ist, kann b = 0 angenommen werden. Da auflerdem jede Isometrie als
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Nacheinanderausfithrung von endlich vielen Orthogonalspiegelungen geschrieben werden
kann (siehe Linearalgebra I oder Mathematische Methoden der Physik), konnen wir auch
annehmen, dass A die Matrix einer Orthogonalspiegelung ist. Nun betrachten wir die
Abbildung i, : B(R") — [0,00], B +— pn(A - B). Bemerke, dass fi,, wohldefiniert
ist, weil A : R" — R" ein Homoomorphismus ist (somit gilt A - B € B(R") fiir al-
le B € B(R")). Dann ist fi, ein MaB auf B(R") (Ubungsaufgabe) und ist wegen der
Translationsinvarianz von p, translationsinvariant: fir alle x € R” und B € B(R") gilt
fn(z+ B) = pn(A-(x+ B)) = p(A- 2+ A- B) = p,(A- B) = 11,(B). Aus Propo-
sition folgt, dass p, proportional zu pu, ist: fiir o := [1,([0,1[") gilt @, = « - py,
denn 17, translationsinvariant mit 27z,([0,1[") = 1 (bemerke, dass o €]0, 00[ wegen A
Homdomorphismus und A([0,1[*) C [0, /n["). Schlieflich gilt o = 1 wegen A? = I,,: es
gilt pn(B) = pn(A% - B) = p,(A-(A-B)) = a- u,(A- B) = o*u,(B) fiir alle B € B(R"),
somit o? =1 (mit z.B. B := [0, 1["). Dies beweist die Proposition. O

Bemerke, dass sowohl Proposition als Proposition fir A, statt p, gelten:
fir jede Isometrie F' des R" definiert L — \,(F(L)) ein wvollstindiges Mafl auf L,
(Ubungsaufgabe); wenn dieses Mafi mit u, auf B(R") iibereinstimmt, dann stimmt es
automatisch mit A, auf £, iiberein, siehe Proposition [3.18 Dabei ist zu beachten, dass
N C R"™ genau dann eine p,,-Nullmenge ist, wenn F'(IN) eine u,,-Nullmenge ist (somit gilt
F(L) € L, fir alle L € L,,).



Anhang B

Mehr iiber Kompaktheit

In diesem Abschnitt sammeln wir einige wichtige Eigenschaften kompakter metrischer
Réume, die wir im Laufe der Vorlesung gebraucht haben aber nicht vorstellen konnten.

B.1 Kompaktheit und offene Uberdeckungen

Nach Definition ist ein metrischer Raum genau dann kompakt, wenn jede Folge eine
konvergente Teilfolge besitzt. Es gibt eine dquivalente Definition in Termen von offenen
Uberdeckungen.

Satz B.1 Ein metrischer Raum (X,d) ist genau dann kompakt, wenn jede offene Uber-
deckung von X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt, d.h., wenn fir jede Familie (U;)ies

von offenen Teilmengen von X mit X =|J U; eine endliche Teilmenge {iy, ..., i} C I
iel
existiert mit X = |J Uj;.

1<j<k

Beweis: Angenommen, jede offene Uberdeckung von X besitze eine endliche Teiliiberde-
ckung. Zuerst beweisen wir eine Eigenschaft von X, die das Analogon von Proposition
2.206]4i1) ist.

Behauptung: Sei (X, d) ein metrischer Raum so, dass jede offene Uberdeckung von X
eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Sei (K., )nen €ine beliebige monoton fallende (d.h.,
K,.1 C K, fiir alle n € N) Folge von nichtleeren abgeschlossenen Teilmengen von X.

Dann ist () K, eine nichtleere Teilmenge von X.
neN
Beweis der Behauptung: Die Teilmenge (| K, von X ist abgeschlossen als (unendlicher)
neN
Durchschnitt abgeschlossener Teilmengen von X. Angenommen, es gelte (| K, = &.

Wegen X\ (] K.) =U (X \ K,) gilt dann "

neN neN
U X\ K,) =X\@ =X,
neN
mit X \ K, offen (wegen K, abgeschlossen), d.h., die Menge {X \ K,, n € N} bildet eine
offene Uberdeckung von X. Nach Voraussetzung existieren endlich viele K, , ..., K, s.d.

p

X=X \K,).

=1
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Setze m := max(ny,...,n,), dann gilt X \ K,,, C X \ K,,, (weil (K,,),eny monoton fallend
ist), und somit X = JI_ (X \ K,,,) = X \ K,,,, d.h. K, = @, Widerspruch zur Annahme
K, # o fir alle n € N. Es folgt (| K, # &@. V

neN
Sei nun (x,),en eine beliebige Folge aus X. Dann ist, fiir alle N € N, die Teilmenge

Ky :={x,, n > N} C X abgeschlossen in X. Es gilt offenbar K,,,; C K, und K,, # &
fiir alle n € N. Somit ist (K,),en eine monoton fallende Folge abgeschlossener Teilmengen

von X . Aus der letzten Behauptung folgt, dass (| K, # &, d.h. es existiert einx € (| K,.
neN neN
Konstruiere nun eine streng monoton wachsende Abbildung ¢ : N — N wie folgt: wéhle

©(0) € N s.d. zy0) € Bi(z) N {xp, p € N}, und konstruiere induktiv ¢(n) durch:
Ty(n) € Bﬁl ()N {zp, p>p(n—1)+1}

(wegen x € K, fiir alle p € N ist der Durchschnitt auf der rechten Seite nicht leer). Die
so definierte Abbildung ¢ ist offensichtlich streng monoton wachsend, und die Teilfolge
(Zp(n) ) nen vON (T )nen erfiillt, fiir jedes n € N:

1

d n)s < M
(Tpn), ) ——

insbesondere d(xy(n), ) 7 0, d.h., zum) —+> x. Daraus folgt, dass (z,)nen eine
n——+0oo n—-+0oo

konvergente Teilfolge in X besitzt. Damit ist (X, d) kompakt.
Umgekehrt setzen wir voraus, dass (X, d) kompakt sei.

Lemma B.2 Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum. Sei U eine offene Uberdeckung
von X. Dann existiert ein € > 0 so, dass jeder offene Ball vom Radius € in (mindestens)
einem Element von U enthalten ist.

Beweis von Lemma Angenommen, dies gelte nicht. Fiir jedes n € N, n > 1, wiirde
dann ein z,, € X so existieren, dass B (z,) in keinem Element von U enthalten wire. Die
Folge (x,,)nen wiirde eine Teilfolge (x;(n))neN besitzen, die gegen ein x € X konvergieren
wiirde. Da U eine Uberdeckung von X ist, wiirde ein U € U existieren mit z € U, und
wegen U offen wiirde auch ein 7 > 0 so existieren, dass B,(z) C U. Sei dann N € N\ {0}

s.d. ﬁ < g und d(xy(n), ¥) < 5. Aus der Dreiecksungleichung wiirde damit

B 1 (pr(N)) C Br($) cU

o(N)

gelten, Widerspruch zur Konstruktion der Folge (,,)nen- V

Lemma B.3 Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum. Dann existiert es fiir jedes e > 0
eine endliche Uberdeckung von X durch offene Bdlle vom Radius €.

Beweis von Lemma[B.3} Angenommen, dies gelte nicht, d.h., es wiirde ein £ > 0 so geben,
dass jede endliche Familie von offenen Biéllen vom Radius € die Menge X nicht iiberdeckt.

Daher wiirde eine Folge (x,,)neny von X existieren mit z,,.1 ¢ |J B:(z;) fiir alle n € N.
0<i<n

Diese Folge wiirde eine Teilfolge (2y(n))nen besizten, die gegen ein x € X konvergieren
wiirde. Fiir ein festes 7 €]0, 5[ wiirde dann ein N € N existieren mit d(zy(), z) < r fir
alle n > N, und somit (nach der Dreiecksungleichung)

A(To(p), To(q) < €
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fir alle p, ¢ > N, Widerspruch zur Konstruktion der Folge (x,)nen- Vv

(Ende des Beweises von Satz Sei U eine beliebige offene Uberdeckung von X. Nach
Lemma existiert ein € > 0 s.d. jeder Ball in X von Radius € in einem Element von
U enthalten ist. Fiir dieses ¢ existiert nach Lemma eine endliche Familie By, ..., B,
von Billen von Radius ¢, die X iiberdecken (X = |J B;). Da jedes B; in einem Element

1<i<p
U; von U enthalten ist, folgt X = |J U;. Somit existiert eine endliche Teilmenge von
1<i<p
U, die X immer noch iiberdeckt. Daraus folgt, dass jede offene Uberdeckung von X eine
endliche Teiliiberdeckung besitzt. 0

B.2 Gleichméafligstetigkeit

Wir haben schon gesehen, dass jede auf einem kompakten metrischen Raum definierte
stetige Abbildung automatisch gleichmdfig stetig ist (Proposition . Wir beweisen
nun eine leicht stérkere Aussage, in der Situation, wo die Abbildung auf einem Produkt
von metrischen Rdumen definiert ist, von dem nur einer kompakt vorausgesetzt wird.

Proposition B.4 Sei f : X x Y — Z eine stetige Abbildung, wobei (X,dx), (Y, dy),
(Z,dz) metrische Riume sind und X XY mit der Produktmetrik versehen wird. Ist der
Raum (X, dx) kompakt, so ist f gleichmiBig stetig in x € X, d.h., fir alley € Y und
e > 0 ezistiert einn > 0 so, dass dz(f(z,y'), f(z,y)) < e fir alley € B,(y) CY und
alle z € X.

Beweis: Wie bei der Proposition fithren wir einen Widerspruchsbeweis durch. Ange-
nommen, dies gelte nicht, dann wiirde ein € > 0 und ein y € Y so existieren, dass es fiir
jedes n > 0 ein ¢’ € B, (y) und ein z € X gibt mit dz(f(z,y’), f(x,y)) > €. Insbesondere
existieren, fiir jedes n der Form £ (wobei n € N\ {0}), Elemente y, € B1(y) und z,, € X
mit dz(f(Tn, Yn), f(2n,y)) > €. Nach Konstruktion gilt y,, — y. Wegen (X, d) kompakt
n—oo
existiert eine Teilfolge (2, (n))nen Vo (25 )n>1 und ein x € X mit x,,,) — . Da f stetig
- n—oo
ist, folgt
dz([(om): Yom)s [T ¥)) — dz(f(2,y), f(2,y)) =0,

Widerspruch zu dz(f(@pm), Yom))s [(@pm), y)) = € > 0 fiir alle n € N. O
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Bezeichnungen

a A B, auBeres Produkt von o mit 3, 167
A(T), die von T erzeugte o-Algebra, 88
A ® B, Produkt o-Algebra, 113

B,.(x) oder BX(x), offener r-Ball um x im
metrischen Raum (X, d), 24

B,(r) oder Ef(m), abgeschlossener r-Ball
um z im metrischen Raum (X, d),
24

||, Lange von o € N™, 70

O, stetig, 13, 70, 161

O, stetig differenzierbar, 52, 161

C*, k-mal stetig differenzierbar, 13, 70,
161

C*°, unendlich oft differenzierbar, 13, 70,
161

Ck(U,RP), Raum der k-mal stetig diffe-
renzierbaren Abbildungen von U
nach RP, 84

¢, erste Ableitung einer parametrisierten
Kurve ¢, 14

¢, zweite Ableitung einer parametrisierten
Kurve ¢, 14

U, disjunkte Vereinigung, 91

alelf

Ooxre

partielle Ableitung nach dem Mul-
tiindex «a, 70

OM , Rand einer Untermannigfaltigkeit M,
176

A f, Laplace-Operator angewendet auf die
Funktion f, 84

dY , Rand einer Teilmenge Y eines metri-
schen Raumes, 25

d®, grobe Metrik, 23

diam(X, d), Durchmesser von (X, d), 36

div(v), Divergenz des Vektorfeldes v, 84

dw, duBeres Differential von w, 169

dx, Metrik auf X, 26

d. f, Differentialabbildung von f an der
Stelle x, 45, 161

dz;, 166

e, exp(A), Exponential der quadratischen

Matrix A, 140

J+ -, 104
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