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Dieser Vortrag bezieht sich auf die zwei ersten Abschnitte des zweiten Kapitels von [2].

Notationen:

e Sei M stets eine d-dimensionale (glatte) Mannigfaltigkeit, und E, F' — M (glatte)
K-Vektorbiindel iiber M (mit K := R oder C) mit rgg(F) =: m bzw. rgg(F) =: n.

e Sei O°(M) die K-Algebra aller glatten K-wertigen Funktionen auf M.

e Der C*°(M)-Modul aller glatten Schnitte eines Vektorbiindels F wird mit C*(FE)
bezeichnet.

e Der K-Vektorraum bzw. der C*°(M)-Modul aller K- bzw. C*°(M)-linearen Homo-
morphismen von C*(E) nach C*°(F) wird mit Homg (C*(E), C*(F)) bzw.
Homeoe (a)(C®(E), C®(F)) bezeichnet.
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1 Differentialoperatoren

1.1 Differentialoperatoren nullter Ordnung

Definition 1.1 FEin Vektorbiindelhomomorphismus von E nach F' ist ein glatter Schnitt
von Hom(E, F) — M.

Zur Erinnerung: das Vektorbiindel Hom(E, F') — M ist dasjenige, dessen Faser {iber
x € M der Vektorraum Homg(E,, F,) ist. Ein Vektorbiindelhomomorphismus von E
nach F' ist nach Definition eine glatte Abbildung T': M — Hom(E, F), s.d. fir jedes
x € M die Abbildung T}, :=T'(z) : E, — F, (K-)linear ist.

Die Menge C*°(Hom(FE, F')) bezeichnet also die Menge aller Vektorbiindelhomomorphi-
smen von F nach F'.

Lemma 1.2 FEs ezistiert ein Isomorphismus von C*(M)-Moduln

C*™(Hom(E, F)) = Homeeo () (C™(E), C*(F)).

Beweis: Definiere die Abbildung

¢ : C*(Hom(E,F)) — Homgeon)(C™(E),C*(F))
T (COO(E) S O®(F), s (x 0 T(ss) € Fx)>.

Die auf der rechten Seite stehende Abbildung ist eine wohldefinierte C'*°(M )-lineare Ab-
bildung von C*°(E) nach C*(F). Dass ® eine Umkehrabbildung besitzt, liegt an der
folgenden Behauptung:

Behauptung: Sei L € Homeeo(p)(C®(E),C*(F)) und s € C*°(F), dann gilt fiir jedes
x € M: (Ls), € F, hingt nur von s, € £, ab (und natiirlich linear davon).

Beweis der Behauptung: Die Behauptung lasst sich durch folgende Schritte beweisen:
1. Jedes L € Homeoo(pr)(C™(E),C*(F)) kann lokalisiert werden, d.h.: sei U C M
(nichtleere) offene Teilmenge, dann existiert ein eindeutiges Element
Ly, € Homeeo (1) (C*(E), ), C*(F},)) s.d. das Diagramm

€ () B () (1

L L\U

C° (F) Einschr. (> (EU)

kommutiert.

Denn: Sei s € C*(E),) und « € U. Definiere (L}, ), := (L(fs)). € F,, wobei
f € C°(M) mit supp(f) C U und f = 1 um z (ein solches f kann man immer
konstruieren). Diese Definition hat Sinn (denn fs € C*°(F)) und héngt nicht von
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der Wahl eines solchen f € C*°(M) ab, denn: sind f; und f, zwei solche Funktionen,

so gilt

(L((fr =

f2)s)), = 0.

Begriindung: Der Schnitt (f; — f3)s verschwindet auf einer offenen Umgebung von
x. Gilt aber s, = 0 fiir ein s € C*°(E), und eine offene Teilmenge 2, so gilt auch
(Ls)|, = 0 fiir alle L € Homeeo(a) (C*(E), C=(F')). Der Grund dafiir ist: sei y €
fest und betrachte g € C*°(M) mit supp(g) C 2 und g(y) = 1, dann gilt wegen der

C*°(M)-Linearitét von L

L(gs)

gLs
= 0,

da gs = 0. Insbesondere gilt g(y)(Ls), = 0 und daher (Ls), = 0; dies gilt fiir jedes

y €, was (Ls)|, = 0 beweist.

Dies zeigt, dass L, wohldefiniert ist. Die anderen Eigenschaften von L, sind nach

seiner Definition leicht nachzupriifen.

V

. Sei U C M eine feste offene Umgebung von z, die E trivialisiert, d.h.

E‘U =~ U x K™

Seien {u;}1<ij<m glatte Schnitte von Ej, s.d. in jedem Punkt 2 € M die Vektoren

{(u;)z }1<i<m eine Basis von E, bilden.

Sei s € C*°(E) fest und zerlege s|, in die Form

m
s = Z fiuia
=1

wobei f; € C*(U) fiir alle 1 <4 < m. Dann gilt:

(Ls)y

Daraus folgt insbesondere: verschwindet s in x, so gilt f;(z) = 0 fir alle 1 <i < m,
und somit (Ls), = 0. Dies beweist die Behauptung.
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Definiere dann die Abbildung
U : Homeose (a)(C*(E), C*(F)) — C*(Hom(E, F))
T — (M — Hom(E,F), x> (E, — F,, uw— (TS)Q;))7

wobei s € C°(E) mit s, = u. Die Abbildung ¥ ist wegen der vorigen Behauptung
wohldefiniert. Es ist nicht schwierig, nachzuweisen, dass ¥ die Umkehrabbildung von & ist.
Somit liefert ® einen Isomorphismus von C*(Hom(E, F')) auf Homeee 3y (C™(E), C*(F)).

O

Dieses Lemma besagt hauptséchlich, dass ein L € Homg(C*(E), C*(F)) genau dann
C*°(M)-linear ist, wenn es punktweise linear ist, d.h., wenn man L auf Elementen von
nur F, anwenden kann, fiir alle x € M.

Definition 1.3

1. Sei f € C®(M), man bezeichnet auch mit f den Vektorbiindelhomomorphismus
“Multiplikation mat f7:

fiC®(E) — C¥(E)

s — fs,
fiir alle Vektorbindel E — M.
2. Fiir alle L € Homg(C®(E), C®(F)) und f € C=(M) wird [L, f] definiert durch
[L, f]:= Lo f— folL € Homg(C®(E),C*(F)),
d.h. [L, f]s = L(fs) — fLs fir alle s € C®(E).

3. Fin Differentialoperator nullter Ordnung von E nach F ist ein Element
L € Homgeo(p)(C™(E),C>®(F)). Die Menge aller Differentialoperatoren nullter
Ordnung von E nach F wird mit Dy(E, F) bezeichnet.

Nach Lemma|1.2]ist L € Homg(C*>(E),C*>(F)) genau dann Differentialoperator nullter
Ordnung, wenn L einen Vektorbiindelhomomorphismus definieren kann.

Nach Definition wird ein Differentialoperator nullter Ordnung durch die folgende Eigen-
schaft charakterisiert:

Lemma 1.4 Sei L € Homg(C*®(E), C*(F)). Dann gilt:

LeDy(E,F) < [L,fl=0 VfeC®M).

Dass nicht jedes L € Homg(C*®(E), C*(F')) diese Bedingung erfiillt, fiihrt zum Begriff
von Differentialoperator hoherer Ordnung.



1.2 Differentialoperatoren erster Ordnung

Definition 1.5 Ein L € Homg(C*(FE), C*(F)) heifst Differentialoperator von Ordnung
hochstens 1 g.d.w.
vfGCOO(M)a [Laf]GDO(EaF)

Die Menge aller Differentialoperatoren von Ordnung héchstens 1 wird mit Dy(E, F') be-
zeichnet.

Bemerkung 1.6 Es gilt offenbar Dy(F, F') C Di(E, F).

Lemma 1.7

1. Fir alle L € Homg(C®(E),C®(F)) und f,g € C*(M) gilt
L, fgl = [L, flg + fIL. g]. (2)

2. Jedes L € Dy(E, F) lasst sich lokalisieren wie in (1))

3. Fiir alle L € Homg (C*®(E),C*®(F)), f € C®°(M) und x € M hingt
(L, fl. € Homg(E,, F,) nur von d,f (und natirlich linear davon) ab.

Beweis:
1. Es gilt:
[L,fg] = Lofog—fogolL
= (Lof—foL)og+foLog—fogol
= [L, flg + fIL, gl

2. Wie im Beweis von Lemma schon begriindet wurde, reicht es, Folgendes zu
zeigen: sei U C M feste offene Teilmenge und s € C*°(F) mit s, = 0, dann gilt
(Ls)j, = 0.

Betrachte dafiir ein f € C*°(M) mit supp(f) C U, dann gilt nach Definition

([L7f]8)|U = L(f3)|U_f\U<L8)|U
= —flu (L)),

da fs =0. Wegen [L, f] € Do(F, F) gilt auch

)

([va]s)\u [L7f]\US|U

= 0.

Mit den beiden zusammen ergibt sich f|,(Ls),, = 0. Fiir jedes + € U kann man
aber eine solche Funktion f so konstruieren, dass f(z) = 1, so dass (Ls), = 0. Dies
zeigt die Behauptung.



3. Wir entwickeln f nach Taylor um x; natiirlich ist es i.A. (d.h., auf der ganzen
Mannigfaltigkeit M) nicht definiert, und lokal auch nicht, weil es von der Wahl der
Koordinaten um z abhéngt. Wéhle aber eine Karte (U, ¢) von M um x, d.h. U ist
offene Umgebung von x und ¢ : U — ¢(U) ist Diffeomorphismus auf eine offene
Teilmenge ©(U) C R% Da nach der letzten Aussage L sich lokalisieren lisst, kann
man L auf U einschranken. Die Funktion f oo™ : p(U) — K ist C*°, lisst sich
also Taylor-entwickeln bis zur ersten Ordnung in ¢(x). Damit die Notationen nicht
zu kompliziert werden, schreiben wir die Taylor-Entwicklung von f selbst in z, und
meinen damit die von fo ! in ¢(z). Es gilt, fiir alle y nahe z:

fly)=f(x) +dofly — ) + [ly — z[le(y — 2),

wobei || - || eine feste Norm auf U ist (egal welche wir wéhlen, alle sind Aquivalent
auf RY) und ¢(y — x) — 0. Es gilt dann fiir [L, f],:
y—z

(Lo fle = [ f(0)]a + [Ly dof (- = 2)]e + [L || - —2lle(- — 2)]a
(hierbei bezeichnet g(-—x) die Abbildung y — g(y—=x)). Da f(z) € K eine Konstante
ist, gilt [L, f(z)] = 0. Wegen ([2)) gilt

L, fgl. (L, flg + fIL, g))

Da
(L, f1€Do(E,F))
= (9[L, f1+ fIL. g]),
= 9(2)[L, flz + f(2)[L, gla,
so dass [L, fg]. = 0 sobald f(z) = g(z) = 0. Hier verschwinden die beiden Funktio-
nen || - —z|| und e(- — z) in z, was [L, || - —z|le(- — x)], = 0 beweist.
Es gilt also: [L, f]l. = [L,d.f(- — x)],. Bemerke, dass die rechte Seite von dieser
Gleichung a priori von der Karte ¢ abhangt, doch aber nicht wegen der linken Sei-

te, die unabhéngig von ¢ ist. Es folgt daraus, dass [L, f], = 0 sobald d,f = 0 (die
Abbildung d, f héngt nicht von ¢ ab), was die Behauptung beweist.

Definition 1.8 Sei L € Dy(E, F) und v € M. Die Abbildung

o(L): T;M — Homg(E,, F,)
§ — (L fla;

wobei f € C°(M) mit T, f =&, heifft Hauptsymbol von L in x.
Bemerke, dass das Hauptsymbol wohldefiniert ist nach Lemma [I.7]

Proposition 1.9 (Beschreibung von L € D;(F, F) in lokalen Koordinaten)
Sei L € Di(E,F) und U C M eine Koordinatenumgebung von einem Punkt x € M, die
E und F trivialisiert. Sei {u;}1<;<m eine (glatte) Trivialisierung von E,,. Dann gilt:
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1.

2.

Fiir alle s € C>(E),),

LS—ZAraIT + Bs,

r=1
wobei B € Dy(E),, F,), A" : M — Homg (K™, K") ist C*, und aa—; =y g—;iul
fiir s =" s

Fir alle € = Y0, &.dx, € T*M,

d
- Z STAT(J:)

Bewezs:

Zu 1.

Zu 2.

Sei s =>"", siu; € C*(E),), dann gilt

Ls = L(szul)

M-

=1

[L, si]ui + SZLU,Z

Il

i=1

Setze Bs := Y., s;Lu;, dann ist B € Dy(E),, F}, ). Nach Lemma héngt, fir
jedes i € {1,...,m}, das Element [L,s;| € Dy(E),, F],) punktweise linear von ds;
ab:
0s;
&L‘T

(L, s;]u Al g,

mit Alu;, € K" punktweise auf U, fir alle 1 < r < d. Definiere die Abbildungﬂ
A" : U — Homg (K™, K") durch

T . AT

fiir alle 1 <1 < m (punktweise ist A" als lineare Abbildung wohldefiniert, und héngt
offenbar glatt vom Fusspunkt ab), dann gilt die Behauptung.

Sei f € C*(U) und s € C*(E), ), dann gilt
L, fls = ZA’”(af )+B fs) — <ZA”
&,
- Z@xTA

was die Behauptung beweist.

O

LAus der “Taylor-Entwicklung” im Beweis des Lemmas folgt, dass A" durch A" = [L,dz,(- — z)]s
gegeben ist, danke Dennis.



Beispiele 1.10

a)

Sei M := I offenes Intervallin R, E = F := [ xK™, und L := - (iibliche Ableitung).
Dann ist L Differentialoperator erster Ordnung (L € Dy (E, F)\ Dy(E, F')) und sein
Hauptsymbol in x € [ ist gegeben durch

d

712 = € Tdgn

fiir alle £ € R.

Allgemeiner sei M := Q offene Teilmenge in RY, E = F := Qx K™, und L := % fiir
eini € {1,...,d} (iibliche partielle Ableitung nach z;). Dann ist L Differentialoperator
erster Ordnung und sein Hauptsymbol in x € () ist gegeben durch

0
(91:1-

)(f) = & - Idgm

O'1<

fiir alle € = (&1,...,&) € R4

Sei M wieder eine beliebige Mannigfaltigkeit. Fiir ein p € {0,...,d — 1} setze E :=
APT*M (reelles Vektorbiindel der alternierten p-Formen auf T'M; fiir p = 0 setze
E := M xR) bzw. F := AP"T*M und betrachte L := d (duBeres Differential). Dann
ist L Differentialoperator erster Ordnung von E nach F', und sein Hauptsymbol in
x € M ist gegeben durch

o (d)(€) =EN- T NPTEM — APPITEM

fir alle £ € T¥M. Denn fiir jedes f € C*°(M) und jede p-Form (d.h., Schnitt aus
E) w auf M gilt:
d(fw)=df Nw+ fdw.

Tragt M zusatzlich eine riemannsche Metrik, so kann man das Kodifferential L := ¢
bilden. Dies ist ein Differentialoperator erster Ordnung von APT1T* M nach APT* M,
dessen Hauptsymbol in x € M gegeben ist durch

o1(8)(&) = =& APTITEM — APTM

fiir alle ¢ € T M, wobei & € T, M der durch die Metrik gelieferte duale Vektor zu
£ ist.

Sei (M, g) eine riemannsche spin Mannigfaltigkeit [3]. Dann tragt M ein komple-
xes Vektorblindel ¥ M, das das Spinorbindel heifit. Dieses besitzt die folgende be-
merkenswerte Eigenschaft, dass eine lineare Abbildung (die sogenannte Clifford-
Multiplikation)

TM @XM — XM, XQ¢r— X -1,

so existiert, dass
X-(Y-4)+Y (X ¢) ==29(X, V) (3)
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fir alle X, Y € TM und v € ¥ M.
Setze ' = F' := XM und betrachte den sogenannten Dirac-Operator D, der definiert
ist durch

d
D= e Ve
i=1

fur alle ¢ € C*(XM), wobei {e;}1<i<q €ine lokale orthonormale Basis von T'M ist
und V der sogenannte Levi-Civita-Zusammenhang auf XM (der die Leibniz-Regel
bzgl. der Clifford-Multiplikation erfiillt, siehe [3]).

Dann ist D Differentialoperator erster Ordnung von E nach F', dessen Hauptsymbol
in z € M gegeben ist durch

o1(D)(§) = & - 1dg,n : oM — S, M

fiir alle £ € T M. Denn es gilt fiir jedes f € C°(M) und jedes ¢p € C*(XM)

d

DY) = Y e Velfv)

=1
d
> e (el v+ fVet)
=1
d
Y eilfei v+ fei- Ve

i=1

= (df)" - v+ fDv.

1.3 Differentialoperatoren hoherer Ordnung

Definition 1.11

i) Definiere per Induktion iber k € N die Menge Dy, 1(E, F) aller Differentialopera-
toren von Ordnung hochstens k 4+ 1 von E nach F' durch

Dyi1(E, F) :={L € Homg(C*(E),C*(F)) s.d. [L, f] € Dx(E,F) YfeC®M)}.
ii) Definiere die Menge D(FE, F') aller Differentialoperatoren von E nach F' durch

D(E,F):=U Di(E.F).

iii) Der Grad eines L € D(E,F) (wird mit d°L bezeichnet) ist das kleinste k € N s.d.
L € Dy(E, F).

Es gibt eine dquivalente Definition von Differentialoperator, siehe Proposition [1.19]

Bemerkungen 1.12

1. Fir k = 0 stimmt diese Definition von Dy (E, F)) mit der Definition [1.5] iiberein.
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2. Es gilt offenbar Dy(E, F) C Dy (E, F) fir alle k € N,

Lemma 1.13
1. Sei k € N. Dann kann jedes L € Dy(E, F) lokalisiert werden (wie in (1])).

2. Sei G ein weiteres K-Vektorbiindel auf M. Sind L € Dy(E, F) und L' € D|(F,G),
so ist L' o L € Dy (E,G). Insbesondere fir E = F = G st die Menge D(E, E)
(assoziative) Z-filtrierte K-Algebra mit Eins.

3. Seik € N, k> 1 und L € Di(E,F), dann gilt: fir alle fi,..., fr € C®°(M) und
x e M ist
[[ - HL7 f1]7f2]7 - ]7fk]x € HomK(Ex7Fx>

symmetrische multilineare Abbildung in den d, f;’s.

Beweis:

Zu 1. Der Beweis geht durch Induktion iiber k. Es gilt schon fiir £ = 0 und & = 1 (Lemma
[1.7). Angenommen, es gilt fiir k — 1. Sei U C M (nichtleere) offene Teilmenge und
s € C*°(E) mit s, = 0. Wegen

(D&%F)S)U = L({%)w—f(LS)w
= _f<LS)|U

fiir alle f € C°°(M) mit supp(f) C U, muss f(Ls)|, (und daher auch (Ls)
der Induktionsvoraussetzung verschwinden. Dies zeigt die Behauptung.

) nach

lu

Zu 2. Wegen der Inklusion Dy (E, F) C D1 (E, F) ist D(E, F') ein K-Vektorraum. Seien
nun L € D (E, F) und L' € Dy(F,G), dann gilt, fiir jede f € C*(M):
[L'oL,f] = L'oLof—foL oL
= L'o[L,f][+LofoL—folL'oL
= L'o[L, fl+[L, f]oL,

was durch Induktion iiber k+1 € N zeigt, dass L'oL € Dy (E, G) (dies gilt offenbar
fiir k =0 oder [ = 0). Somit ist D(F, E) eine Z-filtrierte Algebra.

Zu 3. Sei L € Homg(C*(F),C*(F)) und f,g € C*(M), dann gilt:
(L, f], g] = (Lof—foL)og—go(Lof—folL)
= Lofog—goLof+gofolL—folLog
(fog=goF) Logof—goLof+ fogoL—folLog
= [Lyglof—folL,g]
= [[L.g], 1],

was durch Induktion {iber k schon beweist, dass [[... [[L, f1], f2], - -], fx] € Do(E, F)
symmetrisch (und natiirlich K-multilinear) von den f;’s abhéngt.
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Legen wir fi,..., fy—1 fest. Dann ist [[...[[L, fi], f2l,-. .|, fr=1] € D1 (E, F). Nach
Lemmahéingt der Homomorphismus [[[. .. [[L, fi], f2], - - -], fx—1], fx]= nur von d, f
(und linear davon) ab. Da aber [[...[[L, fi], f2], - - -], fx]« symmetrisch in den f;’s ist,
muss also [[...[[L, fi], f2], - -], fr]s nur von den d, f;’s abhéngen. Dies zeigt die Be-
hauptung.

O

Insbesondere liefert jedes L € Dy (E, F) in jedem Punkt x € M eine symmetrische multi-
lineare Abbildung

T*M x...xTiM — Homg(E,, F,) (4)
(O1,...,08) — (... [[L, fl, f2), - - )5 frles

wobei fi1,..., fr € C®°(M) mit d,f; = 6; fur alle ¢ € {1,... k}.

Definition 1.14 Sei L € D(E, F) und k € N\ {0} mit k > d°L. Das Hauptsymbol von
Ordnung k von L in x € M ist die Abbildung

op(L): T:M — Homg(E,, F,)

1
¢ — gl 1)

k—mal f

wobei f € C®°(M) mit d,f = &. Fir k =0 setzen wir oo(L)(§) := L, € Homg(E,, F;)
fir alle L € Dy(E,F) und & € T M.

Das Hauptsymbol von Ordnung £ > 1 von L in z ist also entweder 0 falls & > d°L
oder das homogene Polynom zu falls £ = d°L. Wenn man von Hauptsymbol eines
Differentialoperators L spricht, ohne dessen Ordnung genauer anzugeben, handelt es sich
immer um sein Hauptsymbol der Ordnung d°L. Natiirlich verallgemeinert Definition
die Definition vom Fall k£ = 1.

Wir geben nun eine andere Formel fiir die praktische Berechnung des Hauptsymbols eines
Differentialoperators an.

Proposition 1.15 Sei L € D (E, F) und f € C*(M). Dann gilt, fir alle s € R,

k .
e—stesf _ Z (adf)]LSj

= 7

Y

wobei (adf)L = [L, f] € Dx_1(E, F).
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Bewezs:
Die Abbildung

L:R — Dy(E,F)C Homg(C*(E),C™(F))
s — e e’

ist C* im folgenden Sinne: fiir jedes u € C*®(E) ist s — (e~*/ Le®/)u glatt als Abbildung
R — C°(F), wobei C*°(F) seine naturliche Topologie von Fréchet-Raum trégt (siche
Abschnitt . Dies kann elementar bewiesen werden. Damit die Notationen nicht zu
kompliziert werden, vergessen wir u in den folgenden Berechnungen.

Es gilt fiir die erste Ableitung nach s:

d
— (e Lett)y = —e ¥ fLes + e Lfe!

ds
= e L, fle?!
e *M(adf)Le®! € Dy (E, F)

(fiir £ = 0 kann man einfach Dy (E, F') := {0} setzen, denn sowieso ist (adf)L = 0 fiir
alle L € Dy(FE, F)). Daraus folgt, dass fiir alle | € N gilt

dl

@(e_sf[/esf) = e~ (adf)' Le*/,

insbesondere dd—;l(e*steSf) = 0 fiir alle [ > k, denn (adf)*L € Do(E, F), also (adf)'L =
(adf)"=*(adf)*L = 0 fiir alle [ > k. Durch die Taylor Entwicklung von £ in 0 bekommt
man

£(s) = Z (ad].f‘)JLSj7

k
=

was die Proposition beweist.

Das Hauptsymbol von Ordnung k von L € Dy(E, F) in x € M ist also der “Koeffizient”
von s* in der Taylor-Entwicklung nach s in 0 von e~/ Le®/.

Lemma 1.16 Sei L € Dp(E,F) (mitk > 1), f € C®°(M), x € M und s € C*(E).
Dann hangt der Vektor ([L, f18)e nur von d,f, dg,?)f, o ,dgck)f (und multilinear in diesen
Arqumenten) ab, wobei d¥ f := dy(d(.....(d f))) ist.

————

J
Beweis: Zeige zuerst, dass fir alle fi,..., fry1 € C°(M) mit fi(z) = ... = fru(z) =0
gilt
(L, fie oo frals)e = 0.
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Der Beweis davon geht durch Induktion tiber & (der Fall £ = 1 wurde im Beweis von
Lemma schon erértet), mit Anwendung der folgenden Gleichung;:

(L, fie frr] (L, Alfee oo fon + FilLs 2o S
= [ LAl forooo o+ for oo frmlD il + AL f2 oo Sl
——
G’Dkfl(EfF)
Falls fi(z) = ... = fry1(x) = 0, verschwinden die zwei letzten Summanden ausgewertet

in x, und nach Induktionsvoraussetzung muss auch die erste verschwinden.

Der Beweis der Aussage geht analog wie der von Lemma 3.: entwickle nach Taylor
(natiirlich nur nach Wahl lokaler Koordinaten) in z die Funktion f bis um die Ordnung k,
und ersetze f durch diese Entwicklung in [L, f]s. Der erste Summand, der herauskommt,
ist [L, f(z)]s = 0 (denn f(z) ist eine Konstante) und der letzte ist genau der Form
(L, f1-... fera)s mit fi(z) = ... = fre1(x) = 0. Aus der letzten Behauptung folgt, dass
([Ly f1+..+ fes1)$)z = 0, was die Aussage beweist.

Proposition 1.17 (Beschreibung von L € D (E, F) in lokalen Koordinaten)
Sei L € Di(E,F) und U C M eine Koordinatenumgebung von einem Punkt x € M, die
E und F trivialisiert. Sei {u;}1<i<m eine (glatte) Trivialisierung von E),. Dann gilt:

1. Fiir alle s € C>(E),),
olols
Ls = Ay——
s Z « axa ’
lal <k
wobei, fiir jedes o := (v, ..., aq) € N? mit |a| :== 3, a, <k, die Abbildung A, :

a1+m+ad

m RN\ ; 00 dlols | m 9 S; ; — m
U— HOHIK(K ,K ) ist C' 5 und Do T Zi:l mul fU?” S = Zi:l S;U; .

2. Fiir alle ¢ = Y% &.dx, € T*M,

or(L)(€) = Y € Au(x),

|a|=k

wobei £ =& L &7

Bewezs:

1. Wie im Beweis von Proposition folgt die Aussage aus der Gleichung

m

Ls = Z[L, silu; + s; L,

i=1

und aus Lemma angewandt auf die [L, s;]’s.
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2. Sei f € C*°(M), dann ist nach Proposition der Homomorphismus o (L)(d, f)
der Koeffizient von der héchsten Potenz (namlich s¥) von s in der Taylor-Entwicklung
von s +— e~*/ Le3/ in 0. Dieser kommt aber durch “maximale” Ableitung von e*/ in
e S A ol (esf -); nur die @ mit || = k konnen also beitragen. Andererseits

& G
la|<k
kommt nach jeder Ableitung von e*f ein Vorfaktor der Form se®/ g—i, und somit
of af
L)(d, = — ) ()M A,
ALNdef) = (G () o)

|a|=k

= > (dof)*Au().

|lal=Fk

Proposition 1.18 Seien L € Dy(E, F) und L' € Dy(F,G), wobei E, F,G glatte Vek-
torbindel auf M sind. Dann gilt in jedem x € M und fir jedes & € Ty M :

orsi(L' o L)(€) = oy(L')(€) 0 ox(L)(€).

Beweis: O.B.d.A. (bis auf Einschrénkung von E, F' und G auf eine hinreichend kleine
offene Umgebung von x in M) seien E, F' und G triviale Vektorbiindel. Nach Proposition
.17 lassen sich L und L’ schreiben in der Form

gl / 2l
L= Z Aa% bzw. L' = Z Bﬂ@,

|la|<k 18I<l

und somit lasst sich L' o L schreiben als

1Pl olel
LolL= B —(Aa—). 5
° Z 0xP Ox“ 5)
oo <k,|B<l
Aus Proposition folgt, dass oy (L' o L) gegeben ist durch die Summe aller Summan-
den von (j5|) der Form C,Y(:c)%:;l mit |y| = k 4 [. Diese Summanden in (|5)) tauchen genau

dann auf, wenn |a| = k und |B| = [ gelten und wenn die A,’s nicht abgeleitet werden;
anders ausgedriickt, fir jedes v mit |y| = k 41 gilt

Co= ). BsA,
laf =k, 8] =1,
at =7

(wobei BgA, fiir die punktweise Verkniipfung von Bg mit A, steht) und daraus folgt

orp(L' o L)(§) = Z §C,(x)

Iy|=k+
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= Z {Bg(z)Aa(z)

ol = ko1 =1
= Y @B A)
lof = k. 8] = 1,
a+pB=ry
= (Z gﬁBﬁ(:c)> 0 ( > §C“Aa(l‘))
1=t o=k
= O‘I(LI)(f) o O—kz<L)(€)7

fir jedes £ € T M, QED.

Jetzt geben wir eine andere Beschreibung eines Differentialoperators an:

Proposition 1.19 Sei k € N. Dann existiert es ein kanonischer (C°°(M)-linearer) Iso-
morphismus

D(E, F) = C*(Homg (Tk(E), F)), (6)
wobei Jx(E) das k-Jet-Bundel von E ist.

Zur Erinnerung: Das k-Jet-Biindel von E' ist nach Definition der Quotient von M x G
- wobei G die Garbe der glatten Schnitte von F bezeichnet - durch die folgende Aqui-

valenzrelation: (x,s) ~y (2/,5) 2Ly = 2/ und alle Ableitungen von s und s’ bis zur
Ordnung k stimmen in z iiberein. Diese letzte Bedingung bedeutet, dass es eine hinrei-
chend kleine offene Koordinatenumgebung U von x existiert, in der E trivialisiert ist
(und s und ¢ erklart sind), und s.d. alle partiellen Ableitungen von s und s’ bis zur
Ordnung k bzgl. dieser Koordinaten und Trivialisierungen in x iibereinstimmen (es kann
leicht bewiesen werden, dass diese Bedingung dann unabhangig von der Wahl der Koor-
dinaten bzw. Trivialisierungen ist). Fiir eine kurze Einfithrung zu k-Jet-Biindeln, siehe [I].

Beweis: Sei L € Di(E, F) und [z,s] € Ji(E),. Setze L,([r,s]) := (Ls),. Aus Lemma
folgt, dass L, wohldefiniert und linear ist. Mit ein bisschen mehr Anstrengung kann
man auch zeigen, dass x +— L, einen glatten Schnitt von Homg(J(E), F) definiert.
Die so definierte Abbildung Dy(E, F) — C*(Homg(Jx(F), F)) ist natiirlich C*(M)-
linear, und besitzt eine Umkehrabbildung: da jeder glatte Schnitt von E in jedem x € M
ein Element in J;(E) liefert, kann jedes L € C™(Homg(Jx(E), F)) auf einem Schnitt
angewendet werden; die erhaltene Abbildung L : C*°(E) — C*°(F) ist dann Element aus
Di(E, F) (den Vektorbiindelhomomorphismus L in lokalen Karten und Trivialisierungen
hinschreiben, und eine Art “Umkehraussage” von Proposition anwenden). Somit wird
die Proposition bewiesen.

O
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Beispiele 1.20

1. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und A : C®°(M) — C*(M) der
sogenannte Laplace-Operator auf Funktionen, der definiert ist fiir alle f € C*°(M)
durch

Af = —tr,(Vdf),

wobei V der Levi-Civita-Zusammenhang von g auf 7 M ist, und tr, die Spur bzgl.
g ist. Dies ist ein Differentialoperator 2. Ordnung von E := M x K nach E (d.h.,
A € Dy(E, E)\Dy(E, E)) dessen Hauptsymbol (in Dy(E, E)) in x € M gegeben ist
durch

o2 D)(€) = —ga(E, ),

fir alle £ € T M. Denn: sei f; € C*°(M), dann gilt

A f1fi = A(ffi) — fAA
JAf — 29((df)ua (dfl)ﬂ) + HAf = fAf
—29((df )}, (df)*) + AT,

und somit

SIAALAR = AR - A5 A1)
= (200 @A) + FRAS +2fg((d), (@) — AT

= %( — 2 f19((df)E, (df)F) — 2fg((df)*, (df)") + 2 fg((df )%, (dfl)ﬁ))
= —g((df)%, (df)") fu.

2. Allgemeiner betrachte den auf einer riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) erklérten
Laplace-Operator auf p-Formen fiir 0 < p < d, der definiert ist durch

A, CO(APT*M) — C™(APT*M)
w — Ayw:= (dd + dd)w,
wobei ¢ das g-Kodifferential zu d ist (siehe Beispiele |1.10)). Fiir p = 0 ist A, = A.

Man kann nochmal zeigen, dass A, ein Differentialoperator 2. Ordnung von E :=
APT*M nach FE ist dessen Hauptsymbol in x € M gegeben ist durch

UQ(AP)(g) = _ga:(ga f)IdEzv
fir alle £ € TX M.

3. Sei (M, g) eine riemannsche spin Mannigfaltigkeit [3] und D der Dirac-Operator wie
in Beispiel c). Dann ist D? Differentialoperator 2. Ordnung von E := XM nach
E dessen Hauptsymbol in x € M gegeben ist durch

02(D?)(&) = —g.(&,&)1ds, mr,

fiir alle £ € T M. Denn: nach Beispiel c) gilt o1(D)(&) = & - 1ds, s, und aus
Proposition folgt

a1(D)(¢)*
§-(§-1ds, i)

—92(&,)1ds, -

a2(D)(£)

2
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Jetzt kommt eine Berechnung des Koeffizienten von s*~!

s+ e * Le’l in 0, wobei L € Dy(E, F).

in der Taylor-Entwicklung von

Proposition 1.21 Sei L € Dy(E, F) mit k > 1 und U C M eine Koordinatenumgebung
eines Punktes x € M, in der E und F trivialisiert sind. Sei f € C*°(M). Dann gilt:

(adf)*'L 8ak(L) 820k 82f 3
k-1 ; €, @5] i w0z, +|ﬁ§l(df) Ag. (7)
L O:gmmg 0. Ordnung .

Beweis: Der Beweis geht durch Induktion iiber k. Fiir £ = 1 stimmt es, denn

d
= Z&"Ara
r=1

woraus 801 (df ) = A; folgt. Die rechte Seite von 1) ist also gleich

d

9, (adf)°L

r=1

QED.
Angenommen, es gilt fiir alle [ < k. Sei L € Dyy1(E, F). O.B.d.A. sei L der Form 5~ 38;;
mit |a| = k (wirkt auf C*°(U,K)). Dann gilt

e_Sf( e ) e/ = e_sfiesfe_sf_a et

ox, 0x® ox, ox™
0 of | 4 0
= 8 ——e¥, 8
{&cr +88x,} ¢ Pan© ®)
i .
Wegen ak(%)(g) £~ gelten ;g “)(S) = ;&% mit 6; := (0,...,0, 1 ,0,...,0),
ite Stelle
und 5
Poi(55=) () = aila; —1)€2720 fiiri=j
0&:0¢; Q€00 fiir i # 7,
d.h., %(f) = ai(a; — 0;;)€7%% fiir alle 4,5 € {1,...,d}. Zusammen mit der
Induktionsvoraussetzung ergibt sich
0
7sf sf — df)e k
el = (@)
0 1< 02 f
1d°‘5 1 ‘_Zdaas )kq
(ZO& f 2]2_ J f) 8@8%4_0 s

+ Summanden niedriger Ordnung in s.
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Durch das Einsetzen von dieser Gleichung in bekommt man fiir den Koeffizient (adf )

von sk:

(df)* i + 0 (df)a+ia-(df)a—ai+6ri+lia.(a._(g,,)(df)a—&—éﬁar 0*f (9)
Oy~ O Z Or; | 2 4= TN .02,

i=1 ij=1

Wegen o1 (L)(€) = €979 lisst sich aber die rechte Seite von (7)) schreiben als

d 0 1< o2 f
0{+5 —6 = _ . a—&—ér—&i—éj
Za+5 (df) 7, —1—2”21(04—1—5)((044—5) 3ij)(df) drow; O
d d
0 0 1 0% f
a+5 —0; « - . 5. at6r—6;—6; 7 J
Z (df) 90 T+ 5 Z ai(oj — i) (df) Prr,
d
1 . . Oé—5i—§j+5 a f 1 . a+6r—§i—§ja2—f
+2 Z]ZI 04157'] (df) 895 8x] +3 2 1]21 61% aj + 67“] ZJ)(df) 8%(‘3:1:/
mit
d
1 . . ()5—(51'—(5]'—"-57‘ ) . S Oé+5r—(5i—(5j a2—f
! Z: (o) + 8yila + by — 017) (df) )in
d
0% f
_ . a—0d;
N ; ai(df) 0x;0x,
_odf)e
ox,

Die rechte Seite von gleicht also

d d
_s, O 0 1 ss O°f o(df)™
. a+0r 62_ o - . R a+6-—0; 6J
z::O‘Z(df) 81,1 + (df) 3:17r + 2 Z &Z(aj 51])(df) axlamj + axr )

4,j=1

was genau @ ist, QED.
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2 Asymptotische Schnitte

In diesem Abschnitt sei V' (bzw. U, W) stets ein topologischer Vektorraum, d.h. ein
K-Vektorraum V' zusammen mit einer Topologie s.d. Addition + : V x V. — V und
Skalarmultiplikation - : K x V' — V stetig sind. Fiir ein solches V' und eine Menge X
bezeichnet man mit V¥ den K-Vektorraum aller Abbildungen von X nach V.

Falls V' und W topologische Vektorraume sind, bezeichnet man mit L(V, W) den Vektor-
raum aller stetigen (K-)linearen Abbildungen von V' nach W.

2.1 Asymptotische Vektoren

Definition 2.1 Sei V' ein topologischer (K-)Vektorraum. Die Relation R auf VE+ (wobei
R; :={x € R, x > 0}) wird definiert durch

fRg <+= VNN, lim tN(f(t)—g(t)=0(cV)

t——+o0

fiir alle f,g € VE+.
Man sagt, dass f und g asymptotisch gleich im Unendlichen sind ¢g.d.w. f R g.

Lemma 2.2 Die Relation R ist Aquivalenzrelation auf V¥, und ist vertriglich mit der
Vektorraumstruktur von V=+ :

fiRq
fa R g2 = (Aufi + A2 fo) R (Mig1 + A2g2).
/\1, /\2 eR

Definition 2.3 FEine Aquivalenzklasse in VE+ bzgl. R heifit asymptotischer Vektor (fiir
V = R asymptotische Zahl). Der Quotientenvektorraum V®+ /R wird mit As(V') bezeich-
net.

Bemerkung 2.4 Fir V = R gilt: fRg < 5 T 1, denn z.B. (t — e )R (t — e")

.2
aber ee_tt M 0; andererseits HLl B 1 aber Idg und ¢ — ¢ + 1 sind nicht gleich im
Unendlichen.

Definition 2.5 Sei f € VE+ und (a,)nen eine Folge von' V. Man sagt, dass f die formale
Reihe > ant™™ als asymptotische Entwicklung besitzt (dies bezeichnen wir mit

f~>a,t™) g.d.w. fir alle N € N gilt

Jim t <f(t) - i%a,ﬂf‘”) =0.
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Bemerkungen 2.6

1. Diese Definition besagt nicht, dass die Reihe  a,t™™ konvergiert! Insbesondere
impliziert f ~ > a,t™" nicht, dass fR > a,t™™.
2. Es gilt allerdings:
fRyg _
frXapn (=g~ at ™

3. Es gilt trivialerweise auch

f ~ Z antin

g~ f: - = Af + ug ~ Z (Aay, + pby)t™"

n

fiir alle A\, p € K.

4. Nicht jedes f € VE+ besitzt eine asymptotische Entwicklung (eine notwendige Be-
dingung dafiir ist z.B. die Existenz von tlim f(@)).

+0o0

Proposition 2.7 Die Abbildung
Ap(V) = {[f] € As(V), 3(an)nen € VN mit f NZ ant_n} ., N

[f] — (an)neN

st wohldefiniert, linear und injektiv.
Ist ferner V' Banach (d.h. vollstindiger normierter Vektorraum), so ist diese Abbildung
auch surjektiv.

Beweis: Nach den letzten Bemerkungen ist Ag(V') Vektorraum.
Die Abbildung ist wohldefiniert: sei f € VE+. Gilt f ~>_ a,t ™ und f ~ > b,t™™, so gilt

fur alle N € N:

N (an — b)) .0 (10)

Fir N = 0 zeigt es, dass ag—by = 0. Zeige dann durch Induktion iiber N, dass ay—by = 0.
Gilt das fir alle 0 < p < N, so gilt aus

N+1
Y (an — bt .0
n=0

d.h. ays1—bys1 = 0. Also (an)nen = (bn)nen. Andererseits hat man bereits in den letzten
Bemerkungen erklart, warum [f] ~ > a,t~™ Sinn hat.

Die Abbildung ist injektiv: da die betrachtete Abbildung offensichtlich (K-)linear ist,
reicht es, den Kern davon zu bestimmen. Sei also f € VE+ mit f ~ 0, d.h. tNVf(t) — 0

t—-+o0
fir alle N € N, d.h. f R0, und somit [f] = 0, QED.
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Surjektivitdt falls V' Banach ist: Sei (V|- ||) nun Banach-Raum. Lege eine glatte Funktion
p: Ry — [0,1] fest mit supp(p) C [1,+oc[ und py,, = 1. Fiir ein (ap)nen € VI
definiere die Abbildung

f:R+ — V

+00

t —n

b Y (g
n=0

Die Abbildung f ist wohldefiniert und glatt, denn: fiir jedes ty € R, gibt es ein N € N
mit <1 fiir alle n > N (wegen — 0), und somit gilt auf |0, ¢]:

__to __to
ollan [ olenlFn  — 7

N
£
a
Z np 2||anH+n ’

n=0

also fho,to] ist C°; dies gilt fiir alle £ty € R,.
Ferner gilt auch f ~ > a,t™". Denn: sei N € N fest, dann gilt fiir alle ¢t € R :

N

N =) ant™) = tNZan( 2”%”M) 1)1&*”

n=0
t
N —-n
+t E a"'o(—gllan\Hn)t :
n>N-+1

Nach der Definition von p verschwinden alle Summanden der ersten Summe auf der rechten
Seite fiir ¢ hinreichend grof8. Es gilt aulerdem fiir jeden Summand der zweiten Summe:

Nom| [l [l 1

LAY
lanp(Seies) (2lan+r)n=N = Jllanll+n = gn’

fiir alle ¢ € [1, +oo], denn: fiir 0 < ¢ < 21" gilt plgpripew) = 0, und fiir ¢ > 2l gilt
0 < p(gramrs) < 1und 7 < (2||an”+1n)n v (wegen n — N > 1).

Aus 7% 5 < 400 folgt, dass man bei der zweiten Summe 1121 mit Y vertauschen
—) o0 n

darf; da fiir jedes n > N + 1 gilt tliin tV "0, p(5rtr=) = 0 muss dann auch

: t N—-n
lim Z anp(m)t =0

t——+o0
n>N+1

gelten und somit tliin tN(f(t) — ZnN:O a,t™") =0, d.h. f ~> a,t™". Daraus folgt (im
Fall V' Banach), dass die betrachtete Abbildung auch surjektiv ist.

Es wurde eigentlich bewiesen, dass im Fall, wenn V' Banach-Raum ist, es sogar fiir jede
Folge (an)nen eine glatte Abbildung f: R, — V so gibt, dass f ~>_ a,t™".
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2.2 Asymptotische Operatoren

Lemma 2.8 Seien V', W topologische Vektorrdume und L € L(V,W). Dann induziert L
lineare Abbildungen As(V) — As(W) bzw. Ag(V) — Ag(W).

Beweis: Gilt v; Ry fiir vy, v € VB4 so gilt Lv; R Lvg, denn t¥ (v (t) — va(t)) — 0

t—+o00
impliziert ¢ (L(vi(t)) — L(va(t))) = LN (vi(t) — va(t))) o 0 (die Abbildung L ist
stetig). Somit ist [Lv;] wohldefiniert fiir jedes v; € V®+; die von L induzierte Abbildung

As(V) — As(W) ist trivialerweise linear.
Andererseits ist es auch leicht, zu zeigen, dass Lv ~ > L(a,)t™" falls v ~ > a,t™".

n n

Bemerkung 2.9 In [2, S. 28-29] wird behauptet, Lemma[2.8|gelte auch fiir stetige bilinea-
re Abbildungen: “ist B : UxV — W stetige bilineare Abbildung, so induziert B bilineare
Abbildungen As(U) x As(V) — As(W) bzw. Ag(U) x Ag(V) — Ag(W).” Dies ist
natiirlich falsch, wie man an einem einfachen Beispiel sehen kann: sei U =V = W := R,
B : U xV — W die tibliche Multiplikation, und setze ui(t) := t + €™, us(t) := t,
v1(t) := €' und vy(t) := €' + e ! fiir alle t € R,. Dann gilt u; R us bzw. vy R vs, aber

(urvy — upwe)(t) = 1 —te ™,

insbesondere B(uy,v;) und B(ug,v) sind nicht asymptotisch gleich im Unendlichen.

Die zuletzt zitierte Behauptung kann man allerdings dadurch retten, dass man sich auf
As®(V) :={f € VB f beschrinkt im Unendlichen}/R C As(V)

einschréinktﬂ Hierbei ist ein f : R, — V genau dann beschrankt im Unendlichen, wenn
ein M € R, so existiert, dass f|[M’ <o Deschrankt ist.

Zur Erinnerung: eine Teilmenge T' eines topologischen Vektorraumes V' heifit genau dann
beschrankt, wenn fiir jede Umgebung U von 0 € V' ein r > 0 so existiert, dass tU D T fiir
allet > r.

Bemerke, dass falls V' lokal beschrdnkt ist (d.h., es existiert eine beschriankte Umgebung
von 0 in V), ist jedes [f] € Agr(V) beschrénkt im Unendlichen, denn: sei U eine be-
schrankte Umgebung von 0 in V' und ag ::tginoo f(t) (existiert wegen [f] € Ag(V)), dann

existiert es ein M > 0s.d. f(t) € ap+ U fur alle t > M, und ag+ U ist beschrankt, QED.
Insbesondere gilt Ag(V) C As®(V).

Von hier aus betrachten wir nur lokal beschrdnkte topologische Vektorrdume (fiir un-
sere Anwendungen werden nur metrisierbare topologische Vektorraume betrachtet, die
natiirlich lokal beschrankt sind).

2Danke Frank!
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Lemma 2.10 Seien U, V, W (lokal beschrdinkte) topologische Vektorrdume und
B :U xV — W bilinear und stetig. Dann induziert B bilineare Abbildungen
As(U) x As®(V) — As*(W) baw. Ap(U) x Ap(V) — Ag(W).

Beweis: Seien uy,us : Ry —— U beschrankt im Unendlichen mit u; R us und analog
v1,v9 : Ry — V beschréankt im Unendlichen mit v; R vy. Dann gilt, fiir alle N € N und
t € R+:

t (B(ui(t), v1(t) — Blua(t), va(t))) = Blua(t),t" (vi(t) — va(1)))
+B(tY (ua(t) — uz(1)), va(t)).

Behauptung: Ist (z,,)nen beschriankte Folge von U und (y,, )nen Folge von V mit y, — 0,

n—-4o00

so gilt auch B(x,,y,) — 0.

n—-+00
Beweis der Behauptung: Sei wy, eine offene Umgebung von 0 in W, dann existiert eine

offene Umgebung wy von 0 € U bzw. wy von 0 € V s.d. B(wy X wy) C wy (denn B ist
stetig). Da die Folge (x,,)nen beschrankt in U ist, existiert ein r > 0 s.d. twy D {z,, n € N}
fir alle t > r. Wegen y, — 0 existiert ein ng € N s.d. y, € %wv fiir alle n > ng. Es gilt

n——+o00
dann, fir alle n > ng:

1
B(wn, yn) € B(rwy, ;wv) = B(wy,wy) C ww,
was die Behauptung beweist.
Aus der Behauptung folgt ¢ (B(u1(t),v1(t)) — B(ua(t), va(t))) B 0, d.h.
B(ul, Ul> R B(UQ, 1)2),

und somit induziert B eine Abbildung As®(U) x As®(V) — As®(W). Es ist leicht, zu
zeigen, dass dies bilinear ist.
Die Einschrinkung von dieser Bilinearform auf Ag(U) x Ag(V) landet in Ag(W):

Behauptung: Seien u € U+ und v € VE+ (beschrinkt im Unendlichen) mit u ~ > a,t™"
bzw. v ~ 3" b,t™™. Dann gilt B(u,v) ~Y ¢,t™" mit ¢, := >, _ Blag, by_r).

Beweis der Behauptung: fiir alle N € N und ¢t € R, gilt
N n N
tN<B(u(t), o) = 33 Blax, bn_k))t‘"> - tN{B(u(t) =S ant ()
n=0

n=0 k=0
N N
+B(O> ant™ 0(t) = ) byt ™)
k=0 n=0

N N
+B(O> ant™)) but™)
n=0 n=0

N

- Z Blay, bn,k)t*”}
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= BtV (u(t) - Zanfn)av(t»
+Zth (ar, tY (v th‘

k=0
N
+tN Z B(ak, bl)tikil
k=0
N n
—tN Z Z B(ak, bn,k)tin.
n=0 k=0

Aus der letzten Behauptung folgt, dass die beiden ersten Summanden (Summen) der obi-
gen rechten Seite im Unendlichen verschwinden. Die zwei letzten Summanden (Summen)
bringt man zusammen und bekommt

n 2N n
tN{ZZB ak> n— k ZZB ak’) n— kt n} = Z ZB<ak>bnfk>tNina

n=0 k=0 n=0 k=0 n=N+1 k=0

was auch im Unendlichen verschwindet (N —n < 0 fiir n > N + 1). Somit gilt

N
tN ( Z Cnt > t—>+oo

n=0

QED.

Somit wird das Lemma bewiesen.

Wir wollen nun Lemma [2.10] auf die bilineare Abbildung “Auswertung”

LV,W)xV — W
(L,v) — L(v)

anwenden. Daflir muss man eine Topologie auf L(V, W) definieren.
Die allgemeinste natiirliche Topologie auf L(V, W) ist die der punktweisen Konvergenz.

Zur Erinnerung: seien V' und W topologische (K-)Vektorrdume, dann ist die Topologie
der punktweisen Konvergenz auf Homg (V, W) die, deren eine Basis von Umgebungen von
0 gegeben ist durch

{1 Q. iy vi €V, w; offene Umgebung von 0 € W und n € N, n > 1},

wobei Q,, o, == {L € Homg(V, W), L(v;) € w;}.
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Die Auswertung muss allerdings nicht immer stetig sein. Schon klar ist der Fall, wenn V'
und W normiert sind, denn dann ||L(v)|| < ||L|| - ||v||, woraus die Stetigkeit der Auswer-
tungsabbildung unmittelbar folgt. Wir wollen aber fiir V und W allgemeinere topologische
Vektorraume.

Aus dem Satz von Banach-Steinhaus folgt, dass wenn V' Baire ist (d.h., fiir jede Folge
() nen von dichten offenen Teilmengen von V', die Teilmenge Q Q, liegt noch dicht in

V), ist die Auswertung folgenstetig: gilt L, - L e L(V,W) und v, V€ V, so
gilt auch L, (vy,) - L(v) € W. Dies beweist aber die Stetigkeit der Auswertung nicht.

Fiir unsere Zwecke brauchen wir, eine Topologie nur auf dem Raum der Differentialope-
ratoren von Ordnung hochstens k so zu definieren, dass die Auswertung stetig ist. Propo-
sition erlaubt es aber, eine natiirliche Topologie von Fréchet-Raum auf Dy(E, F) zu
definieren (und daher auch eine Topologie von topologischem Vektorraum auf D(E, F)):
ziehe durch den Isomorphismus (6)) die Fréchet-Raum-Topologie von C* (Homg (Jx(E), F))
auf Dy (E, F') zuriick. Definiere dann die Topologie auf D(E, F'), deren offene Mengen ge-
nau diejenigen sind, deren Durchschnitte mit allen Unterrdumen Dy(E, F')’s offen sind.
Dies definiert wiederum eine Topologie von topologischem Vektorraum auf D(E, F).
Beachte, dass diese Topologie von Fréchet-Raum auf Dy(F, F') i.A. nicht mit der von
Homg (C*°(E), C**°(F)) induzierten Topologie der einfachen Konvergenz iibereinstimmt.

Lemma 2.11 Der Vektorraum Dy(E,F) trage die durch den Isomorphismus (@ mn-
duzierte Fréchet-Raum-Topologie von C*°(Homg(Jk(E), F)). Dann ist die Auswertung
Dy(E,F) x C®(E) — C®(F) stetig.

Beweis: Arbeite in lokalen Koordinaten mit Hilfe von Proposition [1.17] und wende die
folgende Bemerkung an: ist L (lokal) der Form ) A, 2% und s = > siu;, so sind

& o
ol <k

alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung [ € N von Ls “klein”, so bald alle partiellen
Ableitungen bis zur Ordnung [ € N bzw. k + [ aller A,’s bzw. s;’s auch “klein” sind.

Wir kommen zum allgemeinen Fall zuriick und setzen die Auswertung stetig voraus.

Definition 2.12 Seien V', W topologische Vektorriume und U C L(V, W) Untervektor-
raum s.d. die Auswertungsabbildung U x V. — W stetig ist bzgl. einer festen Topologie
auf U. Dann heifit ein Element [L] € As®(U) asymptotischer Operator von V nach W
und die Abbildung

die asymptotische Paarung.

25



2.3 Asymptotische Differentialoperatoren

Der Vektorraum D(E, F') trage die im letzten Abschnitt beschriebene Topologie von to-
pologischem Vektorraunf| (bzgl. der die Auswertung D(E, F) x C®(E) — C*(F) stetig

ist, siche Lemma [2.11)).

Definition 2.13 FEin asymptotischer Differentialoperator von E nach F' ist ein Element
L] € Ag (D(E, F)) mit
L
L~ —
; (it)n’

wobei L, € D,(E, F) fir alle n und d°L,, — L,, — —o0.

n—-+o0o

Das Ziel in den folgenden Vortréagen ist, Gleichungen der Form
[L][u] =0
- wenn dies Sinn hat - zu 16sen, wobei [L] ein asymptotischer Differentialoperator ist.

Nun wollen wir einen asymptotischen Differentialoperator lokal beschreiben. Sei U C M
eine nichtleere offene Teilmenge. Da die Einschrankung

D(E,F) — D(E,, F,)

stetig ist (dies ist leicht zu beweisen, z.B. mit Hilfe von lokalen Koordinaten), gilt L|URLTU

so bald LRL/, fiir alle L, L’ € D(E, F)®+ beschrinkt im Unendlichen. Somit existiert es
eine lineare Abbildung, die auch “Einschrankung” benannt wird

AE(D(EJF)) - AE<ID(E|U7F|U))
[L] — [L]jy = [Ly,]-

lo

Proposition 2.14 Sei [L] € Ag (D(E, F)) ein asymptotischer Differentialoperator und
U C M eine nichtleere offene Teilmenge mit Koordinaten, die E und F' trivialisiert. Dann

qgilt: .
[L]|U ~ ; Wa

mit

L= Awn 2% (Agn € C®(U, Homg (K™, K")))
la|<n

VM <0, 3ng € N s.d. Vn > ng, Aan =0 fir alle a mit |o] < n+ M.

Beweis: Wende vorige Bemerkung und Proposition an; die zweite Bedingung an den

Ayn’s kommt aus d°L,, — L, — —oc.
n—-4oo

3Ist D(E, F) metrisierbar - oder sogar nur lokal beschrinkt - bzgl. dieser Topologie?
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