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1. Aufgabe
Sei die Abbildung f: R?* — R durch f(z,y,z2) := (z +y + 2z — 1)? gegeben.

(a) Bestimmen Sie die reguléren Punkte und die reguléren Werte von f.

(b) Bestimmen Sie die Werte w von f, fiir die die Niveaumenge f~!({w}) eine
2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R? ist.

2. Aufgabe

[[Fiir ein offenes Intervall I C R sei c: I — R* eine C''-Abbildung mit ¢(t) # 0
fir alle t € I und so, dass ¢: I — ¢(I) ein Homéomorphismus ist. Zeigen Sie,
dass M := ¢(I) C R eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R* ist und
bestimmen Sie den Tangentialraum an M in jedem Punkt.

3. Aufgabe
Fiir ein R € (0;1) betrachten wir die 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit

2
M :=Tpg:= {(x,y,z) € R?| (\/:ﬁ + 42— 1) + 22 = R2} CR?
und F: (—m;m)x(—m;m) — R3, (6, ¢) — ((1+Rcos(h)) cos(y), (1+R cos(8)) sin(p), Rsin(6)).
(a) Zeigen Sie, dass F eine 2-dimensionale lokale Parametrisierung von M ist.

(b) | Geben Sie eine Basis des Tangentialraumes an M in jedem Punkt p € M
der Form F'(6, ¢) an.

4. Aufgabe
Bestimmen Sie die lokalen Extrema der Funktion f: R3 — R, (z,y,2) — 22
unter der Nebenbedingung g, wobei g: R* — R, (z,y,2) — (2 + y*> + 22 — 1).

Lésung: Beachte zuerst, dass f und g glatt (also C*°) sind und dass 0 € R ein
regulidrer Wert von g ist mit ¢g~1({0}) = S? = {(z,y,2) € R3: |(z,y,2)|]> = 1},
siehe Beispiel 6.3 aus Kapitel 8. Die lokalen Extrema von f unter der Neben-
dingung ¢ sind daher die lokalen Extrema von fj,,, wobei M := g~'({0}) = S%.
Da nach Proposition 7.2 aus Kapitel 8 lokale Extrema — mit oder ohne Neben-
bedingungen — immer stationidre Punkte sind, suchen wir zuerst die stationéren
Punkte von fj,,, d.h., die Punkte p € M mit f'(p) = 0, wobei T,M C R?® den
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'Diese Aufgabe wurde nicht behandelt.
2Dieser Aufgabenteil wurde nicht behandelt.
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Tangentialraum an M im Punkt p bezeichnet. Nach dem Satz iiber Lagrange-
Multiplikatoren (Korollar 7.3 aus Kapitel 8) ist p € M genau dann ein stati-
ondrer Punkt von fj,,, wenn ein (notwendigerweise eindeutiges) A € R existiert
mit f'(p) = Ag'(p). Fir p = (z,y,2) € M gelten f'(p) = (22 0 0 ) und
Jd(p) = ( x oy z ); damit ist f'(p) = A¢'(p) dquivalent zum Gleichungssystem

20 = A\x
0 =X\y . (G)
0 =Xz

Im Fall A = 2 ist (G]) dquivalent zu y = z = 0 und daher zu p = (—1,0,0)7 oder

= (1,0,0)” (denn beachte, dass (z,0,0)T € §* + 2?=1 <= z = —1 oder
x =1). Im Fall \ # 2 ist aquivalent zu x = 0 und Ay = 0 = Az; im Fall A # 0
liefert dies y = 2z = 0, was p = (0,0,0)” impliziert, Widerspruch zu p € S?, somit
kann dieser Fall nicht auftreten; im Fall A = 0 gibt es keine weiteren Bedingungen
an y und z auBer der, dass y? + z? = 1 gelten muss (wegen p = (0,y,2)" € §?).
Insgesamt folgt, dass die Menge der stationdren Punkte von f|,,

S ={(-1,0,00", (1,0,0)", (0,y,2)" wobei y,z € R mit y* + 2* = 1}

ist. Die Menge S besteht aus einem sogenannten Grofikreis in S? (die Menge der
Punkte der Form (0,y, 2)” wie oben) und zwei isolierten Punkten, dem Nordpol
(1,0,0) und dem Siidpol (—1,0,0).

Es bleibt, jeden stationdren Punkt von f|,, auf Extremalitit zu untersuchen, d.h.,
zu bestimmen, ob der ein lokales Minimum oder ein lokales Maximum von f|,,
ist. Dazu beachte man, dass fiir jedes (z,vy, z) € S? die Ungleichungen

0< flayy,2) =2 <a?+y2 +22=1
gelten, d.h., f(p) € [0;1] fiir alle p € M. Nun gilt f(p) = 0 fiir jedes p € A :=
{(0,y,2)": y,z€e Rund y* + 22 =1} C S und f(p) = 1 fiir p = £(1,0,0)".
Daraus folgt, dass die Menge der lokalen Minima (es sind tatséchlich globale

Minima) von f die Menge A ist und die Menge der lokalen Maxima (und da auch
sind es globale Maxima) von f die Menge {(—1,0,0)7, (1,0,0)7} ist.

5. Aufgabe
FFiir A € R™™ mit A” = A und S*! := {2 € R": ||z[|y = 1} C R" betrachten
wir die Funktion ]
f:S"! SR, T — §xtAx.
(a) Zeigen Sie: die stationdren Punkte von f sind die Eigenvektoren mit Norm
1 von A.

(b) Bestimmen Sie die lokalen Extrema von f.

3Diese Aufgabe wurde nicht behandelt.



