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Übungsblatt 13

1. Aufgabe (4 Punkte)
Für A ∈ Rn×n mit AT = A und Sn−1 := {x ∈ Rn : ‖x‖2 = 1} ⊂ Rn betrachten
wir die Funktion

f : Sn−1 → R, x 7→ 1

2
xtAx.

(a) Zeigen Sie: die stationären Punkte von f sind genau die Eigenvektoren mit
Norm 1 von A.

(b) Bestimmen Sie das Minimum und das Maximum von f(Sn−1).

2. Aufgabe (4 Punkte)
Bestimmen Sie, ob folgende Teilmengen von R2 Untermannigfaltigkeiten sind
oder nicht.

(a) M := {(x, y) ∈ R2 : y = 0 oder (x2 + y2 = 1 und y ≥ 0)}.

(b) M := {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 + 2xy = 0}.

3. Aufgabe (4 Punkte)
Sei U ⊂ Rn eine offene Teilmenge und f : U → Rn ein stetig differenzierbares
Vektorfeld. Sei E : U → R eine differenzierbare Funktion. Zeigen Sie, dass E
genau dann eine Erhaltungsgröße von f ist, wenn

E ′(x) · f(x) = 0

für alle x ∈ U gilt.

4. Aufgabe (4 Punkte)
Sei U ⊂ Rn eine offene Teilmenge, f : U → Rn ein stetiges Vektorfeld und M eine
Untermannigfaltigkeit von Rn mit M ⊂ U . Man nehme an, dass f tangential an
M sei, d.h., es gelte f(p) ∈ TpM für alle p ∈M . Zeigen Sie:

(a) Ist c : (a; b)→ U eine Integralkurve von f mit c(t0) ∈M für ein t0 ∈ (a; b),
so existiert ein ε > 0 so, dass (t0 − ε; t0 + ε) ⊂ (a; b) und c(t) ∈ M für alle
t ∈ (t0 − ε; t0 + ε) gilt.

(b) Ist c : (a; b)→ U eine Integralkurve von f mit c(t0) ∈M für ein t0 ∈ (a; b),
so gilt c((a; b)) ⊂M , sofern M abgeschlossen in U ist.


