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Übungsblatt 7

1. Aufgabe (4 Punkte)
In dieser Aufgabe betrachten wir die Funktion f : R2 → R,

f(x, y) :=

{
2x2y
x2+y2

falls (x, y) 6= (0, 0)

0 sonst
.

(a) Zeigen Sie, dass f in (0, 0) in alle Richtungen differenzierbar ist und be-
rechnen Sie die Richtungsableitungen.

(b) Ist f in (0, 0) stetig?

(c) Ist f in (0, 0) differenzierbar?

2. Aufgabe (4 Punkte)
Für eine reelle n× n-Matrix A = (aij)1≤i,j≤n betrachten wir die Funktion

f : Rn → R, x = (x1, . . . , xn)T 7→ 1

2

n∑
i,j=1

aijxixj.

(a) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen von f in jedem p ∈ Rn, falls diese
existieren.

(b) Überprüfen Sie mit Hilfe der Definition 2.1 aus Kapitel 8, dass f in jedem
p ∈ Rn differenzierbar ist und bestimmen Sie die Ableitung von f in p.
(Hinweis: Aufgabenteil (a) ist dabei hilfreich, um die Ableitung von f zu
bestimmen.)

Bitte wenden



3. Aufgabe (4 Punkte)
Sei (M,d) ein metrischer Raum und A,B ⊂ M nichtleere disjunkte abgeschlos-
sene Teilmengen von M .

(a) Sei

f : M → R, x 7→ d(x,A)

d(x,A) + d(x,B)
,

wobei d(x,C) := inf {d(x, y) | y ∈ C} ∈ R≥0 für jede Teilmenge C ⊂ M .
Zeigen Sie, dass f wohldefiniert und stetig ist und bestimmen Sie die Teil-
mengen f−1({0}) sowie f−1({1}) von M .

(b) Leiten Sie daraus her, dass disjunkte offene Teilmengen U und V von M
existieren mit A ⊂ U und B ⊂ V .
(Hinweis: Benutzen Sie die Abbildung f aus Aufgabenteil (a) und die Tat-
sache, dass Urbilder offener Teilmengen unter stetigen Abbildungen offen
sind.)

4. Aufgabe (4 Punkte)
Seien X und Y topologische Räume. Der Produktraum X×Y trage die Produkt-
topologie (vgl. Übungsblatt 6).

(a) Zeigen Sie: ist X × Y zusammenhängend, so sind X und Y auch zusam-
menhängend.

(b) Von hier aus nehmen wir umgekehrt an, dass X und Y zusammenhängend
sind. Ziel dieses Aufgabenteils ist es, zu beweisen, dass X × Y dann zu-
sammenhängend ist. Dazu seien U und V disjunkte offene Teilmengen von
X × Y mit X × Y = U ∪ V .

(b1) Sei x ∈ X beliebig. Zeigen Sie, dass entweder ({x}×Y )∩U = {x}×Y
oder ({x} × Y ) ∩ V = {x} × Y gilt.

(b2) Zeigen Sie, dass ΩU := {x ∈ X | ({x} × Y ) ∩ U = {x} × Y } und ΩV :=
{x ∈ X | ({x} × Y ) ∩ V = {x} × Y } disjunkte offene Teilmengen von
X sind mit ΩU ∪ ΩV = X.

(b3) Leiten Sie daraus her, dass entweder X×Y = U oder X×Y = V gilt.


