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Ubungsblatt 3

1. Aufgabe (4 Punkte)
0 falls —1 <2 <0

Sei fiir alle n € N die Funktion f, : [-1;1] = R, z — { ntl
Tn sonst

(a) Bestimmen Sie das Maximum von [0;1] = R, 2 — z — 2" .
(b) Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (f,), auf [—1; 1] gleichmé&Big konver-
giert und bestimmen Sie die Grenzfunktion f.

(c) Zeigen Sie, dass jedes f, auf [—1;1] stetig differenzierbar ist und dass die
Folge (f!)n auf [—1;1] punktweise gegen eine zu bestimmende Funktion ¢
konvergiert.

(d) Ist f differenzierbar? Begriinden Sie, warum Theorem 5.4 aus Kapitel 5
angewendet bzw. nicht angewendet werden kann.

2. Aufgabe (4 Punkte)

Sei .
0 ir z =0
f: 0] =R, e { cos(%) sonst

Ziel der Aufgabe ist, f € R[0;1] zu beweisen.

(a) Warum konnen Sétze 3.1 und 4.4 aus der Vorlesung nicht angewendet wer-
den, um diese Aussage zu beweisen?

(b) Zeigen Sie, dass fiir jedes ¢ € (0;1) die Funktion f
integrierbar ist.

sy auf [0; 1] Riemann-

(c) Leiten Sie daraus her, dass f € R[0; 1] gilt.

(Hinweis: Konstruieren Sie mit Hilfe des Aufgabenteils (b) Treppenfunktio-
nen gy, go auf [0;1] mit g, < f < g, und [ (g — gu)(x) dz < 35.)

Bitte wenden



3. Aufgabe (4 Punkte)
Wir nennen eine Funktion f : R — R konvex, wenn fiir alle z,y € R und t € [0; 1]
die Ungleichung

f =tz +ty) < (A —1t)f(x) +1f(y)
erfiillt ist. Zeigen Sie:

(a) Ist f konvex und differenzierbar, so gilt f/(z) < £ (y;:i @) < g (y) fiir alle
x <y aus R.

(b) Ist f konvex und zweimal differenzierbar, so gilt f” > 0.

(c) Ist g : [0;1] — R zweimal differenzierbar mit g(0) = g(1) = 0 sowie g"" > 0,
so gilt g < 0.

(Hinweis: Nehmen Sie an, dass g(x¢) = max g([0;1]) > 0 fir ein xy € [0;1]
gilt und zeigen Sie, dass dann g(z) = g(zo) + ffo g (t)dt > g(xo) fir alle
x € [0;1] gilt.)

(d) Ist f zweimal differenzierbar mit f” > 0, so ist f konvex.
4. Aufgabe (4 Punkte)
Seien p, q € (1;00) mit % + % = 1 und n € N beliebig.

(a) Zeigen Sie, dass fir alle a,b € R die Ungleichung ab < % + % gilt.

(Hinweis: zeigen Sie, dass die Funktion f : x +— % + % — x zweimal diffe-
renzierbar und konvex ist; berechnen Sie f(1), f'(1) und leiten Sie daraus
her, dass f > 0 gilt. Folgern Sie die gewiinschte Ungleichung.)

(b) Fiir r € [1;00) und z = (z1,...,2,) € R" sei

n I3
2]l = (Z\ZW) € Rxo.
i=1

Zeigen Sie fiir alle z € R™ und X € R die Gleichung || - z||, = [A| - ||z]|:-

[

(c) Seien = (x1,...,2,),y = (y1,...,yn) € R" mit ||z|, = ||yl = 1. Zeigen
Sie mit Hilfe des Aufgabenteils (a), dass Y, |z < 1 gilt.

(d) Leiten Sie die Héldersche Ungleichung her: fir alle z,y € R™ gilt

n
> lzal < Nzl - lylla:
i=1



