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Übungsblatt 3

1. Aufgabe (4 Punkte)

Sei für alle n ∈ N die Funktion fn : [−1; 1]→ R, x 7→
{

0 falls − 1 ≤ x ≤ 0

x
n+1
n sonst

.

(a) Bestimmen Sie das Maximum von [0; 1]→ R, x 7→ x− xn+1
n .

(b) Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (fn)n auf [−1; 1] gleichmäßig konver-
giert und bestimmen Sie die Grenzfunktion f .

(c) Zeigen Sie, dass jedes fn auf [−1; 1] stetig differenzierbar ist und dass die
Folge (f ′n)n auf [−1; 1] punktweise gegen eine zu bestimmende Funktion g
konvergiert.

(d) Ist f differenzierbar? Begründen Sie, warum Theorem 5.4 aus Kapitel 5
angewendet bzw. nicht angewendet werden kann.

2. Aufgabe (4 Punkte)
Sei

f : [0; 1]→ R, x 7→
{

0 für x = 0
cos( 1

x
) sonst

.

Ziel der Aufgabe ist, f ∈ R[0; 1] zu beweisen.

(a) Warum können Sätze 3.1 und 4.4 aus der Vorlesung nicht angewendet wer-
den, um diese Aussage zu beweisen?

(b) Zeigen Sie, dass für jedes δ ∈ (0; 1) die Funktion f|[δ;1] auf [δ; 1] Riemann-
integrierbar ist.

(c) Leiten Sie daraus her, dass f ∈ R[0; 1] gilt.

(Hinweis: Konstruieren Sie mit Hilfe des Aufgabenteils (b) Treppenfunktio-

nen gu, go auf [0; 1] mit gu ≤ f ≤ go und
∫ 1

0
(go − gu)(x) dx ≤ 3δ.)

Bitte wenden



3. Aufgabe (4 Punkte)
Wir nennen eine Funktion f : R→ R konvex, wenn für alle x, y ∈ R und t ∈ [0; 1]
die Ungleichung

f((1− t)x+ ty) ≤ (1− t)f(x) + tf(y)

erfüllt ist. Zeigen Sie:

(a) Ist f konvex und differenzierbar, so gilt f ′(x) ≤ f(y)−f(x)
y−x ≤ f ′(y) für alle

x < y aus R.

(b) Ist f konvex und zweimal differenzierbar, so gilt f ′′ ≥ 0.

(c) Ist g : [0; 1]→ R zweimal differenzierbar mit g(0) = g(1) = 0 sowie g′′ ≥ 0,
so gilt g ≤ 0.

(Hinweis: Nehmen Sie an, dass g(x0) = max g([0; 1]) > 0 für ein x0 ∈ [0; 1]
gilt und zeigen Sie, dass dann g(x) = g(x0) +

∫ x

x0
g′(t)dt ≥ g(x0) für alle

x ∈ [0; 1] gilt.)

(d) Ist f zweimal differenzierbar mit f ′′ ≥ 0, so ist f konvex.

4. Aufgabe (4 Punkte)
Seien p, q ∈ (1;∞) mit 1

p
+ 1

q
= 1 und n ∈ N beliebig.

(a) Zeigen Sie, dass für alle a, b ∈ R≥0 die Ungleichung ab ≤ ap

p
+ bq

q
gilt.

(Hinweis: zeigen Sie, dass die Funktion f : x 7→ 1
p

+ xq

q
− x zweimal diffe-

renzierbar und konvex ist; berechnen Sie f(1), f ′(1) und leiten Sie daraus
her, dass f ≥ 0 gilt. Folgern Sie die gewünschte Ungleichung.)

(b) Für r ∈ [1;∞) und z = (z1, . . . , zn) ∈ Rn sei

‖z‖r :=

(
n∑

i=1

|zi|r
) 1

r

∈ R≥0.

Zeigen Sie für alle z ∈ Rn und λ ∈ R die Gleichung ‖λ · z‖r = |λ| · ‖z‖r.

(c) Seien x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn mit ‖x‖p = ‖y‖q = 1. Zeigen
Sie mit Hilfe des Aufgabenteils (a), dass

∑n
i=1 |xiyi| ≤ 1 gilt.

(d) Leiten Sie die Höldersche Ungleichung her: für alle x, y ∈ Rn gilt

n∑
i=1

|xiyi| ≤ ‖x‖p · ‖y‖q.


