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Das Zeichen “***7 gignalisiert eine Feinheit, die beim ersten Lesen iibergangen werden
kann.
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1 Topologische Raume

1.1 Definitionen

Definition 1.1 Sei X eine Menge.
1.) Fine Topologie auf X besteht aus einer Menge O von Teilmengen von X, die folgendes
erfullt:

i) 2€Ound X € O

i) Ist (€2;)jes eine beliebige Familie von Elementen von O, so ist |J ;€ O (d.h., O
jeJ
ist stabil unter beliebiger Vereinigung).

iii) Ist (§25)1<j<n €ine endliche Familie von Elementen von O, soist (| §; € O (d.h.,
1<j<n
O ist stabil unter endlichem Durchschnitt).

2.) Fin topologischer Raum wird gegeben durch ein Paar (X, Q), wobei O eine Topologie
auf X ist.

Elemente einer Topologie heiflen offene Teilmengen. Eine Teilmenge A von X heifit abge-
schlossen falls X \ A :={z € X, x ¢ A} offen ist.

Beispiele 1.2

1. Sei X eine beliebige Menge, und O := {&, X}. Dann ist O eine Topologie auf X,
die die Klumpentopologie heifit.

2. Sei X eine beliebige Menge, und O := P(X) die Potenzmenge von X, d.h. jede Teil-
menge von X ist offen. Dann ist O eine Topologie auf X, die die diskrete Topologie

heif3t.

Bemerkung 1.3 Aus i), ii) und i) folgt:
e =X\ X und X = X \ @ sind abgeschlossen,
o fiir jede Familie (A;);e; von abgeschlossenen Teilmengen von (X,0) ist [ A,

jeJ
abgeschlossen (denn X \ () 4;) =U (X' \ 4;) € 0),
jeJ JjeJ Reg—’



o fiir jede endliche Familie (A;)1<;<, von abgeschlossenen Teilmengen von (X, O) ist
U A; abgeschlossen (denn X\ ( U A4;)= [ (X \4;) €0).
——

1<j<n 1<j<n 1<j<n
€O

1.2 Relativ- und Produkttopologie

Proposition 1.4 Sei (X, O) ein topologischer Raum und Y C X eine Teilmenge. Dann
151

Oy ={QnY Qe O}
eine Topologie auf Y. Diese Topologie heifst Relativtopologie (oder Teilraumtopologie
bzw. die von (X, O) induzierte Topologie) auf Y.

Beweis: Offenbar gelten @ = @ NY € Oy und Y = X NY € Oy. Ferner, fiir jede Familie
(2, NY) es von Elementen von Oy gilt

Uany= <U9j>mfe(9y,

JjeJ JjeJ
N——
€0

und fiir jede endliche Familie (£2;)1<j<, von Elementen von Oy gilt

N QjﬁY:(ﬂ Qj>ﬂY€Oy.

1<j<n 1<j<n
—_———
€O

O

Topologischer Raum sein ist also eine Eigenschaft, die jede Teilmenge eines topologischen
Raumes erbt.
Das kartesische Produkt zweier topologischer Raume ist auch ein topologischer Raum:

Proposition 1.5 Seien (X, O) und (Y,O’) zwei topologische Rdume. Dann ist
0" :={QC X xY, Q=] x Q) mit € O und O} € O'}
i€l

eine Topologie auf X XY, die die Produkttopologie heifst.

Beweis: Wie im letzten Beweis von Proposition [l iberpriift man die Axiome: @ = & x (2,
fir jedes Q2 € O, insbesondere @ € O”. Analog gilt X xY € 0" denn X € Ound Y € O'.
Dass O stabil unter beliebiger Vereinigung ist, folgt direkt aus der Definition von O”.
Wegen

(Q x ) N (Q; x Q) = (N Q) x (4 NQY)
fiir alle Q;, ©; € O bzw. Q, ) € O', ist O” auch stabil unter endlichem Durchschnitt. [

- Allgemeiner ist jedes beliebige Produkt topologischer Réaume wieder topologischer

Raum (siehe Abschnitt B.H).



1.3 Umgebungen

Definition 1.6 Sei (X, O) ein topologischer Raum und x € X. Eine Teilmenge U von
X heifft Umgebung von x g.d.w. eine offene Teilmenge 2 von X so existiert, dass x € )
und Q C U.

Die Menge aller Umgebungen von x beziiglich O bezeichnen wir mit Up ().

Bemerkung 1.7 Eine Teilmenge eines topologischen Raumes ist genau dann offen, wenn
sie eine Umgebung jedes ihrer Punkte ist. Denn: ist Q € O, dann gilt fir jedes x € Q:
x € Qund Q C €, somit ist Q € Up(z). Umgekehrt, gilt Q € Up () fir alle = € €, so exi-

stiert fiir jedes x € Q ein Q, € O s.d. x € Q, und Q, C ©, und somit gilt @ =J Q, € O.
e

Definition 1.8 Sei (X, O) ein topologischer Raum und Y eine Teilmenge von X.
i) Ein Punkt y € Y heifst isoliert in Y g.d.w.

AU e Up(y) s.d. UNY = {y}.

ii) Fin Punkt x € X heifft Haiufungspunkt von Y g.d.w.

VU € Up(z), (UNY)\ {z} £ 2.

U U
y ist isoliert in Y x ist Haufungspunkt von Y

1.4 Inneres und Abschluss einer Teilmenge

Definition 1.9 Sei (X, O) ein topologischer Raum und Y eine Teilmenge von X.

1. Das Innere von Y beziglich (X, O) wird definiert durch
0
Yi={yeY|3U €eUp(y) s.d. U CY}.

2. Der Abschluss von Y beziglich (X, O) wird definiert durch

Y ={ye X|VU €lUp(y),UNY # o}.

Bemerkungen 1.10

1. Jeder Punkt von Y ist entweder Haufungspunkt von Y oder isoliert in Y.
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0 _
2. FirY := X gelten offenbar Y= X =Y (siehe auch Korollar [[T2). Die Begriffe von
Innerem und Abschluss haben also Sinn nur fiir echte Teilmengen von X.

3. Das Innere und der Abschluss hingen von X und von O ab: z.B. wihle X := {1, 2}

(Menge mit zwei Elementen) und Y := {1}. Beziiglich der Klumpentopologie gelten

0 _ 0o _

Y= und Y = X, bzgl. der diskreten Topologie gilt aber Y=Y =Y. Hatten wir
0

X := {1} gewihlt, so hitte Y=Y =Y bzgl. der beiden Topologien gegolten.

Proposition 1.11 Sei (X, O) ein topologischer Raum und Y C X eine beliebige Teil-
menge. Dann gelten:

0
1. Y st die gréfite in 'Y enthaltene offene Teilmenge von X :
0 0 0
YeO, YCY undvVQeOsd QCY qiltQCY .

2. Y ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die Y enthdlt:
Y st abgeschlossen, Y DY und VA C X, A abgeschl., s.d. ADY, gilt ADY.

0 0
Beweis: Wir zeigen, dass Y= ] € (es folgt unmittelbar daraus, dass Y€ O als Vereini-

QeO
QCY

0 0
gung von Elementen von O, dass YC Y, und dass Y die grofite in Y enthaltene offene

0
Teilmenge von X ist). Denn: ist y €Y, so existiert ein U € Up(y) s.d. U C Y. Wegen
U € Up(y) existiert ein Q € O s.d. y € Q und Q C U, somit {2 C Y. Daraus folgt, dass

y € Q. Umgekehrt, ist y € |J €, so existiert ein Q@ € O s.d. y € Q und Q C Y.

QeO QeO
QCY QCY

Insbesondere gilt y € Y. Da Q offen ist, ist Q2 € Up(y) (siehe Bemerkung [[7), somit gilt
0
yey.

Analog zeigen wir, dass Y = [\ A (es folgt unmittelbar daraus, dass Y abgeschlos-

A abgeschl.
ADY

sen ist als Durchschnitt von abgeschlossenen Teilmengen, dass Y O Y, und dass Y die
kleinste abgeschlossene Teilmenge von X ist, die Y enthilt). Sei y € Y und A C X
abgeschlossene Teilmenge von X, die Y enthélt. Angenommen, y ¢ A, d.h. y € X \ A.
Wegen X \ A € O ist X \ A eine Umgebung jedes seiner Punkte (sieche Bemerkung [7),
insbesondere X \ A € Un(y), und somit existiert eine Umgebung von y in X, die A nicht
trifft ((X \ A) N A = @), Widerspruch zur Definition von Y. Also y € A, und daraus

folgt y € ()  A. Umgekehrt, sei y € (| A und U € Un(y), dann existiert ein

A abgeschl. A abgeschl.
ADY ADY

NeO0sd yeQund Q CU. Angenommen, 2NY = &, dann ist X \ 2 abgeschlossene
Teilmenge, die Y enthélt, also muss y € X \ aus der Wahl von y, Widerspruch zu y € Q.
Esgilt alsoUNY D OQNY # @, und somit y € Y. O

Korollar 1.12 Sei (X, O) ein topologischer Raum und Y eine Teilmenge von X. Dann
qgilt:



0
i) Y ist genau dann offen, wenn'Y =Y.

i) Y ist genau dann abgeschlossen, wenn'Y =Y .

Definition 1.13 Sei (X, O) ein topologischer Raum und Y eine Teilmenge von X.
i) Y heifit diskret g.d.w. jeder seiner Punkte isoliert in'Y ist, d.h.

VyeY,3U e Un(y) s.d. UNY ={y}.

i) Y heifit dicht in X g.dw. Y = X, d.h.
Ve e X und VU € Up(z) gilt UNY # 2.

Bemerke, dass X in sich selbst dicht liegt, und dass Y C X genau dann diskret ist, wenn
die von (X, Q) induzierte Topologie auf Y die diskrete Topologie ist.

2 Konvergente Folgen und hausdorffsche topologi-
sche Raume

Definition 2.1 Sei (X, O) ein topologischer Raum und (x,,)nen eine Folge von Elementen
von X. Wir sagen, die Folge (x,)nen konvergiert gegen ein Element © € X g.d.w. gilt:

VU € Up(x), AN € N s.d. Vn > N gilt z,, € U.

Das Element x heifst dann Grenzwert der Folge (x,),; wir schreiben x = lim x,, oder
T, — . e
n—-4oo

Beispiele 2.2 Sei X eine beliebige Menge und (z,,),en eine Folge aus X.

1. Betrachte die Klumpentopologie O := {@, X} auf X. Dann gilt: fir jedes x € X
konvergiert (z,)nen gegen z. Denn: sei U € Up(z), wegen U # @ gilt U = X, und
fiir n > N := 0 gilt offensichtlich x,, € U.

2. Betrachte die diskrete Topologie O := P(X) (die Potenzmenge von X) auf X. Dann
gilt: die Folge (z,)nen genau dann konvergiert, wenn sie ab einem Rang konstant
ist, d.h., wenn ein ng € N so existiert, dass x, = x,, fir alle n > ng (und dann gilt
offenbar z,, — x,,). Denn: angenommen, die Folge (x,)nen erfiillt diese Eigen-

n—-+00

schaft nicht. Fiir jedes x € X und fiir jedes N € N existiert ein n > N s.d. z, # ,
und somit die Umgebung U := {z} von x bzgl. O enthilt nicht alle z,, fiir n > N
(und dies gilt fiir alle N € N), d.h., die Folge (x,)nen konvergiert nicht gegen z.
Das gilt fiir alle z € X, d.h., (x,),en konvergiert tiberhaupt nicht.

Der eventuelle Grenzwert einer konvergenten Folge ist nicht notwendigerweise eindeutig,
wie es das Beispiel oben zeigt. Diese Situation wird als spezieller Fall betrachtet, der fiir
die Differentialgeometrie gar nicht interessant ist. Deswegen wird eine bestimmte Klasse
topologischer Raume definiert, fiir die jede konvergente Folge nur einen Grenzwert hat:



Definition 2.3 Ein topologischer Raum (X, O) heifit hausdorffsch (oder Hausdorff-Raum ),
falls je zwei verschiedene Punkte aus X zwei getrennte Umgebungen besitzen, d.h.

Vi, # a9 € X, AU € Uo(x1) und Uy € Up(2) s.d. Uy NU; = @.

Man sagt dann, dass die Topologie die Punkte trennt.

Beispiele 2.4

1. Mit der Klumpentopologie ist jede Menge mit mindestens zwei Elementen nicht
hausdorffsch (denn die einzige nichtleere offene Teilmenge von X ist X selbst).

2. Mit der diskreten Topologie ist jede Menge hausdorffsch (als Teilmenge ist jeder
Punkt offen bzgl. der diskreten Topologie).

Bemerkung 2.5 In jedem Hausdorff-Raum hat jede konvergente Folge nur einen Grenz-
wert. Denn: konvergiert (z,),eny gegen x € X, und ist y # x, so existieren zwei Umge-
bungen U; € Up(z) und Us € Up(y) s.d. Uy NUs = @. Wegen z,, — « existiert ein

n—-+o00

Ny € Ns.d. z,, € U fir allen > Ny. Fiir alle N € N existiert also ein n > N s.d. x,, € Uy,
insbesondere x,, ¢ Us, d.h. die Folge (x,),en konvergiert nicht gegen y.

Eine sehr wichtige Klasse hausdorffscher topologischer Réaume ist die der metrischen
Raume.

3 Metrische Raume

3.1 Definition
Definition 3.1

1. FEine Metrik (oder ein Abstand) auf einer Menge X ist eine Abbildung
d: X xX—R

die die folgenden Axiomen erfillt: fir alle x, y und z in X gelten

i) dz,y) =0 <= z =y (d trennt die Punkte)
i) d(z,y) = d(y, ) (Symmetrie)
iii) d(x,z) < d(x,y) +d(y,z) (Dreiecksungleichung)

2. Fin metrischer Raum ist ein Paar (X, d), wobei X eine Menge ist und d eine Metrik
auf X ist.

Bemerkungen 3.2



1. Aus den Axiomen i) und iii) folgt d(z,y) > 0 fir alle z, y € X.

2. Sei Y eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d). Da d|, , noch eine Metrik
auf Y ist, erbt Y von X eine Struktur von metrischem Raum.

Lemma 3.3 Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Raume, dann ist die durch

d((z,y), (', y)) = max (dx(z,2'), dy (y,y))

definierte Abbildung (X xY) x (X xY) — R eine Metrik auf X x Y, die die Produkt-
metrik von dx mit dy heifst.

Beweis: Axiome nachpriifen. O

Eine andere wichtige Klasse von Beispielen metrischer Raume besteht aus der der nor-
mierten Vektorraume.

3.2 Normierte Vektorraume

Definition 3.4 Sei V' ein (reeller oder komplexer) Vektorraum. Eine Norm auf V ist
eine Abbildung || - || : V — R, die erfiillt:

i) fir allex € V gilt |z]| > 0, und ferner ||z|| =0 ¢g.d.w. x =0,
ii) fir allex € V und A € R (oder C) gilt ||\ - x| = |\| - [|z]],

iii) fir alle x undy in'V gilt ||x +y| < ||z|| + ||yl

Das Paar (V|| - ||) heifit dann normierter Vektorraum.

Bemerkung 3.5 Nach ) und 4i7) gilt auch

[zl =Nyl < llz =yl

fiir alle x und y aus V.

Lemma 3.6 Jede Norm auf einem Vektorraum induziert eine Metrik: sei (V.| -||) ein
normierter Vektorraum, dann ist die durch

d(z,y) = [lz =y
definierte Abbildung d :' V x V. — R eine Metrik auf V.

Beweis: Axiome nachpriifen. O



Beispiele 3.7
1. Sei X eine Menge. Die durch

|0 firz=y
d(z,y) = { 1 sonst

definierte Abbildung d : X x X — R ist eine Metrik auf X.
2. Sei X :=R" (mit n € N, n > 1) und || - || die durch

fir alle v = (z1,...,2,) € R?

definierte Abbildung auf R™. Dann ist || - || eine Norm auf R", die die kanonische
euklidische Norm heifit. Die durch d(z,y) := ||z — y|| definierte Metrik auf R™ heifit
Standardmetrik (oder kanonische Metrik).

3. Sei wiederum X :=R"” (mit n € N, n > 1) und || - ||« die durch
||]| o :=max |a;] fur alle x = (z1,...,2,) € R"
1<i<n

definierte Abbildung auf R". Dann ist |- || eine Norm auf R". Die Metrik zu dieser
Norm ist genau die Produktmetrik auf R* = R x ... x R, wobei R seine kanonische
—_——

n—mal

Metrik d(z,y) := |z — y| trigt (Ubungsaufgabe).

3.3 Topologie definiert durch eine Metrik

Definition 3.8 Sei (X, d) ein metrischer Raum. Sei x € X undr € R, r > 0. Der offene
bzw. abgeschlossene Ball von Radius r um x bzgl. d wird definiert durch

By(z,r) :={y € X, d(x,y) <r}

bzw. o
By(z,r) :={y € X, d(x,y) <r}.

Bzgl. der Standardmetrik auf R™ sind die offenen bzw. abgeschlossenen Balle die iiblichen
offenen bzw. abgeschlossenen Bélle. Bzgl. der Produktmetrik (Beispiel B 3.) sind die
offenen bzw. abgeschlossenen Balle offene bzw. abgeschlossene Hyperwirfel, d.h. Produk-
te von beschriankten offenen bzw. abgeschlossenen reellen Intervallen.

Lemma 3.9 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Die durch
NeO <= Q=0 oderVzeQ,3r >0 s.d. Bg(xz,r) CQ

definierte Teilmenge O von P(X) ist eine hausdorffsche Topologie auf X. Sie heifit die
von d induzierte Topologie auf X .



Beweis: Die Teilmengen 2 := @ und 2 := X geniigen offensichtlich der Definition von
Elementen von O.
Sei nun (£2;),e; eine beliebige Familie von Elementen von O. Fiir jedes z € | €, existiert
jed

ein jo € J s.d. z € Qjy; wegen Q) € O existiert ein r > 0 s.d. By(z,r) C Q;, und daher
By(z,r) ClJ Qj, was |J Q; € O beweist.

jed jed
Seien €21 und Qy aus O. Sei x € Q7 N Qy. Wegen x € €y bzw. © € )y existiert ein
r1 > 0 bzw. ein 79 > 0 s.d. By(z,7r1) C Q baw. By(x, ) C Q. Setze r := min(ry, ),
dann ist der Ball By(x,r) in €; und in Qs enthalten, d.h. By(z,7) C Q1 N Qy. Dies zeigt
2N e.
Daraus folgt, dass O eine Topologie auf X ist. Bemerke, dass offene Bélle tatsachlich
offen sind, denn: betrachte y € By(x,r) wobei x € X und r > 0. Aus der Definition von
By(z,r) ist d(x,y) < r. Wegen der Dreiecksungleichung gilt dann:

Bd(yv r—= d(ZL‘, y)) C Bd(xv T)

(wegen d(z, z) < d(x,y)+d(y, z) < d(z,y) +r —d(z,y) fiir alle z € By(y,r — d(x,y))).
Seien jetzt z und y aus X mit z # y. Setze r ;= 42Y) (r > 0 wegen z # y und 7)). Wegen

2
der Dreiecksungleichung gilt dann
Bd<x7 T) N Bd<y7 T) = ®7

und By(z,r) bzw. By(y,r) ist eine offene Umgebung von x bzw. y. Dies zeigt, dass die
Topologie O auf X hausdorffsch ist. O

Beispiele 3.10

1. Sei (X, d) wie im Beispiel B71.. Dann ist die von d induzierte Topologie die diskrete
Topologie auf X.

2. Sei (X, d) metrischer Raum und Y C X (nichtleere) Teilmenge. Dann stimmt die
von der induzierten Metrik induzierte Topologie auf Y mit der Relativtopologie
tiberein (Ubungsaufgabe).

3. Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume und betrachte die von den respektiven
Metriken induzierten Topologien auf X und Y. Dann stimmt die von der Produkt-
metrik (Lemma BZ3) induzierte Topologie auf X x Y mit der Produkttopologie (Pro-
position [T) iiberein (Ubungsaufgabe).

Definition 3.11 Sei X := R" und d die im Beispiel B2 definierte Standardmetrik auf
R". Die von d induzierte Topologie heiffit Standardtopologie auf R™.

Eine nichtleere Teilmenge von R” ist also genau dann offen bzgl. der Standardtopologie,
wenn sie fiir jeden ihrer Punkte einen hinreichend kleinen offenen Ball darum enthélt. Z.
B. die offenen Teilmengen von R bzgl. der Standardtopologie sind die disjunkten Verei-
nigungen offener Intervalle (da ein offener Ball in diesem Fall ein offenes Intervall ist).
Spater wird man zeigen, dass die Standardtopologie auf R™ mit der Produkttopologie
ibereinstimmt (siehe Abschnitt [1).

10
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3.4 Basis einer Topologie

An dieser Stelle ist es praktisch, folgenden Begriff einzufiihren:

Definition 3.12 Sei (X, Q) ein topologischer Raum und x € X.

i) Eine Teilmenge B, von Uo(x) heifst Basis von Umgebungen von x bzgl. O g.d.w.

jede Umgebung von x ein Element von B, enthdlt, d.h.

VU € Up(x), IB € B, s.d. BC U.

ii) Fine Teilmenge B von P(X) heifit Basis der Topologie O g.d.w. jedes Element von

O werschieden von der leeren Menge sich als Vereinigung von FElementen von B
schreiben lasst, d.h.

VQeO, Q# @, I(Bies, B € B, s.d. Q=| | B..

el

Beispiele 3.13

1.

Sei (X, d) ein metrischer Raum und O die von d induzierte Topologie. Dann bildet
fiir jedes x € X die Menge B, := {Bq4(x,r), r > 0} eine Basis von Umgebungen von
x bzgl. O.

Sei wiederum (X, d) ein metrischer Raum und O die von d induzierte Topologie.
Dann bildet fiir jedes z € X die Menge B, := {Bq(z, =), m € N, m > 1} eine
Basis von Umgebungen von z bzgl. O. Somit besitzt jeder Punkt eines metrischen
Raumes eine abzahlbare Basis von Umgebungen.

. Sei O die Klumpentopologie auf einer Menge X. Dann ist B := { X} eine Basis von

O (die einzige mogliche Basis von O {iberhaupt!).

Sei O die diskrete Topologie auf einer Menge X. Dann ist B := {{z}, v € X} eine
Basis von O.

Sei (X, d) ein metrischer Raum und O die von d induzierte Topologie. Dann bildet
B = {By(z,7), v € X, 7 > 0} baw. B/ := {Bqy(z, =), z € X, m € N, m > 1} eine
Basis von O.
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6. Seien (X,0) und (Y, Q') topologische Radume. Dann bildet B := {Q x ', Q €
O und ¥ € O'} eine Basis der Produkttopologie (Proposition [CH) auf X x Y.

Definition 3.14 Ein topologischer Raum erfullt genau dann

1. das erste Abzahlbarkeitsaxiom, wenn jedes seiner Elemente eine abzdhlbare Basis
von Umgebungen besitzt.

2. das zweite Abzahlbarkeitsaxiom, wenn er eine abzdihlbare Basis der Topologie be-
sitzt.

Nach Beispiel B T3 2 erfiillt jeder metrische Raum das erste Abziahlbarkeitsaxiom. Der
mit der Produkttopologieﬂ (siehe Beispiel liITl unten) versehene topologische Raum X :=
C°([0,1],[0,1]) = {f : [0,1] — [0, 1] stetig} erfiillt das erste Abzihlbarkeitsaxiom nicht:

dies zeigt man indirekt mit Hilfe der Abbildung X 2, 0,1], f — fol f(z)dz, die zwar
folgenstetig (d.h., (¢(fn))n konvergiert in [0, 1], sobald (f,), in X konvergiert) aber nicht
stetig ist.

Proposition 3.15 Erfullt ein topologischer Raum das zweite Abzdahlbarkeitsaziom, so
erfullt er auch das erste Abzahlbarkeitsaxiom.

Beweis: Sei (X,0) ein topologischer Raum, welcher das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom
erfiillt. Sei (Uy)ren eine abziahlbare Basis von O und x € X ein beliebiger Punkt. Dann
ist Z, == {k € N|z € Uy} C N abzéhlbar und (Uy)gez, ist eine Basis von Umgebungen
von x in X. [

Man beachte, dass nicht jeder topologische Raum, welcher das erste Abzéhlbarkeitsaxiom
erfillt, das zweite Abzahlbarkeitsaxiom auch erfiillt. Versieht man z.B. X := R mit der
diskreten Topologie, so erfiillt X das erste Abzéhlbarkeitsaxiom (fir z € X wéhle B, :=
{{z}} als Basis von Umgebungen von z in X ), das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom aber nicht
(sonst miisste sich fiir jedes z € X die offene Teilmenge {x} von X als Vereinigung von
Elementen der Basis schreiben lassen; R ist aber iiberabzéhlbar). Fiir eine detaillierte
Untersuchung des Zusammenhangs zwischen den beiden Begriffen, siehe z.B. [H.

3.5 Konvergente Folgen in einem metrischen Raum

Proposition 3.16 Sei (X,d) ein metrischer Raum und Y eine Teilmenge von X.

1. Eine Folge (x,)neny von X konvergiert genau dann gegen x € X (bzgl. der von d
induzierten Topologie), wenn

d(zy, ) n 0.

2. Bezuglich der von d induzierten Topologie gilt

Y = {Grenzwerte der Folgen von'Y, die in X konvergieren}.

!Die Produkttopologie von CY([0, 1], [0,1]) ist die Topologie der punktweisen Konvergenz.
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Beweis:

Zu 1.: Angenommen, eine Folge (z,).en von X konvergiere gegen ein x € X. Fiir jedes
e > 0gibt es ein N € Ns.d. z, € By(z,¢) fir alle n > N (denn By(x,¢) € Up(x)), d.h.
d(x,,x) < e fir alle n > N. Dies zeigt z,, — . Umgekehrt, gilt d(z,,z) — 0, so

n—-400 n—-4o0o

wéhle ein U € Up(x). Da {By(x,r), r > 0} eine Basis von Umgebungen von z bzgl. O
bildet, existiert ein € > 0 s.d. By(z,e) C U. Wegen d(z,,x) — 0 existiert dann ein

n—-4oo

N € N s.d. fiir alle n > N gilt d(z,,z) < e, d.h. x,, € By(z,¢), insbesondere z,, € U fiir
allen > N, was x,, — x beweist.

n—-+o00
Zu 2.

“D” :sel (Yn)nen Folge aus Y, die in X konvergiert, d.h., ein x € X existiert mit y,, —

n—-+o00

z. Fir jede Umgebung U von z in X existiert ein N € Ns.d. y, € U fiir allen > N.
Damit ist € Y aus der Definition von Y, und die Inklusion ist bewiesen.

“C” isei x € Y und, fiir alle n € N, n > 1, U, := By(z, %) Wegen U, NY # & existiert

fiir jedes n) ein ¥, € U, NY. Insbesondere gilt * > d(y,,z) — 0, d.h. (aus 1.
n -

Yn — . Damit ist x Grenzwert einer Folge von Y und die Inklusion ist bewiesen.
n—-+400

O

Bemerke, dass die Inklusion Y D {Grenzwerte der Folgen von Y, die in X konvergieren}
in jedem topologischen Raum gilt. Die Andere braucht im Wesentlichen die Existenz einer
abzahlbaren Basis von Umgebungen um jeden Punkt.

4 Kompakte topologische Raume
In der Mengentheorie stehen die endlichen Mengen fiir die einfachsten Beispiele, die

man sich vorstellen kann. In der Topologie entsprechen sie den kompakten topologischen
Raumen.

4.1 Definitionen

Definition 4.1 Sei (X, O) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge U von P(X) heifit
Uberdeckung von X, falls
x=u

vecu

Beispiel 4.2 Die Menge U := {(k — 1,k + 1), k € Z} bildet eine offene (d.h. U C O)
Uberdeckung von X := R bzgl. der Standardtopologie.

Definition 4.3 Fin topologischer Raum (X, O) heifst kompakt, falls jede offene Uberde-
ckungU U C O) von X eine endliche Teilmenge U besitzt, die X immer noch tiberdeckt.
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Beachte, dass die Bedingung nicht die ist, dass X eine endliche offene Uberdeckung be-
sitzt. Das ist immer erfiillt, mit z.B. & := {X}. Die Bedingung besagt, dass man bei jeder
offenen Uberdeckung alle bis auf endlich viele Mengen weglassen kann und X immer noch
ganz iiberdeckt wird.

Eine Teilmenge Y eines topologischen Raumes (X, Q) heifit kompakt, wenn Y mit der
Relativtopologie kompakt ist.

Beispiele 4.4

1. Jede endliche Menge mit beliebiger Topologie ist kompakt. Insbesondere ist die leere
Menge kompakt.

2. Die Menge R mit der Standardtopologie ist nicht kompakt, denn U := {(k — 1,k +
1), k € Z} ist eine offene Uberdeckung von R, die keine endliche Teilmenge besitzt,
die R noch iiberdeckt: falls ¢4 eine endliche Teilmenge von U ist, gibt es ein k € Z
so, dass (k — 1,k + 1) ¢ U’; aber dann ist £ nicht mehr iiberdeckt.

3. Tragt eine Menge X die Klumpentopologie, so ist X kompakt.

4. Tragt eine Menge X die diskrete Topologie, so ist X nicht kompakt; es sei denn, X
hat nur endlich viele Elemente.

4.2 Kompakte Teilmengen und Produkte

Lemma 4.5 Sei (X, Q) ein topologischer Raum, und Y C X eine nichtleere Teilmenge.
Dann gelten:

i) Falls X kompakt ist, und Y abgeschlossen, ist Y auch kompakt (bzgl. der Relativto-
pologie).

ii) Falls X hausdorffsch ist, und Y kompakt bzgl. der Relativtopologie, so ist Y abge-
schlossen in X.

Beweis:

Zu i): Sei U eine offene Uberdeckung von Y. Nach der Definition der Relativtopologie
existiert fiir jedes U € U ein U € O s.d. U=UNY. Setze U :={U € O, UNY € U}.
Wegen X = (X \Y)UY € (X\Y)U U U und X \Y € O bildet 4 U {X \ YV}

Ueld

eine offene Uberdeckung von X. Aus der Kompaktheit von X folgt die Existenz ei-
ner endlichen Teilitberdeckung &’ C U U{X \ Y} von X;da (X \Y)NY = @ ist
U = {U'NnY,U €U} C U auch eine endliche Teiliiberdeckung von Y. Daraus folgt,
dass Y kompakt ist.

Zu i1): wir zeigen, dass X \ Y offen ist. Sei x € X \ Y. Nach der Voraussetzung “X ist
hausdorffsch” existieren fiir jedes y € Y offene Umgebungen U{ bzw. UY von = bzw. y
s.d. U/ NUY = @. Die Menge U := {UJNY, y € Y} ist eine (bzgl. der Relativtopologie)
offene Uberdeckung von Y, besitzt also eine endliche Teilitberdeckung U’ C U von Y (weil
Y kompakt vorausgesetzt wurde). Schreibe U’ = {U3", ..., Uy"} wobei yi,...,yn, € Y,
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und setze Uy := () X \ U¥. Dann ist U; offen (als endlicher Durchschnitt offener Teil-

1<i<m
mengen), enthalt x (fiir alle s € {1,...,m} gilt x ¢ UY" wegen U NUY" = &) und wegen
U U—giDYgﬂt(ﬁ:X\(U U—Qz’i)CX\Y,WasX\YEObeweist. O
1<i<m 1<i<m

Lemma 4.6 Seien (X,0) und (Y,0O') kompakte topologische Rdume, dann ist X XY
kompakt bzgl. der Produkttopologie (Proposition [[H).

Beweid: O.B.d.A. seien X und Y nichtleer. Sei " eine offene Uberdeckung von X x Y.
Nach der Definition der Produkttopologie auf X x Y kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass
jedes Element von U” der Form €2; x €; ist, wobei €; bzw. Q eine offene Teilmenge von
(X,0) bzw. (Y, ') ist und i liuft in ciner Indexfamilic I. Wegen X x Y ={J Q; x

icl

gelten auch X =J @; und Y =J ;. Sei nun x € X beliebig. Da (Y, O’) kompakt ist,
icl i€l

existiert eine endliche Teilmenge I, C I mit Y = |J ;. Setze V, := () €, und bemerke,

J€ls J€lx
dass wegen |[,| < oo die Teilmenge V, eine offene Umgebung von z in (X, Q) ist. Die
Kompaktheit von (X, O) liefert die Existenz endlich vieler Punkte zi,...,z, € X mit
X = U V. Betrachte die endliche Teilmenge J := |J I, von I. Wir behaupten,

1<i<m 1<i<m

dass X x Y =J Q; x Q; gilt. Denn: ist (z,y) € X x Y, so existiert ein [ € {1,...,m}
jeJ

mit x € V,,. Fir dieses [ existiert ein j € I, mit y € ;. Per Definition von V,, gilt aber

Vi, C €5, somit (z,y) € Q; x €, was zu beweisen war. O

ik Allgemeiner ist jedes beliebige Produkt kompakter topologischer Rdume kompakt.

4.3 Durchschnitt kompakter Teilmengen

Lemma 4.7 Sei (X, O) kompakter topologischer Raum und (K, ),en eine monoton fal-
lende Folge von nichtleeren abgeschlossenen Teilmengen von X, d.h. K, 1 C K, fir alle

n € N. Dann ist (| K, eine nichtleere kompakte Teilmenge von X .
neN

Beweis: Die Teilmenge (] K, von X ist abgeschlossen als (unendlicher) Durchschnitt

neN
abgeschlossener Teilmengen von X. Aus Lemma EH i) folgt, dass (| K, kompakt ist.
neN
Angenommen, es gelte (| K, =@. Wegen X \ (] K,) = (X \ K,,) gilt dann
neN neN neN

U (X\K)=X\o=X,

neN

2Der in der Version vom 12.12.2008 angegebene Beweis war falsch! Herzlichen Dank an Bernd Am-
mann.
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mit X \ K, € O (denn K, ist abgeschlossen), d.h., die Menge {X \ K, n € N} bildet
eine offene Uberdeckung von X. Da X kompakt ist, existieren endlich viele K, , ..., K,

s.d.
X={Jx\K,).

i=1
Setze m = max(nq,...,n,), dann gilt X \ K,,, C X \ K,,, (weil (K,,),en monoton fallend
ist), und somit X = JI_ (X \ K,,,) = X \ K,,,, d.h. K, = @, Widerspruch zur Annahme
K, # o fir alle n € N. Es folgt (| K, # @. O

neN

4.4 Kompakte metrische Raume

Kompaktheit fiir metrische Raume lasst sich mit Folgen charakterisieren:

Satz 4.8 (Bolzano-Weierstraf3) Fin metrischer Raum (X, d) ist als topologischer
Raum genau dann kompakt, wenn jede Folge von X eine (in X ) konvergente Teilfolge
besitzt.

Beweis: Angenommen, X sei kompakt bzgl. der von der Metrik d induzierten Topologie.
Sei (x,,)nen eine Folge von X. Dann ist, fiir alle NV € N die Teilmenge Ky := {z,, n > N}
abgeschlossene Teilmenge von X bzgl. der Relativtopologie. Es gilt offenbar K, C K,
und K, # @ fiir alle n € N. Somit ist (K, ),en eine monoton fallende Folge abgeschlossener

Teilmengen von X . Aus Lemma [ folgt, dass [ K, # &, d.h. es existiert ein x € (| K,.
neN neN
Konstruiere nun ein strikt monoton wachsendes ¢ : N — N wie folgt: wihle ¢(0) € N

s.d. zy0) € Ba(z,1) N {x,, p € N}, und konstruiere induktiv ¢(n + 1) durch:

Lp(n+1) € Bd(l’, n ) N {xpa p > QO(TL) + 1}

+1
(wegen = € K, fiir alle p € N ist der Schnitt nichtleer, man kann also mindestens ein
Element der Folge darin wéhlen). Die so definierte Abbildung ¢ ist offensichtlich strikt
monoton wachsend, und die Teilfolge (2,(m))nen von (zy,)nen erfiillt, fiir jedes n € N:

1

d(zpm), r) < ——=,
(p(n)> T) o=

insbesondere d(zy(n), ) - 0, d.h. (Proposition BTG 1.), &,y — . Daraus folgt,

n—-4o0o

dass (x, )nen eine konvergente Teilfolge in X besitzt.

Umgekehrt setzen wir voraus, dass jede Folge von X eine konvergente Teilfolge (in X)
besitzt.

Lemma 4.9 Sei (X, d) ein metrischer Raum in dem jede Folge eine konvergente Teilfolge
besitzt. Seid C O eine offene Uberdeckung von X .

Dann ezistiert es ein ¢ > 0 s.d. jeder offene Ball von Radius € in (mindestens) einem
Element von U enthalten ist.
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Beweis von Lemma L9 Angenommen, dies gelte nicht. Fiir jedes n € N, n > 1, wiirde
dann ein x,, € X so existieren, dass By(z,, %) in keinem Element von U/ enthalten ware. Die
Folge (2, )nen wiirde eine Teilfolge (24, )nen besitzen, die gegen ein x € X konvergieren
wiirde. Da U eine Uberdeckung von X ist, wiirde ein U € U existieren mit x € U, und
wegen U € O wiirde auch ein 7 > 0 so existieren, dass By(z,7) C U. Sei dann N € N\ {0}
s.d. ﬁ < ¢ und d(xy(n), ) < 5. Aus der Dreiecksungleichung wiirde damit

Ba(zy(ny, ) C By(z,r) C U

b
P(N)

gelten, Widerspruch zur Konstruktion der x,,. vV

Lemma 4.10 Sei (X,d) ein metrischer Raum in dem jede Folge eine konvergente Teil-
folge besitzt. Dann existiert es fir jedes € > 0 eine endliche Uberdeckung von X durch
offene Balle von Radius €.

Beweis von Lemma T Angenommen, dies gelte nicht, d.h. es wiirde ein ¢ > 0 so
existieren, dass jede endliche Familie von offenen Ballen von Radius € die Menge X nicht

tiberdeckt. Daher wiirde eine Folge (z,)neny von X existieren mit x,.1 ¢ |J Ba(zi,e€)
0<i<n

fiir alle n € N. Diese Folge wiirde eine Teilfolge (2,(n))nen besizten, die gegen ein z € X

konvergieren wiirde. Fiir ein festes r €10, 5[ wiirde dann es ein N € N so geben, dass

d(Zpmy, x) < fiir alle n > N, und somit (nach der Dreiecksungleichung)
A(Tpp); Toq) < €
fiir alle p, ¢ > N, Widerspruch zur Konstruktion der z,,. vV

(Ende des Beweises von Satz EER) Sei U eine offene Uberdeckung von X. Nach Lemma
existiert ein € > 0 s.d. jeder Ball in X von Radius ¢ in einem Element von U enthalten

ist. Fiir dieses € existiert nach Lemma eine endliche Familie B, ..., B, von Béllen
von Radius ¢, die X iiberdecken (X = |J B;). Da jedes B; in einem Element U; von U
1<i<p
enthalten ist, gilt
x=\J u,
1<i<p

und somit existiert eine endliche Teilmenge von U, die X noch iiberdeckt. Daraus folgt,
dass (X, O) kompakt ist. O

Lemma 4.11 Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum. Dann ist X beschréankt bzgl.
d, d.h.

sup d(z,y) < +oo.
z,ye X
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Beweis: Angenommen, der Raum (X, d) wére nicht beschrédnkt. Dann wiirden Folgen
(Zn)nen und (yn)nen aus X so existieren, dass d(z,,y,) — -+oo. Da (X,d) kompakt

+oo
ist, wiirden konvergente Teilfolgen von (x,)n,eny und (y,)nen existieren. Wir bezeichnen

sie weiterhin mit (z,)pen und (Y, )neny und setzen x := lim x, bzw. y := lim y,. Aus
n—-4o00 n—-400

Proposition B-T6 und der Dreiecksungleichung folgt dann
0 < d(zn,yn) < d(zn, x) + d(z,y) + d(y, y) < d(z,y) + €
fiir n hinreichend grof§, Widerspruch zu d(x,, y,) — too. Also (X, d) muss beschrankt

sein. O

4.5 Kompakte Teilmengen von R”

Satz 4.12 (Heine-Borel) Die Menge R"™ trage die Produktmetrik (und die entsprechen-
de Topologie). Dann gilt: eine Teilmenge K C R™ ist genau dann kompakt, wenn K ab-
geschlossen und beschrankt ist.

Beweis: Sei K C R" kompakte Teilmenge. Aus Lemma folgt, dass K abgeschlossen
ist. Aus Lemma ELTT folgt auch, dass K beschrankt ist.

Wir zeigen die andere Aussage durch Induktion iiber n. Zuerst beweisen wir das Ergebnis
fir n = 1.

O.B.d.A. sei K := [a,b] C R abgeschlossenes beschrinktes Intervall (denn jede abge-
schlossene und beschrankte Teilmenge von R ist in einem abgeschlossenen beschrankten
Intervall enthalten; falls dies kompakt ist, muss auch nach Lemma jede abgeschlosse-
ne Teilmenge davon kompakt sein). Sei (z,)nen eine Folge aus K. Setze ag := a, by := b
und definiere induktiv das Intervall [a,41,b,11] C [an, b,] als eines der beiden Interval-
le [a,, “24P2] und [%£2e p,], das immer noch unendlich viele Elemente der Folge (z,)nen
enthélt (mindestens eines der beiden muss diese Eigenschaft haben, sonst ware N endlich).
Es kann passieren, dass beide unendlich viele Elemente enthalten, wir wahlen ggf. eines
der beiden. Betrachte dann die reellen Folgen (a,,)neny und (b,)nen. Aus der Konstruktion
der a, und b, folgt, dass (a,)nen bzw. (b,)nen monoton wachsend bzw. fallend ist. Es
gelten auch: a,, < b, < b und b, > a, > a fir alle n € N, insbesondere sind (a,),en und
(bp)nen beschrankt.

Aus den grundsatzlichen Eigenschaften von R folgt, dass jede monotone beschrdnkte reelle
Folge konvergiert. Insbesondere konvergieren (ay,)nen und (b, )nen. Wegen

1 1
by — an = é(bn,l —p1) = ... = Q—n(bo — ag) N:OO 0

gilt lim a, = lim b, =: 1 € R, und wegen der Monotonie von (a,,)nen bzw. von (b, )nen
n—-4o0o n—-4o0o

gilt auch | > ag = a bzw. | < by = b, d.h. | € [a,b]. Was ist jetzt mit der Folge (x,)nen?
Aus der Konstruktion der a,, und b, existiert, fiir jedes n € N, ein Element x,,) der Folge
(Zn)nen, das in [a,, b,] liegt. O.B.d.A. sei (p(n))nen strikt monoton wachsend (denn jedes
la,, b,] enthélt unendlich viele Elemente der Folge (x,,),en). Wegen

ap < Lip(n) < bn
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konvergiert dann die Teilfolge (Ty(m))nen von (Zn)nen gegen ! € [a,b]. Wir haben also
bewiesen, dass jede Folge von K = [a, b] eine konvergente Teilfolge besitzt. Aus Satz
folgt, dass K kompakt ist.

Dies zeigt das Ergebnis fiir K’ C R. Aus Lemma L0 folgt, dass jedes endliche Produkt von

beschrankten kompakten Intervallen kompakt bzgl. der Produkttopologie ist. Dies zeigt
das Ergebnis fiir ein K C R". O

Bemerkung 4.13 Dies gilt als bestimmte Eigenschaft vder Produkttopologie (und der
Standardtopologie, sieche Abschnitt [[]) von R™. Z.B. sind abgeschlossene Bille in unendlich-
dimensionalen normierten Vektorrdumen nie kompakt (Satz von Riesz).

5 Stetige Abbildungen

5.1 Definitionen und erste Eigenschaften

Definition 5.1 Seien (X, 0) und (Y, O’) topologische Riume, und x € X.

1. Eine Abbildung f : X — Y heifit stetig in x, falls fir jede Umgebung U von f(x)
in'Y das Urbild f~*(U) eine Umgebung von x in X ist.

2. Eine Abbildung f : X — Y heifst stetig auf X falls f in jedem Punkt stetig ist.

Bemerkungen 5.2
1. Eine Abbildung f: X — Y ist stetig auf X g.d.w.
VQe o, Q) €0,

denn Teilmengen sind genau dann offen, wenn sie Umgebungen von jedem ihrer
Punkte sind.

2. Eine Abbildung f: X — Y ist stetig auf X g.d.w.
VA CY, A abgeschlossen , f~*(A) ist abgeschlossen in X,

denn f~HY' \ A) = X \ f~!(A) fiir alle Teilmengen A von Y.

Beispiele 5.3 Seien X und Y zwei Mengen.

1. Tragt X die diskrete Topologie und Y irgendeine, so ist jede Abbildung f : X — Y
stetig.

2. Tragt X irgendeine Topologie und Y die Klumpentopologie, so ist ebenfalls jede
Abbildung f : X — Y stetig.
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Lemma 5.4 Seien X, Y und Z topologische Raume. Seien f: X — Y und
g:Y — Z Abbildungen.
Ist f stetig in x € X und g stetig in f(x) €Y, soist go f: X — Z stelig in x.

Beweis: Sei U, eine Umgebung von z in Z, dann ist ¢~ (U,) Umgebung von y in Y (denn
g ist stetig in y), und somit ist

(g © f)_l(UZ) = f_l (g_l(UZ))
Umgebung von x in X. O

5.2 Stetige Abbildungen zwischen metrischen Raumen

Fiir Abbildungen zwischen metrischen Radumen haben wir weitere Kriterien fiir die punkt-
weise Stetigkeit:

Proposition 5.5 Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume und f : X — Y eine
Abbildunyg.
i) Die Abbildung f ist stetig in x € X g.d.w.

Ve>0,30>0 s.d f(Bg(z,0)) C Ba(f(x),¢),

d.h., fir jedes € > 0, existiert ein 6 > 0 so, dass fir alle y mit dx(x,y) < ¢ gilt
dy(f(z), f(y)) <e.

1) Die Abbildung f ist stetig in x € X g.d.w. fiir jede Folge (z,)nen aus X, die gegen x
konvergiert, die Folge (f(x,))nen konvergiert gegen f(x).

Beweis:

i) folgt direkt aus der Definition der von einer Metrik induzierten Topologie (fiir die eine
Teilmenge genau dann offen ist, wenn sie einen hinreichend kleinen Ball um jeden ihrer
Punkte enthélt).

ii) folgt aus der Tatsache, dass {By,(z,2), n € N, n > 1} eine Basis von Umgebungen
von x bzgl. O bildet. Denn: angenommen, die Abbildung f sei stetig in x. Sei (x,)nen
eine Folge aus X mit lim =z, = z. Sei ¢ > 0 fest. Aus i) existiert ein 6 > 0 s.d.

n—-+o0o
f(Bay(z,8)) C Bgy, (f(x),e). Wegen z, T existiert ein N € N s.d. z,, € By, (z,9)
fir alle n > N, und somit f(z,) € B, (f(z),¢) fiir alle n > N, was f(x,) - f(z)
beweist.

Umgekehrt (und nur diese Richtung braucht tatsdchlich die obige erwahnte Tatsache)
setzen wir voraus, dass fiir jede Folge (x,),en aus X, die gegen x konvergiert, die Folge
(f(zn))nen gegen f(x) konvergiert. Angenommen, f sei nicht stetig in x. Dann existiert
aus ) ein € > 0 s.d. fur alle § > 0 gilt f(Bay(,0)) € Bay (f(x),e). Insbesondere fir &
der Form +: fiir jedes n > 1 existiert ein z,, € By, (2, 1) s.d. f(x,) ¢ Ba, (f(2),€). Somit
bekommen wir eine Folge (2,,)nen, die dx(2,,2) < * fir jedes n erfiillt (insbesondere
dx(xzp,x) — 0, dh. z, — ) aber mit f(z,) e f(z), Widerspruch. Daraus

n—-+o00 n—-+o0o

folgt, dass f stetig in x sein muss. O
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5.3 Stetige lineare Abbildungen

Proposition 5.6 Seien (V. ||-|v) und (W, |- ||w) normierte Vektorrdume und A :V —
W eine lineare Abbildung (d.h. A(A\x + py) = MNA(x) + pA(y) fir alle \,p € R oder C
und alle x,y € V). Dann sind dquivalent:

i) Die Abbildung A ist stetig auf V.
ii) Die Abbildung A ist stetig in 0 € V.

i11) Eine positive reelle Zahl M existiert mit ||A(x)||w < M||z||v fir alle x € V.

Beweis:

“) = 11)” ist trivial.
“i1) = i11)": Sei B := {y € W, |lyllw < 1} € W der offene Ball von Radius 1 (bzgl.
der zu || - ||w assoziierten Metrik) um den Ursprung in W. Er ist eine offene Umgebung
von 0 € W. Da A(0) = 0 und A stetig in 0 ist, existiert eine Umgebung U von 0 € V
s.d. A(U) C B. Wegen der Definition der Topologie von (V|| - ||y/) existiert ein r > 0 s.d.
B(r) Cc U, wobei B(r) :={z €V, ||z|lv < r}, und somit A(B(r)) C B'.

Sei dann z € V'\ {0}, dann gilt L € B(r) und daher gilt A(QH;HVJ:) =

d.h. HWACL’)HW < 1, und somit

A(x) e B,

I
2[|z[lv

2
Al < =llellv.

Dies gilt offenbar auch fiir x = 0, somit gilt i7) mit M := % > 0.
“411) = 1)”: Selen x und y aus V, dann gilt

[A(z) = AW)llw = [[A(x = y)llw < Mz = yllv,

daraus folgt A(z) — A(y) — 0 wenn x — y, d.h. A ist stetig in jedem Punkt y von V.
0

5.4 Bildtopologie

Proposition 5.7 (Bildtopologie) Sei X eine Menge und ((X;, O;))icr eine (beliebige)
Familie topologischer Raume mit, fir jedes i € I, einer Abbildung f; + X; — X. Dann
bildet

O:={QCXsdVicl gt f{1(Q) € O;}

eine Topologie auf X, die die Bildtopologie der X;’s unter den f;’s heifit.

Beweis: Die leere Menge und X geniigen offensichtlich der Definition von Elementen von
O. Wegen f7(U ) =U 1) und f71(N Q) =N f1(Q) fiir jede Familie

i
jeJ jeJ jeJ jeJ

(€2;)jes von Teilmengen von X, gelten auch die beiden anderen Axiome. O

21



Beispiel 5.8 (Quotiententopologie) Sei (X,0) ein topologischer Raum zusammen
mit einer Aquivalenzrelation “~”, d.h. eine Relation auf X, die geniigt, fur alle z,y, z € X:

o r~zx (~ ist reflexiv),
e r~Yy=—=y~=x (~ ist symmetrisch),
erx~yundy~z = 1o~z (~ ist transitiv).

Betrachte die Quotientenmenge X/~ (d.h., die Menge aller Aquivalenzklassen bzgl. ~)
und die kanonische Abbildung 7 : X — X /~. Dann heifit die durch 7 induzierte Bildto-
pologie auf X/~ die Quotiententopologie auf X /~.

Proposition 5.9 Sei X eine Menge und ((X;, O;))icr eine (beliebige) Familie topologi-
scher Raume mit, fir jedes i € I, einer Abbildung f; : X; — X. Sei O die durch die f;’s
induzierte Bildtopologie auf X. Dann gilt.

i) Fir jedes i € I ist f; : X; — X stetig.

ii) Die Topologie O ist die feinste Topologie auf X, fir die alle Abbildungen f; : X; —
X stetig sind, d.h.: ist O" eine weitere Topologie auf X s.d. f; : X; — X stetig ist
fiir alle 1 € I, so gilt O' C O.

Beweis: Sei i € I und Q € O, dann gilt f;*(Q) € O; aus der Definition von Elementen
von O. Dies zeigt 7). Ist O eine weitere Topologie auf X s.d. f; : X; — X stetig ist fiir
alle i € I, so gilt fiir jedes Q € O und fiir jedes i € I: f;*(Q) € O; (denn f; ist stetig),
d.h., aus der Definition von Elementen von O, gilt Q € O. Dies zeigt i1). O

5.5 Urbildtopologie

Proposition 5.10 (Urbildtopologie) Sei X eine Menge und ((X;, O;))icr eine (belie-
bige) Familie topologischer Raume mit, fir jedes i € I, einer Abbildung f; - X — Xj.
Dann bildet

(’)::{U( N f];l(sz],)), JCI,Q €0, undn e N}

jeJ 1<i<n

eine Topologie auf X, die die Urbildtopologie der X;’s unter den f;’s heifst.

Beweis: Die leere Menge und X geniigen offensichtlich der Definition von Elementen von
O. Die Stabilitat von O unter beliebiger Vereinigung und unter endlichem Durchschnitt
folgt auch unmittelbar aus der Definition von O. U

Beispiel 5.11 [Produkttopologie] Sei ((X;, O;))icr eine beliebige Familie topologischer Rdume

und setze
X ::H X;

el
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(Produkt der X;’s). Falls jedes X; nichtleer ist, muss X auch nichtleer sein wegen des
Auswahlaxioms. Fiir jedes ¢ € I definiere dann f; := m; : X — X, d.h. fi(x) = z; fir
alle x = (z;);er (Projektion auf X;). Dann heifit die durch die f;’s induzierte Urbildtopo-
logie auf X die Produkttopologie der (X;, O;)’s. Eine Teilmenge von X ist also bzgl. der

Produkttopologie genau dann offen, wenn sie die Vereinigung Teilmengen der Form [] €;
i€l

ist, wobei ; C X, offen ist und, bis auf endlich viele v’s, 2; = X;.

Wenn [ nur zwei (bzw. endlich viele) Elemente hat, stimmt diese Topologie mit der von

der Proposition iiberein.

Proposition 5.12 Sei X eine Menge und ((X;, O;))icr eine (beliebige) Familie topologi-
scher Raume mit, fir jedes i € I, einer Abbildung f; : X — X;. Sei O die durch die f;’s
induzierte Urbildtopologie auf X . Dann gilt.

i) Fir jedesi € I ist f; : X — X, stetig.

ii) Die Topologie O ist die grobste Topologie auf X, fur die alle Abbildungen f; : X —
X; stetig sind, d.h.: ist O' eine weitere Topologie auf X s.d. f; : X — X, stetig ist
fiir alle 1 € I, so gilt O C O'.

Beweis: Dass jedes f; stetig ist, folgt aus der Definition von O. Sei O’ eine weitere To-
pologie auf X s.d. f; : X — X, stetig ist fur alle ¢ € I. Da jede Teilmenge der Form

f71(Q4), wobei Q; € O;, offen bzgl. O’ sein muss, miissen auch Vereinigungen endlicher

Durchschnitte davon in @' liegen, d.h. jedes Element von O muss in O’ liegen. Dies zeigt
). O

5.6 Homoomorphismen

Definition 5.13 Seien (X, O) und (Y, Q) zwei topologische Riume.

i) Fin Homoéomorphismus ist eine stetige bijektive Abbildung f : X — Y, so dass
auch f~1:Y — X stetig ist.

ii) Gibt es einen solchen Homdéomorphismus, so heiffen die Ridume (X, Q) und (Y, O’)
homd&omorph.

Beispiele 5.14

1. Die Abbildung tan : (—%,5) — R ist ein Homdomorphismus.

2. Sei X eine Menge mit mindestens zwei Elementen. Sei O die diskrete Topologie auf
X, und O die Klumpentopologie. Dann ist

f=1d:(X,0) — (X,0)
stetig und bijektiv, aber f~! ist nicht stetig. Also ist f kein Homoomorphismus.

Die Stetigkeit von f~! ist, wie das letzte Beispiel zeigt, nicht automatisch erfiillt, wenn
f stetig und bijektiv ist. Unter bestimmen Voraussetzungen gilt dies aber doch (siehe

Abschnitt (7).
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5.7 Stetigkeit und Kompaktheit

Satz 5.15 Seien (X,0) und (Y,0') zwei topologische Riume und f : X — Y eine
stetige Abbildung. Ist A C X kompakt, so ist auch f(A) kompakt.

Beweis: Sei U eine beliebige offene Uberdeckung von f(A), dannist f~(U) := {f~1(U), U e
U} eine Uberdeckung von f~(f(A)) D A durch offene Teilmengen (denn f ist stetig).
Da A kompakt ist, existieren Uy, ..., U,, € U s.d.

und somit J", U; D U, fF(f7HT:) = fF(UiL, £71(U:) D f(A). B

Korollar 5.16 Sei (X,0) ein kompakter topologischer Raum und f : X — R eine
stetige Abbildung (wobei R seine kanonische Topologie trigt). Dann besitzt f ein Minimum
und ein Mazimum auf X, d.h. es existieren zwei Punkte x,, und xy; aus X s.d.

flam) =min f(z) und f(zy) =max f(z).

Beweis: Wegen Satz muss f(X) kompakt in R sein. Aus Satz folgt, dass f(X)
abgeschlossene beschrankte Teilmenge von R ist. Jede beschrankte Teilmenge von R be-
sitzt aber ein Supremum und ein Infimum, die in der Teilmenge enthalten sind falls sie
abgeschlossen ist (siehe Analysis 1). Dies beweist das Korollar. O

Korollar 5.17 Sei (X, O) ein kompakter topologischer Raum und (Y, Q") ein hausdorffscher
topologischer Raum. Ist f : X — Y stetig und bijektiv, so ist auch f=' stetig, d.h. f ist
ein Homoomorphismus.

Beweis: Fir jede abgeschlossene Teilmenge A von Y ist A nach Lemma kompakt. Da
f stetig ist, ist f(A) nach Satz B.TH kompakte Teilmenge von Y. Da (Y, O') hausdorffsch
ist, muss wegen Lemma die Teilmenge f(A) abgeschlossen sein. Dies zeigt, dass das
Urbild von jeder abgeschlossenen Teilmenge von X durch f~! auch abgeschlossen in Y
ist, d.h., f~! ist stetig. O

Bemerke, dass unter den Voraussetzungen von Korollar BI7 auch folgendes gilt: (Y, O')
ist kompakt und (X, Q) ist hausdorffsch.

Satz 5.18 Seien (X,d) und (Y,d') metrische Riume mit X kompakt. Dann ist jede stetige
Abbildung f : X — Y gleichméafig stetig, d.h., fiir alle e > 0 existiert ein 6 > 0 so, dass
d'(f(x), f(y)) < e gilt fir alle x,y € X mit d(z,y) < 9.

Beweis: Sei € > 0. Wegen f stetig existiert zu jedem x € X ein 6, > 0 mit f(Bqy(z,d.)) C

By (f(z),£). Wegen X kompakt besitzt die offene Uberdeckung {By(z, %) |z € X} von X

eine endliche Teiliiberdeckung, d.h., es existieren xy, ..., 2, € X mit X = |J Ba(z;, 6%)
1<j<k

min (0,), dann erfiillt 6 > 0 die gewiinschte Eigenschaft, denn: sind z,y € X
S

Setze § 1= %
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mit d(z,y) < 6, so existiert ein j € {1,...,k} mit 2 € By(z;, 51;); wegen der Dreiecksun-
gleichung und der Wahl von § gilt y € By(z;,0,,), was wiederum mit der Dreiecksunglei-
chung d'(f(z), f(y)) < € impliziert. O

Die Kompaktheit geht in den Beweis von Satz I8 wesentlich ein, denn z.B. z — 22 ist
zwar stetig aber nicht gleichmafBig stetig auf X = R.

6 Zusammenhangende topologische Raume

6.1 Definitionen und erste Eigenschaften

Definition 6.1 Ein topologischer Raum (X, Q) heiffit genau dann zusammenhéngend,
wenn die einzigen Teilmengen von X, die gleichzeitig offen und abgeschlossen in X sind,
die leere Menge und X sind.

Eine Teilmenge Y eines topologischen Raumes (X, O) heifit zusammenhéngend, wenn Y
mit der Relativtopologie zusammenhéngend ist. Es gibt andere dquivalente Definitionen
von zusammenhangendem topologischem Raum:

Proposition 6.2 Sei (X, O) ein topologischer Raum. Dann sind folgende Aussagen d-
quivalent:

1. (X, 0) ist zusammenhdingend.
2. X lasst sich nicht schreiben als disjunkte Vereinigung nichtleerer offener Teilmengen.

3. X lasst sich nicht schreiben als disjunkte Vereinigung nichtleerer abgeschlossener
Teilmengen.

4. Jede stetige Abbildung f : X — {0,1} ist konstant, wobei {0, 1} die diskrete Topo-
logie tragt.

Bewers: Ist X disjunkte Vereinigung zweier Teilmengen Y; und Y5, so sind Y; und Y, genau
dann gleichzeitig offen in X, wenn sie gleichzeitig abgeschlossen in X sind. Daraus folgt
1 < 2 <= 3. Andererseits sind {0} und {1} offen und abgeschlossen und {0, 1} bzgl.
der diskreten Topologie mit X = f~'({0}) U f~'({1}) (disjunkte Vereinigung). Daraus
folgt die Aquivalenz 1 <= 4. U

Beispiele 6.3

1. Eine Teilmenge I von R (mit der Relativtopologie) ist genau dann zusammenhéng-
end, wenn sie ein Intervall ist. Denn: Ist I kein Intervall, so existieren ein  mit x ¢ [
und y,z € I mit y < & < z. Die Teilmengen I; :=] — oo, z[N] und I, :=]z, +oo[NI
sind dann offen, nichtleer (denn es gelten y € I; und z € I5) und disjunkt in /
mit [ = I; U I,. Aus Proposition folgt, dass I nicht zusammenhangend ist.
Ist umgekehrt I ein Intervall, so wéhle eine stetige Abbildung f : I — {0, 1}.
Angenommen, f sei nicht konstant (also surjektiv). Dann existieren xg,yo € I mit
f(xo) =0 und f(yo) = 1. O.B.d.A. sei zy < yo (sonst ersetze f durch f:=1— f).
Konstruiere induktiv die Folgen (), und (y,), durch: falls f(Z25) = 0 so setze
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Tpil 1= % und y,41 = Yn, sonst setze r,11 = x, und Yy, = % Dann

sind (), und (y,), monoton beschrinkte Folgen mit |z, — y,| < 3x|zo — yol
(Ubungsaufgabe), somit konvergieren sie beide gegen einen und denselben Punkt
[l € R. Da I ein Intervall ist und z,, <[ < y, fiir alle n € N gilt, gilt [ € I. Da f
stetig ist, gilt Jirrolo flzn) = f() :nlglgo f(yn), d.h. 0 = f(I) = 1, Widerspruch. Mit

Proposition folgt, dass I zusammenhéangend ist.

JU[2, 3] ist bzgl. der Relativtopologie nicht zusammenhéngend

2. Die Vereinigung [0, 2
] und [2, 3] sind ndmlich offen und abgeschlossen in [0, 1]U[2, 3]).

0,1

(beide Intervalle [0, 1

3. Die Teilmenge Q in R ist nicht zusammenhangend, denn es gibt zwischen je zwei
reellen Zahlen eine nicht rationale Zahl.

Lemma 6.4 Seien X, Y topologische Ridume und f: X — Y stetige Abbildung. Ist X
zusammenhdangend, so ist f(X) zusammenhdngend.

Beweis: Sei €2 offene und abgeschlossene Teilmenge von f(X), dann ist wegen der Stetig-
keit von f die Teilmenge f~1(f2) offen und abgeschlossen in X. Da X zusammenhangend
ist, gilt entweder f~1(Q2) = @ oder f71(Q2) = X. Im ersten Fall gilt dann 2 = @ und im
zweiten Fall gilt Q = X. OJ

Beispiel 6.5 Ist X zusammenhangender topologischer Raum und f : X — R stetig,
so folgt aus Lemma und Beispiel B31, dass f(X) ein Intervall ist. Eine sehr haufig
auftretende Anwendung dieser Folgerung ist: gilt a,b € f(X) mit a < b, so gibt es fiir
jedes ¢ € [a, b] mindestens ein x € X mit f(z) = ¢ (Zwischenwertsatz).

Proposition 6.6 Ist (Y;)e; eine belibige Familie zusammenhdngender Teilmengen eines

topologischen Raumes (X,0) mit (| Y; # &, so ist |J Y; zusammenhdngend.
iel el

Beweis: Betrachte © €[ Y; (ein solches z existiert wegen der Annahme () Y; # @) und
iel iel

sei 2 eine Teilmenge von [ J Y}, die gleichzeitig offen und abgeschlossen in [ J Y; ist. Dann
il i€l

ist, fur jedes ¢ € I, die Teilmenge €2 N Y; offen und abgeschlossen und Y;. Ist ) nichtleer,

so trifft {2 mindestens eines der Y;’s, sei es Y;,, und da Y;, zusammenhangend ist, gilt

QNY,, =Y. Insbesondere gilt z € Q2 und somit 2 NY; # & fiir alle « € I nach der Wahl

von x. Daraus folgt QNY; =Y, firallei € I, dh., Q= Vi. O

el

Bemerkungen 6.7

1. Die Voraussetzung [\ Y; # @ ist wichtig: z.B. die Teilmengen Y; := [0, 1] und
iel
Y5 :=[2,3] von X := R sind zusammenhéngend, ihre Vereinigung aber nicht.

2. Die Teilmenge (] Y; kann auch zusammenhéngend sein, selbst wenn (| Y; = &
iel el
gilt oder wenn ein Y; (oder sogar alle Y;) nicht zusammenhéngend ist. Betrachte
z.B. folgende Familien: Y7 := [0,1] und Y5 := {1} in X := [0,1], Y7 =]0, 1] und
Yo ={0,1} in X :=[0,1], V; := [-1,0]U]¢, 1] fur t € I :=]0,1] in X :=R.
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3. Die Teilmenge () Y; muss nicht zusammenhingend sein: z.B. V; := {z € R?\
i€l
{0} |29 > 0} und Yy := {z € R?\ {0} |z, < 0} sind beide zusammenhingende
Teilmengen von R?, ihr Schnitt aber nicht.

Beispiele 6.8

1. Ist C nichtleere konveze Teilmenge von R (d.h. (1—t)z+ty € C fir alle z,y € C und

t €[0,1]), so ist C' zusammenhégend, denn: sei x € C fest, dann gilt C = J [z, ],
yeC

wobei [x,y] := {(1 — t)z + ty|t € [0,1]}. Die Teilmenge [z,y] von R™ ist aber
zusammenhéngend als Bild eines zusammenhéangenden topologischen Raumes unter

einer stetigen Abbildung, siehe Beispiel 631 und LemmaEd Wegen () [z,y] = {z}
yeC
muss dann nach Proposition C zusammenhangend sein.

2. Ist allgemeiner C' sternférmig beziiglich eines Punktes x € C' (d.h. (1—t)z+ty € C
fir alle y € C und ¢t € [0, 1]), so ist C' zusammenhéngend (gleicher Beweis).

Proposition 6.9 IstY zusammenhingende Teilmenge eines topologischen Raumes (X,0),
so st Y auch zusammenhdangend.

Beweis: Sei  offene und abgeschlossene Teilmenge von Y, dann ist Q@ NY auch offen und
abgeschlossen in Y, so mit gilt entweder @ NY = & oder 2 NY = Y. Im ersten Fall
muss dann {2 = & gelten (siehe Definition [LU), im zweiten Fall muss dann Y C Q gelten,
woraus mit Proposition [CIN 2 = Y folgt (denn € ist abgeschlossen in Y). O

_ 0
Bemerkung 6.10 Wird in Proposition Y durch Y ersetzt, so gilt die Aussage nicht.
Betrachte z.B. fiir Y die Vereinigung zweier abgeschlossener Scheiben in R2, die an ein-

0
ander (in genau einem Punkt) tangential sind. Dann ist Y die Vereinigung der entspre-
chenden offenen Scheiben in R2 ist insbesondere nicht zusammenhingend, obwohl Y
zusammenhangend ist.

Beispiel 6.11 Ist I C R Intervall und f : I — R stetige Abbildung, so ist Graph(f) :=
{(x, f(z))|x € I} zusammenhangend. Somit ist auch Graph(f) (Abschluss in R?) zu-
sammenhéngend. Betrachte z.B. I :=]0,00[ und f(z) := sin(2): Der Abschluss von
Graph(f) in R? ist zusammenhingend, was a priori nicht klar ist wegen Graph(f) =

({0} x [—1,1]) U Graph(f).

Proposition 6.12 Ist (X;)1<i<m eine endliche Familie zusammenhdngender topologischer
Rdume, so ist das Produkt X := [[", X; beztiglich der Produkttopologie auch zusam-
menhdngend.

Beweis: Firm = 2sei f : X — {0, 1} stetige Abbildung. Dann ist, fiir jedes x; € X, die
Abbildung f,, : Xo — {0, 1}, 29 — f(x1,22) auch stetig (siehe Definition der Produkt-
topologie). Da X5 zusammenhéngend ist, muss dann f,, konstant sein. Wir bezeichnen
diese Konstante mit f,,. Die Abbildung X; — {0, 1}, 21 — f,,, ist dann auch stetig
auf X (sie stimmt mit der Abbildung ;7 — f(x1, z2) liberein, wobei xo € X5 beliebig
gewihlt werden kann). Da X; zusammenhéngend ist, muss dann die Abbildung konstant
sein. Insgesamt ist f konstant. Fithre nun Induktion iiber m durch. O
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6.2 Zusammenhangskomponenten

Definition 6.13 Sei (X, O) ein topologischer Raum und x € X. Die Zusammenhangs-
komponente von x beziglich X ist die Vereinigung aller zusammenhdangenden Teilmengen
von X, die x enthalten.

Beachte, dass die Zusammenhangskomponente von z in X nichtleer ist, denn {z} ist
zusammenhéngend!

Proposition 6.14 Sei (X, O) ein topologischer Raum und x € X. Dann gilt:

1. Die Zusammenhangskomponente von x in X st die grofite zusammenhdngende Teil-
menge von X, die x enthalt.

2. Die Zusammenhangskomponente von x in X ist abgeschlossen in X .
3. Die Beziehung
x ~y < y liegt in der Zusammenhangskomponente von x
ist eine Aquivalenzrelation auf X.

Beweis: Aus Proposition 6.6 folgt, dass die Zusammenhangskomponente von z in X selber
zusammenhangend ist, somit ist sie die grofite zusammenhéngende Teilmenge von X, die
x enthélt. Da der Abschluss einer zusammenhangenden Teilmenge zusammenhéngend ist
(Proposition B9), muss dann nach 1. die Zusammenhangskomponente von z in X abge-
schlossen in X sein. Die letzte Aussage wird als Ubungsaufgabe gelassen. U

Aus Proposition BT4.3 folgt, dass jeder topologische Raum sich als disjunkte Vereini-
gung abgeschlossener zusammenhangender Teilmengen schreiben lasst. Diese Teilmengen
heiflen die Zusammenhangskomponenten von X. Beachte, dass sie nicht notwendigerwei-
se offen sind: z.B. {0} ist eine Zusammenhangskomponente des topologischen Raumes
X :={% wobei n € N,n > 1} U {0}, ist aber nicht offen in X.

6.3 Lokal zusammenhangende topologische Raume

Definition 6.15 FEin topologischer Raum (X, Q) heifit lokal zusammenhéngend, wenn
jeder Punkt von X eine Basis von zusammenhangenden Umgebungen besitzt.

Proposition 6.16 FEin topologischer Raum (X, Q) ist genau dann lokal zusammenhdng-
end, wenn fiur alle offenen Teilmengen 2 von X die Zusammenhangskomponenten von )
offen in Q (oder X ) sind.

Beweis: Ist €2 offene Teilmenge eines lokal zusammenhéngenden topologischen Raumes X,
so ist €2 selber lokal zusammenhéangend. Wahle dann eine nichtleere Zusammenhangskom-
ponente C von 2 und x € C. Dann gibt es eine offene Zusammenhangende Umgebung V'
von z in 2. Nach Proposition muss dann V' C C' gelten. Somit ist C' offen in 2.

Umgekehrt, sind die Zusammenhangskomponenten aller offenen Teilmengen von X offen
(in der offenen Teilmenge oder in X, das ist dasselbe), so fixiere ein z € X und eine Umge-
bung U von z in X. O.B.d.A. sei U offen in X. Dann ist die Zusammenhangskomponente
V von x in U offen in U, insbesondere in X. Somit existiert eine zusammenhangende
Umgebung von x in U. Dies zeigt, dass (X, Q) lokal zusammenhéngend ist. O
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Beispiele 6.17

1. Der Raum R"” zusammen mit der Standardtopologie ist lokal zusammenhangend,
denn offene Bille sind als konvexe Teilmengen zusammenhangend.

2. Der Raum X := Graph(f) zusammen mit der Relativtopologie von R? (siche Bei-
spiel EIT)), wobei f :]0,00[— R, z + sin(1), ist nicht lokal zusammenhéngend.
Denn: die Zusammenhangskomponente des Punktes (0,0) € X in der offenen Teil-
menge 2 := X N (Rx] — 3, 3[) von X ist {0} x] — 1, [, was keine offene Teilmenge
von {2 ist (Bild malen).

6.4 Wegzusammenhangende topologische Raume

Definition 6.18 FEin topologischer Raum (X, O) heifit genau dann wegzusammenhéngend,
wenn je zwet Punkte aus X durch eine stetige Kurve in X verbunden werden konnen, d.h.
wenn es fir jede v,y € X eine stetige Abbildung ~ : [0,1] — X gibt mit v(0) = = und
(1) =y.

Proposition 6.19 Seien (X, O) und (Y,O’) topologische Rdiume.

1. Ist (Y;)ier eine beliebige Familie wegzusammenhdngender Teilmengen eines topolo-
gischen Raumes (X, 0) mit (| Y; # &, so ist |J Yi wegzusammenhdngend.
iel iel
2. Ist X wegzusammenhdingend und f : X — Y stetige Abbildung, so ist f(X) weg-
zusammenhdangend.

3. Ist (Xi)i<i<m eine endliche Familie wegzusammenhdingender topologischer Rdume,
so ist das Produkt X = [[/*, X, beziglich der Produkttopologie auch wegzusam-
menhdngend.

Beweis: Ubungsaufgabe! Dabei wird verwendet, dass die Beziehung

xr~y <= J7:[0,1] — X stetig mit y(0) =1 und (1) =y

eine Aquivalenzrelation auf X ist (auch Ubungsaufgabe). 0

Bemerkung 6.20 Der Abschluss einer wegzusammenhéngenden Teilmenge muss aber
nicht wegzusammenhéngend sein. Betrachte z.B. X := Graph(f) zusammen mit der Re-
lativtopologie von R? (siehe Beispiel BIT), wobei f :]0, 00— R, = + sin(2). Die Teil-
menge Graph(f) ist nach Proposition B9 wohl wegzusammenhéngend, X aber nicht (es
gibt keine stetige Verbindung von (0, 0) nach (£,0) in X).

Proposition 6.21 Ist (X, Q) wegzusammenhdngender topologischer Raum, so ist (X, Q)
auch zusammenhdangend.
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Beweis: Lege x € X fest und betrachte, fiir jedes y € X, eine stetige Abbildung -, :
0,1] — X mit 7,(0) = z und ~,(1) = y. Dann ist ,([0, 1]) als stetiges Bild eines zu-
sammenhéngenden topologischen Raumes selber zusammenhéngend (Beispiel 3.1 und

Lemma B4]) und nach Proposition muss dann X = J 7,([0,1]) zusammenhéngend
yeX
sein. U

Beispiele 6.22

1. Ist C sternférmig beziiglich eines seiner Punkte in R", so ist C' wegzusammenhéngend
(wéhle v, (t) :== (1 —t)z +ty). Insbesondere ist jede konvexe Teilmenge von R" weg-
zusammenhangend.

2. Es existieren zusammenhéngende topologische Raume, die nicht wegzusammenhang-
end sind, z.B. der Raum X aus der Bemerkung .20

Definition 6.23 FEin topologischer Raum (X, Q) heifst genau dann lokal wegzusammen-
hangend, wenn jeder Punkt von X eine Basis von wegzusammenhangenden Umgebungen
besitzt.

Proposition 6.24 Ist (X, O) zusammenhdngend und lokal wegzusammenhdngend, so ist
(X, 0) auch wegzusammenhdngend.

Beweis: Sei z € X beliebig und betrachte die Aquivalenzklasse C™ von z in X beziiglich

der im Beweis von Proposition definierten Aquivalenzrelation ~, d.h.,
w

C™ = {ye X|3v:[0,1] — X stetig mit v(0) = z und (1) = y}.

Wegen (X, O) lokal wegzusammenhéngend ist ™) offen in X . da dann alle Aquivalenz-
klassen beziiglich ~ offen sind, folgt, dass ™) auch abgeschlossen in X (sein Komple-
ment besteht aus 7éer Vereinigung von offenen Teilmengen von X). Da (X, O0) zusam-
menhangend ist, folgt o = x , was zu beweisen war. U

Bemerkung 6.25 Es wurde im Beweis von Proposition auch gezeigt, dass jede
Zusammenhangskomponente eines lokal wegzusammenhangenden topologischen Raumes
offen und wegzusammenhéngend ist.

Beispiele 6.26

1. Somit ist eine offene Teilmenge von R"™ genau dann zusammenhangend, wenn sie
wegzusammenhangend ist.

2. Die Sphire S? := {z € R?|||z| = 1} ist wegzusammenhingend (je zwei Punk-
te konnen durch einen Kreisbogen verbunden werden), somit ist sie auch zusam-
menhéngend.

3. Die hyperbolische Ebene H? := {z € R*| — 2% + 23 + 25 = —1 und x; > 0} ist
auch wegzusammenhangend: je zwei Punkte konnen durch einen Hyperbelbogen
verbunden werden. Insbesondere ist H? zusammenhangend.
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4. Der Raum X aus Bemerkung [6.2{ist nicht lokal wegzusammenhangend, es sei denn,
er wire nach Proposition wegzusammenhéngend.

5. Nicht jeder wegzusammenhéngende topologische Raum ist lokal wegzusammenhan-
gend. Sei z.B. Y der Raum aus Bemerkung und X der Raum, den man durch
das Verbinden von (0,0) mit (1,0) mittels einer stetigen Kurve in R* \ Y be-
kommt. Dann ist X wohl wegzusammenhéngend (je zwei Punkte aus X konnen
iber diese zusétzliche Kurve miteinander verbunden werden), nicht aber lokal weg-
zusammenhéngend (der Punkt (0,0) hat immer noch keine Basis von wegzusam-
menhédngenden Umgebungen in X).

7 Die Standardtopologie von R"

Die von der Standardmetrik induzierte Topologie auf R"™ (Definition BIIl) besitzt be-
stimmte Eigenschaften, die fiir die Differentialgeometrie wichtig sind. Wir haben bereits
gesehen, dass die kompakten Teilmengen von R™ bzgl. der Produkttopologie (zur Pro-
duktmetrik) dessen abgeschlossenen beschriankten Teilmengen sind. Gilt das auch fiir die
Standardmetrik? Die Antwort ist “Ja”, denn jede Norm auf R” induziert dieselbe Topo-
logie:

Definition 7.1 Sei V' ein Vektorraum. Zwei Normen || - || und || - || auf V' heifien
aquivalent g.d.w. positive reelle Zahlen ki und ko so existieren, dass

Fallzll < [lzll < Kol

fir alle x € V.

Bemerkung 7.2 Dies definiert offenbar eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Nor-
men auf V. Bemerke auch, dass zwei dquivalente Normen dieselbe Topologie auf V'
definieren (die beiden Tatsachen sind iibrigens dquivalent, siehe unten), denn es gilt bzgl.
der zu || - || bzw. || - || assoziierten Metriken d bzw. d':

firallex € V und r € R, r > 0.

Satz 7.3 Sei||-|| eine Norm auf R™. Dann sind || -||" und || - || dquivalent. Insbesondere
induzieren alle Normen auf R™ dieselbe Topologie.

Beweis: Sei do, die zu || - || assoziierte Metrik auf R", d.h. d(z,y) = max |x; — ;| fiar

alle z = (z1,...,2,) und y = (y1,...,yn) aus R". Bemerke zuerst, dass || - || stetig auf
(R™, dy) ist (als Abbildung R™ — R, wobei R seine kanonische Topologie trigt), denn:
fiir alle  und y aus R” gilt

] = HyIH \x—yH/—HZ —yieil < ( ZH@H max |z —y;| = Cdoo (),

C
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wobei {e;}1<i<, die kanonische Basis von R” ist; insbesondere gilt |||z]|" — [|y|'| — 0
wenn do(z,y) — 0, was die Stetigkeit von || - ||" beweist.

Setze S := {z € R", [|z|loc = 1} und betrachte die (stetige) Abbildung | - [[; : S — R.
Da S abgeschlossen und beschréankt ist (bzgl. d), ist nach SatzE T2 die Teilmenge S auch
kompakt (bzgl. der von d., induzierten Topologie). Aus Korollar BTd folgt die Existenz
zweier reeller Zahlen m und M s.d.

m < e < M

fir alle x € S. Nun aber gilt, fiir jedes x € R™ \ {0}

T
lzl" = 1l iz 1" Nzlloe € [mllzlloe, Mllzloc],
es
d.h.
mzlle < 2] < Ml|2o. (1)
Da () offenbar auch fiir x = 0 gilt, sind || - ||oc und || - || dquivalent auf R™. O

Wie bereits erwahnt gilt also Satz fiir jede Norm auf R™, d.h. bzgl. jeder Norm auf R"
sind dessen kompakte Teilmengen genau die abgeschlossenen beschrankten Teilmengen.

Satz 7.4 Sei (V,| - |lv) ein normierter Vektorraum, || - || eine Norm auf R™ und A :
R™ — V eine lineare Abbildung. Dann ist A stetig auf (R™, || -').

Beweis: Sei x = (x1,...,x,) € R" dann gilt
[A@)Ilv = 1A mien)llv
i=1
= 1D ziA(e)llv
i=1

< Slal- Aty
=1

n
< (L 14l o e
1=
~————
=M

d.h. ||A(2)|lvy < M||z||s- Aus Proposition B0l folgt, dass A stetig ist von (R", || - ||o) nach
(Vi I+ llv) ist. Wegen Satz[L3sind || - || und || - || dquivalent, somit ist A auch stetig von
(R, [ 1Y) mach (V[ [v). B

Literatur

[1] G. Choquet, Topology, Academic Press, New York (1966).

32



[2] J. Dixmier, Topologie générale, Presses Universitaires de France, Paris (1981).

[3] L. Schwartz, Analyse. Topologie générale et analyse fonctionnelle, Hermann, Paris
(1997).

[4] L.A. Steen, J.A. Seebach, Counterexzamples in topology, Reprint of the second (1978)
edition, Dover Publications, Inc., Mineola, NY, 1995.

33



Index
Uberdeckung,

abgeschlossen,
Abschluss, H
Abstand (siehe Metrik), [0
Abzahlbarkeitsaxiom
erstes,
zweites,

Ball (in einem metrischen Raum),

Basis
einer Topologie, [l
von Umgebungen, [[T]
beschrinkte Teilmenge, [
Bildtopologie, BTl

dichte Teilmenge,
diskrete
Teilmenge,
Topologie, B, [

gleichmaBig stetig,
Grenzwert (einer Folge),

Héaufungspunkt, €
hausdorffsch, [
homoomorph,
Homdéomorphismus,

induzierte Topologie
siehe Teilraumtopologie,
von einer Metrik,
Inneres, B
isoliert,

Klumpentopologie,
kompakt,
konvergente Folgen,

Metrik, [1
metrischer Raum, [0

Normen,
aquivalente, BTl

offen,

Produktmetrik,
Produkttopologie, B,

Quotiententopologie,

Relativtopologie (siehe auch Teilraumtopo-
logie),

Standardmetrik (auf R"),
Standardtopologie (auf R™), [0, BTl
stetige Abbildung,

Teilraumtopologie (siehe auch Relativtopo-
logie),

Topologie,

topologischer Raum,

Umgebung, @
Urbildtopologie,

wegzusammenhéngend,
wegzusammenhangend

lokal,

zusammenhéngend, 25
lokal,
Zusammenhangskomponente,

34



	Topologische Räume
	Definitionen
	Relativ- und Produkttopologie
	Umgebungen
	Inneres und Abschluss einer Teilmenge

	Konvergente Folgen und hausdorffsche topologische Räume
	Metrische Räume
	Definition
	Normierte Vektorräume
	Topologie definiert durch eine Metrik
	Basis einer Topologie
	Konvergente Folgen in einem metrischen Raum

	Kompakte topologische Räume
	Definitionen
	Kompakte Teilmengen und Produkte
	Durchschnitt kompakter Teilmengen
	Kompakte metrische Räume
	Kompakte Teilmengen von Rn

	Stetige Abbildungen
	Definitionen und erste Eigenschaften
	Stetige Abbildungen zwischen metrischen Räumen
	Stetige lineare Abbildungen
	Bildtopologie
	Urbildtopologie
	Homöomorphismen
	Stetigkeit und Kompaktheit

	Zusammenhängende topologische Räume
	Definitionen und erste Eigenschaften
	Zusammenhangskomponenten
	Lokal zusammenhängende topologische Räume
	Wegzusammenhängende topologische Räume

	Die Standardtopologie von Rn
	Literatur

