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Einfiihrung

Dieses Skript enthalt den ersten Teil der Vorlesung, wo die auflere Geometrie von Kur-
ven und Flachen behandelt wird. Es bezieht sich groBitenteils auf [I], unterscheidet sich
aber davon fiir (beispielweise) die Definition reguldrer Fliachen, siche Abschnitt 2. Als
weitere Literatur wird [3] stark empfohlen, siehe eventuell auch Bénde 2 und 3 von [§]. Ler-
nen geht ohne Uben nicht: dementsprechend wurde eine Reihe von korrigierten Ubungs-
und Klausuraufgaben zusammengestellt, darunter auch ein paar zum Thema Axiomatik
(priifungsrelevanter Stoff!).
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Kapitel 1

Kurven

1.1 Parametrisierungen und Lange

1.1.1 Parametrisierungen

Definition 1.1 Sein € N\ {0}. Fine parametrisierte Kurve im R™ ist eine C*°- (d.h.,
unendlich oft differenzierbare) Abbildung

c: I — R",

wober I C R ein Intervall ist und n € N, n > 1.

Erinnerung: Sei ¢ : I — R" eine Abbildung. Dann lésst sich fiir jedes t € I der Punkt
c¢(t) in der kanonischen Basis von R™ darstellen in der Form

C1 (t)

wobei ¢;(t) € R fir alle 1 < j < n. Die ¢; sind dann Abbildungen / — R und heiflen
die Koordinatenfunktionen von c. Die Abbildung ¢ ist genau dann C*°, wenn fiir alle
j €{1,...,n} die Funktion ¢; C* ist, und in diesem Fall gilt

k
()

fir alle k e Nund t € 1.

Definition 1.2 Fine regular parametrisierte Kurve ist eine parametrisierte Kurve
c: I — R"™ mit
d(t)#0

fur alle t € 1.
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Beispiele 1.3

1. Sei n = 1: jede C*°-Funktion f : R — R ist eine parametrisierte Kurve; jede C'*°-
Funktion f: R — R mit f/(¢) # 0 fiir alle ¢ € R ist eine reguldr parametrisierte
Kurve.

2. Sei n = 2. Die Abbildung

¢c:R — R?
t — p+tu

wobei p,v € R?, ist eine parametrisierte Kurve. Ferner gilt ¢/(t) = v fiir alle ¢t € R,
somit ist ¢ genau dann regulér parametrisiert, wenn v # 0.

3. Sei nochmal n = 2. Die Abbildung

c:R — R?
P CQS(t)
sin(¢)
ist eine regulér parametrisierte Kurve, denn ¢ ist C*° und es gilt /()

0 fur alle t € R.

— sin(t)
( cos(t) ) 7
3.7 Sei nochmal n = 2. Die Abbildung
d:R — R
cos(2t)
b= ( sin(2t) )
ist ebenfalls eine regular parametrisierte Kurve.

t2

4. Sei fiir n = 2 die Abbildung ¢ : R — R? durch ¢(t) := ( .2

) definiert. Wegen

d(0) = 0 ist ¢ nicht regulér parametrisiert.
Die Beispiele 3 und 3’ will man im Wesentlichen nicht unterscheiden.

Definition 1.4 Seien ¢ : I — R™ und d : J — R" regular parametrisierte Kurven.
Man sagt, dass d eine Umparametrisierung von c ist, g.d.w. ein Diffeomorphismus

p:J —1
existiert mit d = c o .
Erinnerung: Eine Abbildung ¢ : J — [ heifit Diffeomorphismus g.d.w. sie eine C>°-

Bijektion und ihre Umkehrabbildung ¢! : I — J auch O ist. Dies hat Sinn selbst
wenn I und J keine offenen Intervalle sind.
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Beispiel 1.5 Setze [ := J := R und ¢(t) := 2¢t. Dann gilt fiir die Beispiele 3. und 3.
oben d(t) = co(t) fir alle t € R. Da ¢ ein Diffeomorphismus ist, ist d eine Umparame-
trisierung von c.

VON HIER AUS BETRACHTEN WIR NUR REGULAR PARAMETRISIERTE KUR-
VEN

1.1.2 Kurven als geometrische Objekte

Definition 1.6 Auf der Menge der requldr parametrisierten Kurven wird die Relation
“~” definiert durch

c~d <= d ist eine Umparametrisierung von c,

d.h., g.d.w. ein Diffeomorphismus ¢ : J —— [ so ewistiert, dass d = c o ¢, wobei
c: I — R"und d: J — R"™ reqular parametrisierte Kurven sind.

144

Proposition 1.7 Die Relation “~7 ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der requlér
parametrisierten Kurven.

Beweis: Man priift die Reflexivitat, die Symmetrie, und die Transitivitat von “~” nach:
e Reflexivitdt: sei ¢ : I — R" eine regular parametrisierte Kurve. Wéhle J := I und
@ :=1Id;, dann ist ¢ : J — I ein Diffeomorphismus und es gilt co ¢ = ¢, d.h. c ~ c.

e Symmetrie: seien ¢ : I — R™ und d : I — R" regular parametrisierte Kurven s.d.

¢ ~ d. Aus der Definition von “~” folgt die Existenz eines Diffeomorphismus

¢:J — I mit d=cop. Aber dann gilt c=do o', und p=!: I — J ist ebenfalls ein
Diffeomorphismus. Somit gilt d ~ c.

e Transitivitat: seien ¢ : I — R", d : J — R" und e : K — R” regular parametri-
sierte Kurven mit ¢ ~ d und d ~ e. Aus der Definition von “~” folgt die Existenz zweier
Diffeomorphismen ¢ : J — [ und ¢ : K — J mit d = co ¢ und e = d o ¢). Aber dann
gilt e = co(pot) und pot : K — [ ist als Verkniipfung zweier Diffeomorphismen
auch ein Diffeomorphismus. Somit gilt ¢ ~ e. U

Definition 1.8 Fine Kurve im R" ist eine Aquz’pqlenzklasse bzgl. “~” von regqular para-
metrisierten Kurven. Wir bezeichnen mit [c] die Aquivalenzklasse von c.

Definition 1.9 Die Spur einer Kurve ist die Menge ¢(I) C R™, wobei ¢ : I — R™ eine
requlare Parametrisierung der Kurve ist.

Bemerke, dass die Spur von [c] wohldefiniert ist, denn: ist d : J — R™ eine Umparame-
trisierung von ¢ : I — R", so existiert ein Diffeomorphismus ¢ : J — [ mit d = c o ¢,
und somit gilt d(J) = ¢(p(J)) = ¢(I), d.h., die Spur héngt nicht von der Wahl der Para-
metrisierung der Kurve ab.
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Beispiele 1.10

1. Sein =2und c¢: I =R — R? definiert durch ¢(t) := p + tv wobei p,v € R? mit
v # 0. Die Spur von [c] ist dann eine Geradenstrecke in R?, die p enthalt und v als
Richtungsvektor besitzt.

cos(t)

sin(t)

ist der Kreis von Radius 1 um 0. Dieser wird iiblicherweise mit S! bezeichnet. Also:

St ::{( 2 ) € R?, 27 + 235 = 1}.

2. Sein=2und c: I =R — R? definiert durch c(t) := ( ) Die Spur von [c]

Bemerkung 1.11 Eine Kurve wird im Allgemeinen nicht durch ihre Spur festgelegt!

Betrachte z.B. ¢ :]0,4n[— R? definiert durch c(t) := ( Z?ﬁg; ) und andererseits d :

cos(2t)
sin(2t)
parametrisierte Kurven und besitzen dieselbe Spur (nadmlich den Kreis S'), stellen aber
nicht dieselbe Kurve dar. Denn: gébe es einen Diffeomorphismus ¢ :]0, 47[—]0, 47 mit
d = co p, so wiirde ein k € Z so existieren, dass

10, 4w[— R? definiert durch d(t) := ( ) Die Abbildungen ¢ und d sind regulér

o(t) = 2t + 2km

fiir alle ¢ €]0,4n[, woraus ¢(]0,4n[) €]0,4n] folgen wiirde, Widerspruch. Es gilt also:
[c] # [d], d.h., [c] und [d] sind verschiedene Kurven. Beachte insbesondere, dass der Begriff
von Umparametrisierung wohl von dem Definitionsintervall der parametrisierten Kurven
abhangt.
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Anders ausgedriickt: die Abbildung

{Kurven} — {Spuren von Kurven}

[c] — Spur([d])

ist surjektiv aber nicht injektiv.

1.1.3 Orientierung einer Kurve

Seien [ und J Intervalle und ¢ : J — [ ein Diffeomorphismus. Da J ein Intervall ist,
¢ stetig auf J ist und wegen ¢'(t) # 0 fir alle ¢ € J muss entweder ¢’ > 0 auf J oder
¢ < 0 auf J gelten.

Definition 1.12

1. Ein Diffeomorphismus ¢ : J — I heif$t orientierungserhaltend bzw. orientierungs-
umkehrend g.d.w. ¢’ > 0 bzw. ¢ <0 auf J gilt.

2. Eine Umparametrisierung d = cop einer reqular parametrisierten Kurve c heif§t ori-
entierungserhaltend bzw. orientierungsumkehrend g.d.w. ¢ orientierungserhaltend
bzw. orientierungsumkehrend ist.

“©

Proposition 1.13 Die Relation v 7 auf der Menge der reqular parametrisierten Kurven,
die durch

(c: I —R") Y (d:J— R") <= ZJ¢:J — [ orientierungserhaltender

Diffeomorphismus mit d = co ¢

definiert ist, ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis: Ubungsaufgabe! O

11

Definition 1.14 Eine orientierte Kurve ist eine Aquivalenzklasse bzgl. r:” von regular

parametrisierten Kurven.

Von hier aus wird unter orientierter Parametrisierung einer orientierten Kurve [c] stets
ein Element aus der Aquivalenzklasse bzgl. “~” von ¢ verstanden.
Jr

Bemerkungen 1.15 Aus ¢’ > 0 oder ¢’ < 0 auf J fiir jeden festen Diffeomorphismus
¢ J — I folgt, dass jede Kurve genau zwei orientierte Kurven liefert. Man sagt, dass
eine Kurve zwei Orientierungen besitzt. Die Orientierung wird im Allgemeinen durch den
Durchlaufsinn auf der Spur der Kurve bezeichnet.
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1.1.4 Parametrisierungen nach Bogenlange

Definition 1.16 Das Geschwindigkeitsvektorfeld einer reguldr parametrisierten Kurve
c: I — R"™ ist die Abbildung
d: I — R"

Die Motivation dieses Abschnitts ist die Suche nach einer Umparametrisierung ¢ einer
vorgegebenen regular parametrisierten Kurve ¢ s.d. ¢ “mit konstanter Geschwindigkeit”
durchlaufen wird.

Notationen: Auf R" sei das kanonische Skalarprodukt stets mit “(-,-)” bezeichnet, d.h.

n
= E TiYi
i=1

fiir alle 2 := (21, ..., 2,) und y := (y1,.. ., yn) aus R". Die entsprechende Norm wird mit
“| - |I” bezeichnet, d.h.,
]| == /(z, z)

fur alle z € R™.

Definition 1.17 Die Lange einer Kurve [c| ist definiert durch

/ 1¢(s)lds,

wobei ¢ : I — R™ eine requldre Parametrisierung von [c| ist.
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Bemerkungen 1.18

1. Die Lange von [c] ist wohldefiniert, denn sei d :== co ¢ : J — R" eine Umparame-
trisierung von c. Nach der Transformationsformel fiir Integrale gilt

[]Ild’(S)I!dS ; (p(5)) ' (s)lds

= 1)1 (5)ds

I
o

d.h., die Zahl L[c] hdngt nicht von der Wahl der Parametrisierung von [c] ab.

2. Gilt ||d(s)|| =1 fur alle s € I, so gilt fir die Lénge:

LM=[w¢ww:m

d.h., die Lange von [¢] stimmt mit der Lange des Intervalls {iberein, auf welchem die
Parametrisierung ¢ definiert ist.

Beispiele 1.19

1. Sei c(t) :=p+tvmit pv € R®, v #0,und t € [ :=R. Sei tg € Ry. Aus d(t) = v
fiir alle ¢ folgt fiir die Lange:

to
M%@:/nwwzwm
0

2. Sei c(t) : ( cos(t) ) mit ¢t € [ :=R. Aus

sin(t)

le@l = | ( _str;t(? ) | = y/sin?(t) + cos2(t) = 1

folgt fiir die Lange:

Definition 1.20 Eine regular parametrisierte Kurve ¢ : I — R™ heiffit nach Bogenlédnge
parametrisiert g.d.w. fur alle t € I gilt

I = 1.
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Eine nach Bogenlange parametrisierte Kurve ist insbesondere immer regular parametri-
siert.

Ubungsaufgabe: Sei ¢ : | — R” regular parametrisiert und tq € [ fest. Firt € R
bezeichne I, ; entweder [to,t] falls ¢y <t oder [t, 1] falls ¢ < ty. Zeigen Sie, dass ¢ genau
dann nach Bogenlange parametrisiert ist, wenn fiir alle t € I gilt

L[C\Ito’t] = |t - t0|'

Proposition 1.21 Seic : I — R" eine reqular parametrisierte Kurve. Fir ein festes
to € I sei o die Umkehrabbildung von

v:I — R
¢

t — /||c'(s)||ds.
to

Dann ist co ¢ eine orientierungserhaltende Umparametrisierung nach Bogenldnge von c.
Auflerdem unterscheiden sich zwei Umparametrisierungen nach Bogenlinge von ¢ durch
eine affine Parametertransformation der Form t — £t +1r fir ein r € R. Anders ausge-
driickt: ist ¢ : I' — R™ Umparametrisierung nach Bogenldnge von ¢, so gibt es ein r € R
s.d. entweder é(t) = (cop)(t+r) fir allet € I' oder é(t) = (cop)(—t+r) fir allet € I' gilt.

Beweis: Die Abbildung v ist C*° und es gilt ¢/'(t) = ||¢(¢)|| > 0 fiir alle t € I. Daraus
folgt, dass 1 ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus I — (1) =: J ist. Setze
d:=coyp:J — R" Dann ist d eine orientierungserhaltende Umparametrisierung von c
und es gilt fir alle t € J:

d(t) = d(p)e'(t) mit (1) =
(p(t))

e’ (NI

so dass ||d'(t)|| = 1 fir alle ¢ € J. Somit ist die erste Aussage bewiesen.

Sei nun ¢ : I’ — R™ eine andere Umparametrisierung nach Bogenldnge von c. Dann ist ¢

auch Umparametrisierung von d, d.h., es existiert ein Diffeomorphismus y : I’ — J mit

c=dox. Aus 1 =|c'|| = ||[d(x)| ] folgt x| = 1, d.h., es gilt entweder ' = 1 auf I’
———’

U (e(t))

1
oder Y’ = —1 auf I'. Die zweite Aussage ist somit bewiesen. O

Bemerke insbesondere, dass alle orientierungserhaltenden (bzw. orientierungsumkehren-
den) Umparametrisierungen nach Bogenlange von ¢ der Form ¢ — (co ¢)(t 4+ r) (bzw.
t— (cop)(—t+r)) sind, wobei r € R eine Konstante und ¢ die in der Proposition [CZ1]
definierte Funktion ist.

Beispiele 1.22
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1. Sei c(t) :=p+tv, mit p,v € R?, v #0, und t € I := R. In diesem Fall lautet die in
der Proposition [LZ]] angegebene Funktion v

b(t) = / lollds = (¢ — to) o]

also YL(t) = p(t) = to + ﬁ Somit ist ¢ : R — R eine affine Parametertrans-
formation und die durch ¢(t) := (co¢)(t) = p +tov + typ (VE € R) definierte
Abbildung ¢ ist eine orientierungserhaltende Umparametrisierung nach Bogenlénge
von c.

2. Sei ¢(t) := ( Z?r?((f)) ) mit ¢ € [ := R. Wegen ||/(¢)|| = 1 fiir alle ¢ € I ist ¢ bereits

nach Bogenlange parametrisiert, es gibt also nichts zu tun!

3. Sei c(t) := ( (sj;)r?gf)) ) mit ¢ € I :=]0,2x[, und setze t, := m. Dann gilt fiir alle
tel:
t
P(t) = / 2ds = 2(t — m),
somit gilt (1) =| — 2m, 27| und
] —2m 2] — ]0,27]
t
t — §+7T,
: i [ cos(t+2m) \ [ cos(t) .
so dass die durch &(t) := (co )(t) = ( sin(t + 2r) ) = ( sin () (fiir alle

t €] — 2, 27[) definierte Abbildung ¢ eine orientierungserhaltende Umparametrisie-
rung nach Bogenlange von c ist.

Definition 1.23 Sei ¢ : I — R"™ eine nach Bogenlange parametrisierte Kurve. Das
Beschleunigungsvektorfeld von ¢ wird definiert durch

I — R"™.
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1.1.5 Geschlossene und einfach geschlossene Kurven

Definition 1.24

1. FEine regular parametrisierte Kurve ¢ : R — R"™ heif$t genau dann periodisch, wenn
eine positive reelle Zahl T so existiert, dass c(t +T) = c(t) fir alle t € R gilt.

2. Die Periode einer periodischen reqular parametrisierten Kurve ¢ : R — R™ st die
einzige positive reelle Zahl T mit

c(t+T)=c(t) VteR
(c(t YT =c(t) Ve R) — T’ € TZ.

Erinnerung: Fiir eine beliebige stetige Abbildung f : R — R" ist die Menge 7; :=
{r € R|f(t+71) = f(t) Vt € R} eine abgeschlossene Untergruppe von R. Da jede
Untergruppe von R entweder dicht oder diskret (bzgl. der Standardtopologie) in R ist,
muss 7 entweder gleich R oder der Form T7Z sein fiir ein eindeutiges 7' > 0. Die Menge
7; gleicht aber genau dann R, wenn f konstant ist, und gleicht genau dann {0}, wenn
f micht periodisch ist. AuBlerdem ist jede regular parametrisierte Kurve nichtkonstant,
sonst wiirde ihre erste Ableitung identisch verschwinden. Daraus folgt, dass es fiir jede
gegebene regular parametrisierte periodische Kurve ¢ : R — R" ein eindeutiges 7" > 0
gibt mit 7. = T7Z. Somit ist die Periode einer regulér parametrisierten periodischen Kurve
wohldefiniert.

Definition 1.25 FEine Kurve in R"™ heifst genau dann geschlossen, wenn sie eine periodi-
sche Parametrisierung besitzt.

Ist ¢ : R — R" periodische regulér parametrisierte Kurve, so gilt [, [|c(s)[lds = oo
(denn ||'(s)]| > ¢ > 0 fiir eine gewisse positive Konstante ;). Dies motiviert eine neue

Definition der Lange einer geschlossenen Kurve.

Definition 1.26 Die Lange einer geschlossenen Kurve in R™ ist definiert durch

/ ") lds,

wobei ¢ : R — R™ eine periodische Parametrisierung mit Periode T der Kurve ist.

Wie in der Bemerkung uberpriife man, dass die Lénge wohldefiniert ist, d.h., sie
héngt nicht von der Wahl der periodischen Parametrisierung ab (Ubungsaufgabe).

Bemerkungen 1.27

1. Ist eine Kurve geschlossen, so muss nicht jede Parametrisierung der Kurve periodisch

sein. Betrachte z.B. ¢ : R — R?, &(¢) := C?S(s.mh(t)) . Dann ist ¢ wohl eine
sin(sinh(t))
Parametrisierung von [¢] mit ¢(t) := ( Z?S((:)) ) fiir alle ¢t € R; die Abbildung ¢ ist

aber nicht periodisch.
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2. Es gilt allerdings: ist ¢ : R — R"™ Parametrisierung nach Bogenlange einer geschlos-
senen Kurve, so muss ¢ periodisch sein mit Periode gleich der Lange der Kurve (siehe
5. Ubungsaufgabe im 2. Ubungsblatt).

Definition 1.28 FEine Kurve in R™ heifit genau dann einfach geschlossen, wenn sie eine
periodische Parametrisierung ¢ : R — R™ mit Periode T besitzt, die auf [0,T[ injektiv
15t.

Jede einfach geschlossene Kurve ist offenbar geschlossen, die Umkehrung gilt aber nicht
(sieche Beispiele unten). Beachte auch, dass ¢ dann auf jedem Intervall der Form
[to, to + T'[ (das wir mit halboffener Periode bezeichnen) injektiv ist, falls ¢ eine periodi-
sche Parametrisierung mit Periode 1" der einfach geschlossenen Kurve ist.

Bemerkung 1.29 Ist eine Kurve einfach geschlossen, so muss jede periodische Parame-
trisierung der Kurve auf einer halboffenen Periode injektiv sein (Ubungsaufgabe).

Beispiele 1.30
cos(t)

sin(t)

sin(2t)
sin(t)
einfach geschlossen. Denn die Periode von c ist 27, es gilt aber ¢(0) = ¢(7) = 0.

1. Die Kurve [c], wobei ¢(t) := ( ) fiir alle £ € R, ist einfach geschlossen.

2. Die Kurve [¢], wobei ¢(t) := ( ) fir alle t € R, ist geschlossen aber nicht

1.2 Ebene Kurven

Definition 1.31 Fine ebene Kurve ist eine Kurve in R?.

Ebene Kurven lassen sich durch eine bestimmte geometrische Grofie beschreiben, namlich
die Krimmunyg.

1.2.1 Normalenfeld und Krimmung

Von hier aus nenne man eine Basis {v1,...,v,} von R" positiv orientiert, falls
det(vy,...,v,) >0
gilt, wobei die Determinante in der kanonischen Basis von R™ berechnet wird.

Definition 1.32 Seic: I — R? eine requlir parametrisierte Kurve. Das Normalenfeld
zu ¢ ist die Abbildung

n:lI — R?

/
t
t —— n(t):= der Vektor von R* s.d. {”28”,

orthonormale Basis (p.o.n.B.) von R? ist.

n(t)} eine positiv orientierte
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Bemerkung 1.33 Der Vektor n(t) ist also das Bild von % unter der Drehung um

den Ursprung 0 mit Winkel 7. Insbesondere gelten ||n(t)|| = 1, n(t) L ¢/(t) und (in der
kanonischen Basis von R?) det(”gﬁ, n(t)) =1furallet € I.

Als unmittelbare Folgerung der Bemerkung bekommt man folgende Formel fiir die
Berechnung von n(t):

Proposition 1.34 Sei ¢ : I — R? eine regulir parametrisierte Kurve und sei n das
Normalenfeld zu c. Dann lisst sich fir alle t € I der Vektor n(t) in der kanonischen

Basis {e; := ( (1) ) , €9 1= ( (1J )} von R? schreiben als

0=(1 %) fear

Beweis: Sei r die Drehung um 0 mit Winkel 7, dann gilt 7(e;) = e, und r(ez) = —ey, also

0 —1
Mat{elm}(r) = ( 1 0 ) s

woraus das Ergebnis folgt. O

Bemerkungen 1.35
1. Das Normalenfeld ist insbesondere eine C*°-Abbildung I — R2.

2. Das Normalenfeld héngt vom Durchlaufsinn ab: sei ¢ die durch ¢(t) := ¢(—t) (t €
—1I) definierte Abbildung, dann ist ¢ ebenfalls reguldr parametrisierte Kurve; das
Normalenfeld 7 zu ¢ ist gegeben durch

i(t) = —n(—t)

fur alle t € —1I.
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Beispiele 1.36

1. Sei ¢(t) := p + tv, wobei p,v € R? mit v # 0. Dann ist ¢ regular parametrisierte
Kurve auf I := R. Setze w := ? _01 ) rop (in der kanonischen Basis von R?),

dann gilt n(t) = w fir alle t € R.

cos(t)
sin(¢)
R. Das Normalenfeld n zu c¢ ist gegeben durch

0=(1%) () = (5 ) = =0

fur alle t € R.

2. Sei c(t) := . Dann ist ¢ nach Bogenlange parametrisierte Kurve auf I :=
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Jetzt wollen wir messen, wie stark der Geschwindigkeitsvektor mit der Zeit variiert.

Definition 1.37 Sei ¢ : I — R? eine requlir parametrisierte Kurve. Die Kriimmung
von ¢ ist die Abbildung

k:I — R

PP Gl ONE )

@1

Beachte, dass die Kriimmung wohldefiniert und C* ist.

Beispiele 1.38
1. Sei ¢(t) := p + tv, wobei p,v € R? mit v # 0. Wegen /(t) = v fiir alle ¢ gilt dann

¢’ =0, und somit x = 0.

Z%M@ﬁ:<$@)fMtER“@mn:—fmdﬂﬂ:<_mﬁ%ﬂ:

( :Zfs((g ) = —c(t) gilt dann
@t(‘““ﬂ —mﬂﬂ)::1

cos(t)  —sin(t)

K(t) = .

fur alle t € R.

3. Sei c(t) = ( Z?jgg ) fir t € R, dann gilt ¢(t) = 2( _Czlsr(lg)t) ) und ¢’(t) =

4 ( B COS(St) ) Somit ist die Kriimmung von ¢ gegeben durch

— sin(2t)
—sin(2t) — cos(2t)
8det .
w(t) = ( cos(2t)8 — sin(2t) ) 1

fur alle t € R.

4. Fiir feste p € R? und & € R\ {0} sei ¢ : R — R? definiert durch c(t) :=
1 [ cos(kt)
p*E(gmm>
rung nach Bogenldnge des Kreises mit Mittelpunkt p und Radius ﬁ, wobei der
Kreis im positiven mathematischen Sinne durchlaufen wird falls £ > 0 und im

negativen mathematischen Sinne falls £ < 0. Wegen ¢ (t) = ( _Cslsr(ll({g) ) und

) fiir alle ¢ € R. Anders ausgedriickt, ¢ ist eine Parametrisie-

P — cos(kt) : - :
') =k < — sin(kt) gilt nach &dhnlichen Rechnungen wie oben

k(t) =k
fur alle t € R.
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Proposition 1.39 Ist ¢ = co ¢ : J — R? orientierungserhaltende Umparametrisie-
rung einer requldr parametrisierten Kurve ¢ : I — R2, so gilt fiir die entsprechenden
Krimmungen die Beziehung

K= Kop.

Beweis: Nach der Kettenregel gelten fiir alle t € J

@ (0 (1))
@ (0% (p(1) + 2" (1) ((1)).
Daraus folgt fiir alle t € J:
det(&(1), & ()
[EOIE
det ('(1)c/(p(1)), ¢/ (£ (9(1)) + 9" (D) ((1)))
[EOEEOIR
— e O (P07 e (), et
(1) det (¢ (1), ¢ (1) }

(.
~~

0

R(t) =

det (¢ ((t)), "(#(1)))
[/ (@)I°
i (20)

wobei die Bilinearitat und die Schiefsymmetrie der Determinante verwendet wurden. Dies
beweist die Behauptung. OJ

Bemerkung 1.40 Ist ¢ = co ¢ : J — R? orientierungsumkehrende Umparametrisie-
rung einer regular parametrisierten Kurve ¢ : I — R2, so gilt fiir die entsprechenden
Kriimmungen & = —k o ¢ (Ubungsaufgabe).

Proposition 1.41 Seic: I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve und n
das Normalenfeld zu c. Dann gilt

A" = kn.

Beweis: Wegen ||c/(t)]|? = 1 fiir alle ¢ € I gilt beim Ableiten (und unter Verwendung der
Produktregel)
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d.h. ("(t),d(t)) = 0 fiir alle t € I. Andererseits lisst sich jeder Vektor w € R? schreiben
als
w = (w,d (1)) (t) + (w,n(t))n(t)

(dies folgt aus der Tatsache, dass {¢/(t),n(t)} eine Orthonormalbasis von R? ist). Es gilt
insbesondere fiir w = ¢ (t):

c'(t) = {"(t), (1) ¢ t) + (" (t), n(t))n(t)
0

= ("(t),n(t))n(t).
Das Einsetzen dieser Gleichung in die Definition der Kriimmung liefert

. _ det(c(t),"(t))
) [P

= ({"(t),n(t)) det(d'(t), (1)),

1

was zu beweisen war. O

1.2.2 Geometrische Interpretation der Krimmung

Proposition 1.42 Seic: I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve, n das
Normalenfeld zu ¢ und k die Krimmung von c. Sei tg € I. Dann gilt fir alle t € I:

(t — tO)QK

5 (to)n(to) + (t — to)*e(t — to),

c(t) = cto) + (t — to) (to) +

wobei e(t — to) — 0.
—10

Bewers: Entwickle ¢ in ¢y bis um die zweite Ordnung und verwende die Definition von .

0

Geometrische Interpretation:

n(to)

c(to) + (t: to)c’(to) c(to) c’(to)

c(t)

c(to) +2(t —to)c’(to) +
Cto)” k(to)n(to) P
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Gilt k(to) > 0 bzw. k(ty) < 0, so biegt ¢ in Richtung des Normalenfelds bzw. in die andere
Richtung. Andererseits betrachte die im Rahmen {c/(¢y), n(to)} gegebene Abbildung:

(t —to)?

2 )
Ihre Spur ist im Fall k(ty) # 0 eine Parabel (die tangential bis um mindestens die
zweite Ordnung an der Kurve in ¢, liegt, siche Abbildung oben), und je gréfer |x(to)]
ist, desto starker biegt diese Parabel. Insbesondere misst die Kriimmung, wie stark sich
eine Kurve biegt. Fiir eine andere aber ahnliche Interpretation mit dem sogenannten
Kriimmungskreis, siehe 9. Aufgabe im 3. Ubungsblatt.

t — (t, k(o)

Bemerkung 1.43 Verschwindet die Kriimmung von c¢ in ty, so ist keine Aussage tiber
die Gestalt der Kurve in der N#he von c(tg) moglich! Betrachte z.B. ¢(t) := < fzt) ),
wobei f : I — R eine C*° Funktion ist. Dann ist ¢ regular parametrisiert und eine kurze
Rechnung liefert fiir die Kriitmmung von ¢

S()

fir alle ¢ € I. Die Wahlen f(t) = ¢3, f(t) = +t* oder f(t) = 0 liefern stets x(0) = 0, die
Kurven sehen aber jeweils ganz anders aus.

1.2.3 Die Frenet-Gleichungen

Satz 1.44 (Frenet-Gleichungen) Sei ¢ : I — R? eine nach Bogenlinge parametri-
sierte Kurve, n das Normalenfeld zu ¢, und k die Kriimmung von c. Dann gilt

(Y -( %) ()

d.h.,

Beweis: Die Gleichung ¢’ = kn ist die Aussage von Proposition [LZ1l Zur Zweiten: fiir alle
t € I lasst sich n/(t) schreiben als

n'(t) = (n'(t), () (&) + (n'(t), n(t))n(t)
(denn {c/(t),n(t)} ist eine 0.n.B. von R?). Wegen ¢ L n gilt aber (¢,n) = 0 und dann
beim Ableiten dieser Gleichung

0=((c,n) = (", n)+(,n),
woraus (¢, n') = —(c’,n) = —k folgt. Analog gilt wegen ||n||* =1
0= ([|n]*)" = 2(n,n'),

d.h., (n’,n) = 0. Die zweite Gleichung ist damit bewiesen. O
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1.2.4 Der Hauptsatz der Theorie der ebenen Kurven
Erinnerung:

e Eine euklidische Bewegung in R™ ist eine Abbildung R” — R” der Form
F(z):= B(z) + b,

wobei B ein orthogonaler Endormorphismus von R” ist (d.h., (B(x), B(y)) = (z,y)
fiir alle x,y € R™; die orthogonalen Endormorphismen von R™ bilden eine Unter-
gruppe der Gruppe der invertierbaren Endomorphismen von R", die tiblicherweise
orthogonale Gruppe genannt und mit O,, bezeichnet wird) und b ein Vektor aus R”
ist. Beachte, dass diese Darstellung fiir F' wohl eindeutig ist.

e FEine euklidische Bewegung in R™ heiffit genau dann orientierungserhaltend, wenn
det(B) > 0 gilt, d.h., wenn det(B) = 1 gilt (denn det(B) = 1 oder —1 fiir alle
B € O, was aus der Gleichung B*B = Id folgt). Die Menge der B € O,, mit
det(B) = 1 ist eine Untergruppe von O,, die iiblicherweise spezielle orthogonale
Gruppe genannt und mit SO,, bezeichnet wird.

e Eine euklidische Bewegung in R™ heifit genau dann orientierungsumkehrend, wenn
det(B) < 0 gilt, d.h., wenn det(B) = —1 gilt.

Proposition 1.45 Seic: I — R? cine requlir parametrisierte Kurve. Sei I eine ori-
entierungserhaltende euklidische Bewegqung vom R?. Setze ¢ := Foc: I — R2.
Dann ist ¢ ebenfalls eine requldr parametrisierte Kurve und es gilt fir thre Krimmung

KR = K.

Beweis: Schreibe F(x) = B(z)+b fiir ein B € SO, und ein b € R%. Wegen ¢(t) = B(c(t))+b
fiir alle t € I gilt beim Ableiten

¢/=Bod und ¢"=Bo/d".

Aus der Injektivitat von B folgt, dass ¢ auch regular parametrisiert ist. Fur die Krimmung
gilt dann, fir alle t € I,

) - E020)

O]

det(B(¢(1), B('(1)))

1BEO)F

g .0
A PTOIE

= (1),

was zu beweisen war. OJ
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Bemerkung 1.46 Ist F' orientierungsumkehrende euklidische Bewegung, so gilt in den
gleichen Bezeichnungen

R = —K.

Dies kann man schon an einem Beispiel sehen (die unten abgebildete Kurve ¢ ist nach
Bogenlénge parametrisiert):

A

k(o) <0 R(to) > 0

Satz 1.47 (Hauptsatz der Theorie der ebenen Kurven) Sei I C R ein Intervall
und f: I — R eine C*°-Funktion. Dann existiert eine nach Bogenlinge parametrisierte
Kurve ¢ : I — R? mit Kriimmung

k= f.

Diese nach Bogenlinge parametrisierte Kurve ist bis auf Dahinterschaltung von orien-
tierungserhaltenden euklidischen Bewegungen eindeutig: sind ¢ und ¢ Ldésungen (d.h.,
K =K = [), so existiert eine eindeutige orientierungserhaltende euklidische Bewegung
Fmitc=Foec

Beweis: Durch Anwendung des folgenden wichtigen Satzes aus der Theorie der Differen-
tialgleichungen werden separat die Existenz und die Eindeutigkeit von ¢ bis auf Dahin-
terschaltung orientierungserhaltender euklidischer Bewegungen bewiesen:

Satz: Sei A : I — End(R"™) eine C*-Abbildung, wobei I C R ein Intervall ist. Seien
to € I und yg € R™. Dann existiert genau eine C*°-Abbildung y : [ — R™ s.d.

Hierbei bezeichnet End(R") den (endlich-dimensionalen) Vektorraum aller Endomorphis-
men von R™ (fiir jedes ¢ € I ist A(t) eine lineare Abbildung R” — R"). Fiir einen Beweis,
siehe z.B. [2] oder [0, Kap. 8].



26 KAPITEL 1. KURVEN

Voriiberlegung: Wenn ¢ existieren wiirde, dann wirde entsprechend ¢ und n die Frenet-
Gleichungen (Satz[LA4) erfillen. Die Krimmung muss aber f sein, die Frenet-Gleichungen
massen also folgendermafen aussehen:

" =fn
n' =—fd,

was nichts anderes als eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung in (¢/,n) ist. Nach
dem obigen Satz besitzt aber jede lineare Differentialgleichung 1. Ordnung eine globale
Losung, die eindeutig bestimmt wird durch thren Wert an einem festen Zeitpunkt. Die
Strategie ist also: lose diese Differentialgleichung (mit “quten” - aber festzulegenden -
Anfangsbedingungen) und bekomme dann insbesondere ¢ ; integriere dann wieder und be-
komme c.

Zur Existenz: Sei ty € I fest. Lose die Differentialgleichung 1. Ordnung

(Z)/:<—Of£)<i)’ (L1)

o= fw
w = —fu,

(wobei v, w : I — R? die Unbekannten sind) mit den Anfangsbedingungen

ol(to) ::elz((l))
w(ty) ::ezz(g).

Da diese Differentialgleichung linear ist, existiert nach dem obigen Satz eine eindeutige
C> Losung (v,w) : I — R? x R?. Jetzt wollen wir zeigen, dass fiir jedes ¢ die Fami-
lie {v(t),w(t)} (die “Kandidatin” fiir {c/(¢),n(t)} ist) eine p.o.n.B. von R? bildet. Beim
Ableiten kommt heraus:

d.h.,

(v,v) = 2(@',@)@2]”(1),10)

(w,w) = 2w, w) LD —2f (v, w)

Y = o w)+ v,y ED f((w,w) - (v,0),

insbesondere gilt ((v,v) + (w,w)) = 0 und

() = (5 D) (k) o

Dies ist eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung auf R?. Es gilt aber

{ ((v,v) = (w,w))(to) = [ler]|* = lle2f* =0
(v, w)(0) = (e1,e9) =0,
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so dass, wiederum durch Anwendung des obigen Satzes (diesmal auf das System (L2)),

I = lledl =1
= lleoff =1
((t),w(t)) = 0
fir alle ¢t € I, d.h., v(t),w(t) bilden eine o.n.B. von R? fiir jedes ¢t € I. Ferner gilt
det(v(t),w(t)) =1 Vtel,

weil die Funktion ¢ —— det(v(t),w(t)) stetig ist, ihre Werte in {—1,1} hat, I Intervall
ist, und det(v(ty), w(tp)) = 1. Somit haben wir bewiesen, dass fiir jedes t € I die Familie
{v(t),w(t)} eine p.o.n.B. von R? ist.

Setze nun, fir alle t € I,

c(t) = /t:v(s)ds.

Die Abbildung ¢ : I — R? ist C*, und es gilt: c(ty) = 0, ¢ = v (wegen |[v|| = 1 ist
insbesondere ¢ nach Bogenldnge parametrisiert) und ¢’ = o' = fw. Es gilt aber w = n,
weil die Familie {v(t),w(t)} fir alle ¢ € I eine p.o.n.B. von R? ist. Daraus folgt

d" = fn,

d.h., die Kfummung von ¢ ist gleich f. Die Existenz von c ist damit bewiesen.

Zur “Eindeutigkeit”: Wie betrachten zwei Falle.

1. Fall: Seien zuerst ¢ und ¢ nach Bogenlange parametrisierte Kurven mit Kriimmung
k =k = fund c(ty) = é(ty), (to) = & (to) (daraus folgt, dass auch n(ty) = n(ty) gilt).
Nach den Frenet-Gleichungen gilt dann:

d—a\ (0 f d—¢

n—n ) \—f 0 n—n )’
mit (¢ — &)(ty) = (n —n)(ty) = 0. Durch Anwendung des obigen Satzes bekommen wir
dann ¢ — & =n —n =0 auf I, und daher, fir alle t € I,

oty = é(t0)+/ d(s)ds

to

= c(to) + /t d(s)ds

= c(t0)+/t d(s)ds
= 1),

d.h., c=c¢c.

2. Fall: Im Allgemeinen Fall seien ¢, ¢ nach Bogenldnge parametrisierte Kurven mit
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Krimmung x = & = f. Sei tg € I fest. Sei F': R? — R? F(x) := B(z) + b, definiert

durch
F(c(to)) = clto)
B(d(to)) =7 ()
B(n(to)) = 1i(to).

Dann ist F' wohldefinierte euklidische Bewegung von R? (insbesondere gilt b = ¢(to)—c(to))
[Ubungsaufgabe: warum ist F' wohldefiniert und warum ist F orientierungserhaltende eu-
klidische Bewegung von R??]. Nach Proposition [CZH gilt

HFoc:Kv:fa

und der 1. Fall angewandt auf F' o ¢ und ¢ liefert F' o ¢ = ¢. Jede Losung ¢ léasst sich
also durch Dahinterschaltung einer orientierungserhaltenden euklidischen Bewegung auf
¢ herleiten. Die Eindeutigkeit von ¢ in diesem Sinne ist damit bewiesen. U

Bemerkung 1.48 Tatsachlich gibt es eine explizite Formel, die jede ebene nach Bo-
genlédnge parametrisierte Kurve durch ihre Kriimmung beschreibt. Seien I, f wie im Satz

[CZA70 und seien ¢ € I, p,v € R? mit ||v]| = 1 fest. Schreibe v = ( Z?r?((zog ) fiir ein 6y € R
0

(die reelle Zahl 6 ist nur bis auf ein ganzes Vielfaches von 27 festgelegt). Dann ist die
eindeutige ebene nach Bogenlinge parametrisierte Kurve ¢ : I — R? mit

K =f
c(to)) =p
d(ty) =w

gegeben durch

L[ cos(by + [ f(u)du)
c(t) :p+/t0 < Sin(90+ft§ F(u)du) )ds. (1.3)

( Ubungsaufgabe: Beweisen Sie die Eindeutigkeit von ¢ und tiberpriifen Sie, ob das angege-
bene c alle verlangten Bedingungen ertiillt.) Diese Formel kommt daher, dass in diesem Fall
die Frenet-Gleichungen explizit integriert werden konnen. Dies ist mit den entsprechen-
den Frenet-Gleichungen von Raumkurven zu vergleichen, wofiir jene allgemeine explizite
Integration unmoglich ist.

Wir haben schon in den Beispielen zwei Beispiele von ebenen Kurven mit konstanter
Krimmung gesehen; im Wesentlichen sind sie die Einzigen.

Proposition 1.49 Seic: I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve. Ange-
nommen, die Krimmung k von c sei konstant.

1. Ist K =0, so ist ¢ der Form c(t) = p + tv mit p,v € R? und ||v|| = 1 (die Spur von
[c] ist insbesondere eine Geradenstrecke),

2. Ist kK # 0, so ist ¢ der Form

=g L (et )
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fiir ein p € R? und ein 6y € R (die Spur von [c] ist insbesondere ein Kreisbogen von
Radius |—11€‘ um p).

Beweis: Unmittelbare Folgerung aus (L3)). O

1.2.5 Umlaufzahl und Totalkrimmung

In diesem Abschnitt wollen wir globale Eigenschaften ebener Kurven untersuchen.

Lemma 1.50 Seic: I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve. Dann exi-
stiert eine C*°-Funktion 0 : I — R s.d. fur alle t € I gilt

o- ()

Ferner, ist 0 : I — R eine andere C*°-Funktion mit ¢ (t) ) fir alle t, so

Il

VR

&.

B
—~

™
—~

~
SN—
SN—

existiert ein eindeutiges k € 7. s.d.
0 =0+ 2kr
auf I gilt.

Beweis: Wegen ||c'|| = 1 kann ¢ als Abbildung nach S := { ( o ) eR?|zf + a3 = 1}

T
aufgefasst werden. Sei

7R — St
e (),
sin(¢)
Es ist zu zeigen, dass eine C*°-Funktion 6 : I — R so existiert, dass
mof=c

gilt. Anders ausgedriickt: es existiert eine C*°-Funktion # : I — R so, dass das folgende
Diagramm kommutiert:

R
)
Ry

Zur Eindeutigkeit: Angenommen, es gelte
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fiir allet € I. Dann gibt es zu jedem ¢ € I ein eindeutiges k(t) € Z s.d. 0(t) = 6(t)+2k(t)T.
Da aber die Funktion 6 — 6 auf dem Intervall I stetig ist und ihre Werte in 277 annimmt,
muss sie konstant auf I sein, d.h., es existiert ein eindeutiges k € Z s.d.

0 =0+ 2kn
gilt, was insbesondere die zweite Aussage im Lemma beweist.

Zur Frxistenz: Wir geben zwei Beweise an. Der erste ist recht kurz: wahle ¢ty € I, schreibe
d(to) = < Z?I?Eg())) ) fiir ein 0y € R (dies ist moglich wegen ||¢/(to)|| = 1) und setze
0

O(t) .= 6y + /t k(s)ds

to

fir alle t € I. Die Abbildung € ist offenbar C* auf I. Aus ([[3)) folgt, dass (t) =

cos(6(t))
( sin(6(t))
Im zweiten Beweis betrachten wir zwei Falle.

1. Fall: Angenommen, die Menge ¢/(I) sei in einem der folgenden offenen Halbkreise
enthalten:

SR::{(2>651,\331>0} SL::{(i;)ESl,\:c1<O}
. L1 1 L X1 1
SO.—{(:U2>€S,|ZL’2>O} SU.—{(x2>€S‘$2<O}.

So

EN
_Q_
N

Sy

) gilt, fir alle t € I. Dies zeigt die Existenz von 6.

O.B.d.A. sei /(I) C Sg, d.h. es gilt ¢} > 0 auf [. Setze dann
6 := arcsin(c).
Dann ist 6 eine C*°-Funktion auf I und wegen ¢}, = /1 — (c4)? (¢} > 0) gilt

= (o)
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fiir alle ¢ € I. Aus der obigen Uberlegung iiber Eindeutigkeit folgt, dass jedes andere 6 der
Form 0 + 2km ist fiir ein k € Z. Dies zeigt insbesondere, dass sogar unter der Annahme,
dass 6 stetig ist, ist dann # automatisch C'*°.

2. Fall: Tm Allgemeinen kann man nicht voraussetzen, dass (1) C Sg bzw. S, So, oder
Sy. Seien ty < t; in I fest. Dann existiert eine Teilung {tp =: s9 < $1 < ... < sy =11}
von [tg, t1] so, dass fiir allei € {0,1,..., N —1} die Menge ¢/([s;, s;+1]) in genau einem der
offenen Halbkreise Sg, S, So, Sy enthalten ist. Die Existenz dieser Teilung folgt aus der
GleichméaBigstetigkeit von ¢ auf dem kompakten Intervall [tg,¢;]. Wende den 1. Fall auf
01[80781] an: es existiert eine C*°-Funktion 6y : [sg, s1] — R s.d. ¢(t) = ( ;Orf((gg(%))) ) fiir

1 an mit der Bedingung

alle t € [sg, s1] gilt. Wende dann wiederum den 1. Fall auf .
01(s1) = 0o(s1) (07 : [s1, s2) — R wird die Funktion, die man aus dem 1. Fall bekommt).
Rekursiv wende den 1. Fall auf CT o mit der Bedingung 6;(s;) = 6;_1(s;), und bekomme
am Ende eine stetige Funktion

0 . [to,tl] — R,
:= 0, definiert ist. Die Funktion 6 erfiillt

v cos(6(t))
() = ( sin(6(t))
fir alle t € [to,t1], da die 6;’s diese Eigenschaft besitzen. Eine solche Funktion 6 ist auch

notwendigerweise C* (sieche 1. Fall). Dies gilt fiir alle ¢, < ¢; in I. Durch wiederholte
Anwendung der Eindeutigkeit wird damit die Existenz von 6 auf I bewiesen. O

die durch 6.
[si:8i+1]

Bemerkung 1.51 Die Funktion 6 aus Lemma[Ch0ist insbesondere eindeutig durch ihren
Wert in einem Punkt festgelegt. Sind néamlich # und 6 zwei solche Funktionen fiir ¢ mit
0(ty) = 0(ty) fiir ein gegebenes ¢y € I, so gibt es nach der Eindeutigkeitsaussage aus
Lemma ein (notwendigerweise eindeutiges) k € Z mit 6 — 0 = 2km auf I. In t = 1,
gilt dann 0 = 2k, woraus k = 0 und somit 6 = 6 folgen.

Definition 1.52 Sei ¢ eine T-periodische nach Bogenlinge parametrisierte ebene Kurve.
Die Umlaufzahl von c ist definiert durch
(T —
o 0D —00)
27
cos(6(t))

wobei O : R — R eine C*°-Funktion ist mit ¢ (t) = ( sin(0(1))

) fur alle t € R.

Bemerkungen 1.53

1. Die reelle Zahl n, ist wohldefiniert, denn: eine solche Funktion 6 existiert nach
Lemma [C50, und n. hangt auch nicht von der Wahl eines solchen # ab, denn ist
0 ein anderes solches 6, so existiert nach Lemma [50 ein (eindeutiges) k € Z mit
0 = 6 + 2k, somit gilt
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2. Die Zahl n, ist eine ganze Zahl wegen der Periodizitat von c. Ist ndmlich ¢ (regulér
parametrisiert und) periodisch mit Periode T', so ist auch ¢ periodisch mit Periode
T (Ubungsaufgabe), insbesondere gilt fiir alle ¢t € R:

cos(0(t+1T)) \ _ [ cos(6(t))

sin(0(t+1T7)) )\ sin(0(t)) )°
Daraus folgt, dass 0(t +T') — 0(t) € 2nZ gilt fiir alle t € R, insbesondere liegt n. in
Z.

3. Wie bereits im Beweis von Lemma [L50 bemerkt wurde ist die Funktion ¢t +— 6(t 4
T) — 0(t) stetig und nimmt ihre Werte in 277 an, was eine diskrete Teilmenge von
R ist. Daraus folgt, dass diese Funktion konstant sein muss. Insbesondere gilt

0 +T)—0(r)

¢ 2m
fiir alle » € R.
Beispiele 1.54
. cos(t) . . . .
1. Sei ¢(t) := sin(t) )’ dann ist 0(t) =t + 5 + 2kn fiir ein & € Z. Daraus folgt fiir

die Umlaufzahl: n, = 1.

2. Seic(t) =3 ( zi)jgg ), dann ist 0(t) = 2t + 7 + 2k fiir ein k € Z. Da die Periode

von ¢ diesmal 7 gleicht, gilt fiir die Umlaufzahl auch n, = 1.
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Lemma 1.55 Sei ¢ eine Umparametrisierung nach Bogenlinge einer periodischen nach
Bogenlange parametrisierten ebenen Kurve c.

1. Ist ¢ orientierungserhaltende Umparametrisierung von c, so gilt fir die Umlaufzahlen
Ne = MNe.

2. Ist ¢ orientierungsumkehrende Umparametrisierung von c, so gilt fir die Umlauf-
zahlen n; = —n,.

Beweis: Aus Proposition [LZTl folgt, dass ein r € R existiert mit é(¢) = c(t+r) fiir allet € R
(im Fall, wo ¢ orientierungserhaltende Umparametrisierung von c ist) oder é(t) = ¢(—t+r)
fir alle t € R (im Fall, wo ¢ orientierungsumkehrende Umparametrisierung von ¢ ist).
Hat insbesondere ¢ Periode T', so hat auch ¢ Periode T. Wie oben bezeichnen wir mit

0 : R — R eine C*° Funktion s.d. ¢(t) = ( Sfr?ég((;)))) ) fir alle ¢ € R gilt.

1. Wegen ¢'(t) = ¢/(t + ) definiert O(t) := O(t + ) eine C> Funktion § : R — R mit
&(t) = ( cos(0(t)) ) fiir alle t € R. Nach Bemerkung [53.3 folgt fiir die Umlaufzahl

von ¢:

CB(T)—6(0) 6T +r)—6(r)
e = 2m B 2m — e

2. Wegen &(t) = —c/(—t + r) definiert 0(t) := 8(—t + ) + 7 eine C*° Funktion 6 :

R — R mit &(t) = ( Sﬁfégg)))) ) fiir alle ¢ € R. Nach Bemerkung [[L53 3 folgt fiir

die Umlaufzahl von ¢:

_ (1) = 0(0) _ (=T +r)—06(r) _6(0) —0(T) _
e = 2w N 2w N 2w - e

Lemma [L53 motiviert folgende Definition.

Definition 1.56 Sei [c| eine orientierte geschlossene ebene Kurve. Die Umlaufzahl von
] ist definiert als die Umlaufzahl einer (orientierten) Parametrisierung nach Bogenldnge
von [c] und wird mit n bezeichnet.

Bemerkung 1.57 Sind ¢ und ¢ zwei orientierte Parametrisierungen nach Bogenlange von
[c], so gilt nach Lemma [[C38 n: = ng. Somit ist 1y wohldefiniert.

Satz 1.58 (Umlaufsatz) Jede orientierte einfach geschlossene ebene Kurve hat Umlauf-
zahl 1 oder —1.

Der Beweis von Satz beruht auf ein allgemeines Lemma aus der mengentheoretischen
Topologie.

Lemma 1.59 Sei X C R" nichtleer und sternférmig beziglich eines xy € X (d.h., Vx €
X gilt (1 —t)zg+tx € X fir allet € [0,1]). Sei F : X — S! stetige Abbildung. Sei

0o € R mit F(zg) = ( Cf)s(eo) ) Dann existiert es eine eindeutige stetige Abbildung

0: X —Rs.d F(x)= ( cos((g(i)) ) fiir alle z € X und 0(zq) = 0.
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Beweis: Wir betrachten zwei Falle.

1. Sei n = 1 und X = [ (Intervall). Da wurde die Aussage i.W. im Lemma
bewiesen, mit dem Unterschied, dass hier ¢ nur stetig vorausgesetzt wird. Der Beweis
lasst sich aber wortwortlich zum Fall stetiger Kurven iibertragen. Zuerst folgt die
Eindeutigkeit von 6 aus der Tatsache, dass jede auf einem Intervall definierte stetige
Funktion mit Werten in einer diskreten Menge konstant ist. Die Existenz folgt aus
einer ahnlichen Konstruktion wie im Beweis von Lemma [CO0 fiir ein festes x; € 1

mit zyp < z1 (der Fall x; < x ist analog) zerlege [xg, z1] = U  [sj,8j41] mit g =
0<j<m—1

So < 81 < ... < 8y, =27 und s.d. F([sj,s;41]) C So oder C Sy, Sr, Sk gilt (siehe
Beweis von Lemma [[A0). Mit Hilfe von arccos oder arcsin bestimme 6 auf [sq, s1]
mit 0(sg) = Oy und setze 0 sukzessiv auf [s;, s;11] fort mit Stetigkeitsbedingung in
s;. Man bekommt ein stetiges 6 auf [zg, z1]. Da dies fiir alle z; gilt, ist 6 auf ganz I
definiert.

2. Sei n > 1 beliebig und X C R" sternférmig bzgl. xqg € X. Wir konstruieren 6 mit
Hilfe des 1. Falls. Fiir ein beliebiges x € X liegt nach Voraussetzung die Strecke
(g, ] :== {(1 — t)xo + tz |t € [0,1]} in X. Definiere

F,:[0,1] — S
t — F((1—1t)xg+ tx).

Dann ist F), stetig. Nach dem 1. Fall existiert ein eindeutiges stetiges 6, : [0,1] — R

. [ cos(6,(1)) . B . ‘
mit F,(t) = ( sin(6.(1)) fir alle t € [0,1] und 6,(0) = 6. Erfiillt ferner 6 :
X — R die gewiinschten Bedingungen, so erfiillt die stetige Funktion [0, 1] — R,
t— 0((1 —t)zo + tx) die Bedingung

[ cos(0((1 —t)xg+tx)) \ [ cos(64(1))
= (o ot )= (ot )

mit 0(xy) = 6y = 0,(0); die Eindeutigkeit aus dem 1. Fall impliziert dann
O((1 = t)zo + tz) = 0,(¢)

fir alle t € [0, 1]. Somit ist die Eindeutigkeit bewiesen.
Zum Beweis der Existenz zeigen wir nun, dass die Abbildung X — R, x — 0,(1),

stetig ist. Wegen
cos(6,(1
== ()

und 6,,(1) = 6y wird damit der Beweis von Lemma abgeschlossen. Lege v € X
fest sowie £ > 0. Dann existiert eine Teilung 0 = 5o < s1 < ... < s, = 1 s.d. fiir alle
j€{0,1,...,m—1} gilt F,([s;,sj4+1]) C So oder Sy, Sg, Sr. Wegen der Stetigkeit
von Fauf X ist (¢,x) — F.(t) gleichmdiflig stetig auf [0, 1] x K, fiir jedes Kompak-
tum K C X mit z € K. Daraus folgt, dass eine Umgebung U von x in X so existiert,
dass ||F,(t) — F,(t)|| < e gilt fir alle y € U und alle ¢ € [0, 1]. Desweiteren konnen
e und U so gewéhlt werden, dass F,([s;, s;+1]) im selben offenen Halbkreis liegt wie
Fy([sj,sj41]) fiir alle y € U und alle j € {0,1,...,m — 1}. Schreibe nun F,(t) =

(Fy () w _ (F(y)h wnn oibt s fir fedes | o
(o ) ma ro) = (((po, ) Do bt e irjodes e (01,.om—1)
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ein k; € Z s.d. fiir alle y € U und ¢ € [0, 1] gilt entweder 6,(t) = arcsin((Fy(¢))2) +
2k;m (im Fall F([s;, sj+1]) C Sgr) oder 6,(t) = m — arcsin((Fy(¢))2) + 2k;m (im Fall
Fy([sj,8j+1]) C SL) oder 6,(t) = arccos((F (t)1) + 2k;m (im Fall F,([s;, sj+1]) C
So) oder 6,(t) = 21 — arccos((Fy(t))1) + 2k;m (im Fall F,([s;, s;4+1]) C Su). Ins-
besondere gilt 6,(1) — 6,(1) = arcsin((Fy(t))2) — arcsm((Fx( ))2) (bzw. 6,(1) —
6,(1) = —arcsin((Fy(t))2) + arcsin((Fy(%))z2), 0.(1) — 6,(1) = arccos((F,(t))1) —
arccos((F3(t))1), 0-(1) — 6,(1) = —arccos((F,(t))1) + arccos((Fx( ))1) je nach Fall),
was ein stetiger Ausdruck in y ist.

OJ

Beweis des Umlaufsatzes: Sei ¢ periodische Parametrisierung nach Bogenlédnge der Kurve
und L ihre Lénge (die dann mit der Periode von ¢ iibereinstimmt, siehe 5. Aufgabe im
2. I"Jbungsblatt). Da die erste Koordinatenfunktion ¢; von ¢ stetig auf dem kompakten
Intervall [0, L] ist, existiert es ein to € [0, L] mit ¢1(tp) :trer%gu}L(} (c1(t)). Bis auf eine Pa-

rametertransformation der Form ¢ — t + ¢, kann angenommen werden, dass tg = 0 gilt.
Wegen ¢ (0) = 0 gilt entweder ¢/(0) = ( (1J ) oder ¢/(0) = ( _01 ) Bis auf eine Parame-

0

tertransformation der Form ¢ — —¢ kann angenommen werden, dass ¢/(0) = 1

:62

gilt. Setze

X::{(il)eRﬂogtlthSL}.
2

Die Teilmenge X von R? ist sternformig bzgl. 0 = ( 8 ) Definiere die Abbildung

F:X — &
clt2)=eh)  falls ¢y > ¢y und (¢, 6s) # (0, L)
f lle(t2)—c(t1)]]
. NN (1) falls t1 =ty =t
—c/(0) falls (t1,t2) = (0, L).

Beachte, dass nach Voraussetzung an ¢ die Abbildung F' wohldefiniert ist.
Behauptung: die Abbildung F' ist stetig.

Beweis der Behauptung: Auf { ( il ) € X |ty > ty und (t1,t2) # (O,L)} ist F' per
2
Konstruktion stetig, auf der Diagonale { ( i ) eX } ist F' per Definition der Ableitung

stetig und im Punkt < y ) ist F' wegen

L
poo et —elt) . dL—t) —c(ty)
fmr [e(ta) — c(ty)]] tta—0+ |[e(L —t2) — c(t)]]
_ lim C(-tg) — C(tl)
t1,t2—0+ [|c(—t2) — c(t1)]|
_ ()
1(0)]]
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auch stetig. Vv
Aus Lemma folgt die Existenz einer stetigen Abbildung 6 : X — R mit F(z) =

cos(0(z)) \ .. o L e 1
( sin(6(z)) fiir alle v € X und 0(zg) = 5. Wegen c'(t) = F(t,t) gilt fir die Umlaufzahl

von ¢ die Identitat
2mn. =0(L, L) —6(0,0) = 6(L, L) —0(0,L) +6(0,L) —6(0,0).

Behauptung: Es gelten 6(L, L) — 0(0,L) = 6(0,L) — 6(0,0) = .

Beweis der Behauptung: Betrachte die Abbildung [0,L] — R, t — F(0,t). Wiirde
F(0,t) = e fiir ein t €]0, L[ gelten, so wiirde es insbesondere ein ¢ €]0, L[ geben fiir wel-
ches ¢1(t) > ¢1(0) gilt, Widerspruch zu ¢ (0) :tren[éxi(] (c1(t)). AuBerdem gelten F'(0,0) =

d(0) = ey # ey sowie F(0,L) = —c/(0) = —ey # e;. Somit gilt e; ¢ F(0, [0, L]), insbeson-
dere F(0,[0, L]) C R*\ Rye;. Die Abbildung f : [0, L] —]0, 27|, f(t) := arg(F(0,t)), ist
daher auch wohldefiniert, stetig und erfiillt

os(F(0) \ _ e ( cos(0(0,1)

(mmm = O ={ sind(0,1))
fir alle t € [0, L] mit f(0) = 5 = 6(0,0); nach der Eindeutigkeit im Lemma mMuss
dann f(t) = 0(0,¢) fir alle ¢ € [0, L] gelten. Daraus folgt

3
(0, L) = axg(F (0, L)) = arg(—e2) = -
und 6(0,L) — 0(0,0) = 7. Analog zeige man, dass —e; ¢ F([0, L], L) und somit auch
O(L,L)—0(0,L) = m gelten. Vv
Aus der letzten Behauptung folgt 27n. = 27, was zu beweisen war. 0

Bemerkung 1.60 Es existieren geschlossene aber nicht einfach geschlossene ebene Kur-
ven mit Umlaufzahl 1, siehe 17. Aufgabe im 5. Ubungsblatt.

And now, something completely different wiirde mancher sagen:

Definition 1.61 Sei ¢ : R — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte periodische
Kurve mit Periode T' > 0. Die Totalkrimmung von c ist definiert durch

/0 ' K(t)dt.

Bemerkung 1.62 Da c periodisch mit Periode T ist, gilt auch fiir

k(t+T) = k(t)
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fir alle ¢t € R, und somit, fiir jedes ty € R:

/t:OJrT/-c(t)dt /toofe(t)dw /0 Tm(t)dt+ /T o r(t)dt
L /O ! K(t)dt + /0 ' k(t)dt + /0 ! k(u+ T)du
_ /O " ()t + /O " )+ /0 Y ) du

- /0 : K(t)dt,

d.h., die Totalkriimmung kann auf einem beliebigen Intervall der Lange T' berechnet wer-
den.

u:

Dies motiviert folgende Definition.

Definition 1.63 Die Totalkrimmung einer orientierten geschlossenen ebenen Kurve ist
definiert als die Totalkrimmung einer orientierten Parametrisierung nach Bogenlinge der
Kurve.

Die Totalkrimmung einer orientierten geschlossenen ebenen Kurve ist wohldefiniert, denn:
zwei orientierte Parametrisierungen nach Bogenlange einer orientierten Kurve unterschei-
den sich um eine Parametertransformation der Form ¢ +— ¢ + r (fiir ein € R, siehe

Proposition [LZT)) und Bemerkung impliziert fOT r(t)dt = [T k(t)dt.

Totalkriimmung und Umlaufzahl hangen eng zusammen:

Satz 1.64 Sei ¢ eine T-periodische nach Bogenlange parametrisierte ebene Kurve mit
Krimmung k und Umlaufzahl n.. Dann gilt:

T
27mc:/ K(t)dt.
0

Beweis: Nach Lemma[[h{ existiert eine C*°-Funktion § : R — R mit ¢/(t) = ( g?lls((g(%))) )
fiir alle t € R. Beim Ableiten kommt dann

Y —sin(0(t))
(t) =0) ( cos(6(t))

heraus fiir alle ¢ € R. Andererseits gilt fiir alle ¢:
o=(1 ) (50 ) - (66" )

so dass k = 6'. Daraus folgt:
T T
/ k(t)dt = / o' (t)dt
0 0

— 4(T) - 9(0),
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was zu beweisen war. OJ

Insbesondere bleibt die Totalkriimmung einer geschlossenen Kurve invariant, wenn wir
ihr “Beulen” versetzen.

ORCEN!

ne =1 n.=1 ne =1

1.2.6 Die isoperimetrische Ungleichung
Erinnerung:

e Ein Gebiet in R"™ ist eine nichtleere offene zusammenhdngende Teilmenge von R"™,
wobei “zusammenhangend” bedeutet, dass es aufler @ und €2 keine Teilmenge von
Q) gibt, die gleichzeitig offen und abgeschlossen ist. Der Rand eines Gebiets €2 in
R™ wird mit OS2 bezeichnet (nach Definition gilt also 9Q = Q \ €, wobei Q der
Abschluss von © in R™ ist). Der Rand von  heifit glatt, wenn er das Urbild eines
reguliren Werts einer glatten Abbildung R" — R ist, vgl. Korollar Z22 aus Kapitel
Bl Zu jedem glatten Rand eines beschrankten Gebiets existieren genau zwei glatte
Einheitsnormalenfelder, das sogenannte innere und das sogenannte duffere Norma-
lenfeld. Beide stehen “orthogonal” auf 02, haben Lénge 1, und das duflere zeigt
nach “auflen”. Falls glatt tragt der Rand eines Gebiets automatisch ein kanonisches
Ma$, vgl. Kapitel am Ende der Vorlesung.

e Ein Vektorfeld auf einem Gebiet € ist eine Abbildung V' : 2 — R™. Die Divergenz
eines differenzierbaren Vektorfeldes V' auf Q2 ist die Funktion Q@ — R, div(V) :=
— 5 M wobei V = (Vi,...,V,) (Zerlegung in der kanonischen Basis).

j:1 8m]~

Der folgende Satz steht im Mittelpunkt des Beweises der isoperimetrischen Ungleichung
(siehe z.B. [R]).

Satz 1.65 (Gauss’scher Divergenzsatz) Seien Q ein Gebiet mit glattem Rand in R™
und V : Q@ — R" ein C' Vektorfeld. Sei N : Q — R" das dufiere Einheitsnormalenfeld
zu 2. Dann gilt

/ div(V)dzy ...dx, = —/ (V,N)do,

Q o0

wobei do das kanonische Maf auf OS) ist.

Satz liefert eine Formel fiir die Berechnung des Fléacheninhalts eines ebenen Gebiets.

Korollar 1.66 Sei Q C R? ein von einer einfach geschlossenen ebenen Kurve umschlos-
senes Gebiet. Sei ¢ eine periodische Parametrisierung mit Periode T und mit n. =1 von
0Q. Dann gilt:

AlQ] = %/0 det(c(t), d(t))dt,
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wobei A[Q] den Fldcheninhalt von Q) bezeichnet.

Bewers: Bemerke erstens, dass {2 wohl beschrankt ist. Dies folgt aus dem Satz von Jor-
dan, der besagt, dass das Komplement jeder einfach geschlossenen ebenen Kurve in R?
genau zwei Zusammenhangskomponenten besitzt, von den eine beschrankt und eine un-

beschrinkt ist. Betrachte zweitens die Abbildung V : Q@ — R? V(x) := x. Dann ist V
ein C' Vektorfeld auf  und es gilt

Ferner werden das auflere Einheitsnormalenfeld sowie das kanonische Mafl von 0€2 gegeben
durch N(c(t)) = —n(t) und do = ||/(t)||dt, wobei dt das Lebesgue-Mafl auf R ist. Aus
Satz folgt

/Q div(V)dzydz; = — / (V(e(t)), N(e(t) (1)t
=14@@m@wawﬁ
= T (O ) C@
= [ew () s ear

— —/OTdet(c(t),C/(t))dt>

und wegen [, div(V)dzidzy = =2 [, dwidz, = —2A[Q)] ist damit die Identitét bewiesen. O

Bemerkungen 1.67

1. Partielle Integrationen liefern auch die Formeln (Ubungsaufgabe)

A0 = / e (B) ()t = — / & (Bes(t)dt,

wobei ¢(t) = ( er(t) ) fiir alle ¢.

2. Im Fall n, = —1 gilt A[Q] = —3 fOT det(c(t), ¢ (t))dt (Ubungsaufgabe).

Satz 1.68 (Isoperimetrische Ungleichung) Sei Q ein von einer einfach geschlosse-
nen Kurve [c] umschlossenes ebenes Gebiet. Dann gilt

L[c]* > 47 A[Q). (1.4)
Ferner ist (LA) genau dann eine Gleichheit, wenn [c] ein Kreis ist.
Die Kurve [c] heifit Kreis, wenn sie eine Parametrisierung folgender Form besitzt: es gibt

: 9 . . . 1 [ cos(kt+6) \ .
ein p € R?, ein k € R\ {0} und ein 6y € R mit c(t) = p+ = < sin(xt + 6) fir alle t € R.
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Beweis der isoperimetrischen Ungleichung: Sei ¢ Parametrisierung nach Bogenlange der
Randkurve mit n. = 1 (bemerke, dass (L) nicht von der Orientierung von ¢ abhéngt).
Setze L := L[c|. Definiere die Abbildung

z:R — C
L L
t —1 y(—1
wobei ¢(t) = gg; ) fir alle £ € R. Nach Voraussetzung ist z periodisch mit Periode
2m. Betrachte die Fourier-Koeffizienten von z: setze, fir alle k € Z,
L (t)e *dt € C
Ck 1= — z(t)e .
g 2m

Da (e™") ez eine vollstandige Orthonormalbasis vom Hilbertraum (L?([0, 2]), (-, *) r2(0,2x)))

bildet, gelten
z= Z cpe®™  und 2 = Z ikepe™. (1.5)

k€eZ keZ

Wir driicken nun L und A[2] durch die Fourier-Koeffizienten von z aus. Es gilt einerseits
nach Definition von z

1 27 1 2w L2

— |2 )Pdt = — 12 lle ( )||2dt
27 2
0 N /)
1
L2
=

andererseits liefert ([CH) die Identitét

1 2w
% |Z,(t)|2dt = (zlazl)LQ([O,Qﬂ)
= )ik |?
keZ
= > Klal
kEZ

woraus

L? = 47° Z E|cx?

keZ
folgt. Fiir den Flacheninhalt wenden wir Korollar an: es gilt

AlQ = %/0 det(c(t), d(t))dt

= 5[ Gy s

— /%e t) +ay () (2 (t) —iy'(¢))) dt  (setze u := 2%15)
= e ([Tt ) — i () )
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somit ist (L)) bewiesen. Die Gleichheit gilt in (L)) genau dann, wenn die letzte Unglei-
chung eine Gleichheit ist, d.h., wenn ¢, = 0 fiir alle k¥ € Z \ {0,1} (denn k* = k g.d.w.
k = 0 oder 1). Dies ist genau dann der Fall, wenn z(t) = ¢y + cie' gilt, d.h., wenn [c] ein
Kreis ist. U

Geometrische Interpretation der isoperimetrischen Ungleichung: Gegeben sei eine positive
reelle Zahl A. Dann sind die kirzesten einfach geschlossenen ebenen Kurven, die ein Ge-

biet von Flacheninhalt A umschliefen, die Kreise von Radius \/% . Anders ausgedriickt:

sei eine positive reelle Zahl L gegeben, dann sind die grofiten ebenen Gebiete, die von

einfach geschlossenen ebenen Kurven der Lange L umschlossen werden, die Kreisscheiben

von Radius 2L
s

Beispiel 1.69 Kann ein 80qm-grofes flaches Feld von einem 30m-langen Draht umzaunt
werden? Nein! Denn es gilt: % = 2% < 80, Widerspruch zur isoperimetrischen Unglei-
chung.

1.3 Raumkurven

Definition 1.70 Eine Raumkurve ist eine Kurve im R3.

Wir behalten dieselben Bezeichnungen fiir das kanonische euklidische Skalarprodukt “(-, -)”
und die kanonische Norm “|| - ||” auf R3.

1.3.1 Kriummung

Definition 1.71 Seic: I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve undt € 1.
Die Krimmung von ¢ in t ist definiert durch

r(t) == [l" (@]

Bemerkungen 1.72
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1. Die Kriimmung von c¢ ist somit eine reellwertige Funktion auf I, die nichtnegativ ist
(vergleiche mit der Kriimmung ebener Kurven, die sowohl positive als auch negative
Werte annehmen kann). Ferner, verschwindet ¢’ nirgends auf I, so ist K C'™.

2. Aus der Definition von k folgt, dass k invariant unter Orientierungswechsel ist:
sei ¢ : —1 — R3 die durch ¢(t) := ¢(—t) definierte Abbildung, dann ist ¢ nach
Bogenlange parametrisiert und ihre Kriimmung % ist gegeben durch

A(t) = w(—t)

fur alle t € —1I.

Beispiele 1.73
1. Sei c(t) := p+ tv wobei p,v € R® mit |jv]| =1, und fiir £ € I :=R. Aus ¢’ = 0 folgt

k=0.
p v
cos(t) — sin(¢)
2. Seic(t) := | sin(t) |, furt eI :=R. Wegen ¢(t) = cos(t) gilt ||d(t)]| =1
0 0
fir alle t € R, d.h., ¢ ist nach Bogenlange parametrisiert. Ferner, wegen ¢’(t) =
— cos(t)
—sin(t) | = —c(t) gilt k() = || — c(t)|| = 1 fir alle t € R.
0

Spur(|c]) /

3. Jede ebene Kurve kann als Raumkurve gesehen werden vermoge

R2

o:R* — R?

X
T
i) O
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Ist ndmlich ¢ : I — R? nach Bogenlinge parametrisiert, so ist auch ¢ := ® o ¢ :
I — R? nach Bogenlinge parametrisiert. Es gilt ferner fiir die entsprechenden
Kriimmungen k bzw. k von ¢ bzw. ¢ (Ubungsaufgabe):

k= |k|.

cos(t) — sin(t)

4. Sei c(t) = % sin(t) | fir t € I := R. Aus d(t) = % cos(t) folgt
1

[¢'(t)]| = 1 fir alle t € R, d.h., ¢ ist nach Bogenlange parametrisiert. Aus ¢(t) =
— cos(t)
% —sin(t) | folgt fiir die Kriimmung r(t) = %
0

Die Spur von [¢] heifit die Schraubenlinie:

—

—

N~—

———

1.3.2 Das Frenet-Dreibein

Definition 1.74 Seic: I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve mit x > 0

auf I.

e Das Normalenfeld zu c ist definiert durch
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e Das Binormalenfeld zu c int € I ist der eindeutige Vektor b(t) vonR? s.d. {c/(t),n(t),b(t)}
eine p.o.n.B. von R3 ist.

e Das Frenet-Dreibein zu ¢ in t € I ist die Familie {(t),n(t),b(t)}.

Bemerkungen 1.75

1. Wegen |||l = 1 gilt (¢", ) = 0, insbesondere steht n(t) senkrecht auf ¢/(¢) fir alle
teR.

2. Aus der Definition von n folgt, dass n : I — R3 C™ ist.

Das Binormalenfeld b kann explizit durch ¢ und n berechnet werden:

Proposition 1.76 Sei ¢ : I — R?® eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve mit
k>0 auf I. Seten n bzw. b das Normalenfeld bzw. Binormalenfeld von c. Dann gilt, fir
jedest € I:

b(t) = () x n(t),

wobei “x 7 fiir das Vektorprodukt im R3 steht. Insbesondere ist b: I —s R3 O,

Beweis: folgt direkt aus den Eigenschaften des Vektorprodukts in R3. 0

Erinnerung: Das Vektorprodukt im R? ist definiert durch

x x yz' —y'z
y | x|y | =1 z2/ —a
z 2 xy — 2y

Desweiteren gilt, fiir alle Vektoren u, v, w € R?,

(u x v,w) = det(u,v,w).
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Beispiele 1.77

1. Sei ¢(t) := p + tv wobei p,v € R3 mit ||v|| = 1 und ¢t € I := R. Wegen x = 0 darf
man n nicht definieren! Und tatséchlich gibt es keine kanonische Wahl fiir n, wie
man auf folgender Abbildung sehen kann:

x4+ vt |
Spur([c])
cos(t) —sin(t)
2. Sei ¢(t) := | sin(t) |, firt € I := R. Wegen ¢ (t) = cos(t) und '(t) =
0 0
—c(t) gilt:
Lo
n(t) = PO (t) = —c(t)
0
b(t) = Jd(t)xn(t)=| 0
1
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— sin(t)

cos(t)
3. Sei ¢(t) := % ( sin(?) ) firt € I :==R. Aus d(t) = 3 ( cos(t) ) und ¢’(t) =

Sl

1

1.3.3 Frenet-Gleichungen und Windung

Proposition 1.78 Sei ¢ : I — R?® eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve mit
k> 0 auf I. Dann existiert eine eindeutige C*° Funktion 7 : I — R mit

N\’ 0 k 0 c
n = - 0 711 n |,
b 0O —7 0 b

" =kn
n’ —rc +7b (1.6)
b/

d.h.,

Beweis: Per Definition von n gilt ¢’ = kn. Da {c/(t),n(t),b(t)} eine (positiv-orientierte)
Orthonormalbasis von R? ist, zerlegen sich fiir alle ¢ € I die Vektoren n’(t) und ¥'(t) auf
folgende Weise:

n'(t) = (1), () () + (' (@), n(6))n(t) + (0 (1), b())b(t)
() = (), () t) + ¥ t), n(t)n(t) + (¥'(1), b(t))b(?).

Durch Ableiten der Skalarprodukte zwischen den Vektoren der Basis {c/(t),n(t),b(t)}
bekommt man:

0= ({n,)'(t) = ('(2), (1)) + (n(t), (1)),

konstant

d.h., (n'(t),d(t)) = —(n(t),"(t)) = —k(t). Analog gelten

n,n)) () = (n'(t), n(t)) + (n(t), n'(t)) = 2(n'(t), n(t))
n,0))'(t) = (n'(£), b(1)) + (n(t), V'())

) (1) = (V' (1), ¢ (1) + (b(t), " (1))

0))'(t) = 2(b'(2), b(t)),

o O O O

((
((
((b
((b
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d.h.,

( )
O'(1), (@) = —(b(t), (1)) = —r(t) (b(t), n(t)) = 0

{¥'(t),0(t)) = 0.
Setze 7(t) := (n/(t),b(t)). Dann ist 7 : I — R C* und erfiillt die obigen Bedingungen
(insbesondere sind die Gleichungen erfiillt). Die Eindeutigkeit von 7 ist klar. O

Definition 1.79 Seic: I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve mit k > 0
auf 1.

e Die in Proposition definierte Funktion T := (n’,b) heiffit Windung (oder auch
Torsion ) von c.

e Die Gleichungen ([LH) heiffen die Frenet-Gleichungen von c.

Bemerkung 1.80 In der Literatur wird manchmal eine andere Konvention fiir die Win-
dung verwendet, nédmlich 7 := (n,b’) (mit dem entgegengesetzten Vorzeichen).

Beispiele 1.81

cos(t) 0
1. Sei c(t) := | sin(t) | fir t € R. Wegen ¢/ = —¢, n = —cund b(t) = | 0
0 1
fir alle ¢, bekommt man n’ = —¢, insbesondere 7 = (n’,b) = —(c/,b) = 0. Die
Frenet-Gleichungen lauten in diesem Fall:
d\’ 0 10 d
=1 -1 00 n
b 0 00 b
cos(t) — cos(t)
2. Sei c(t) = | sin(t) | fir t € R Aus n(t) = | —sin(t) | und b(t) =
t 0
sin(?) sin(t)
% —cos(t) | bekommt man n'(t) = | — cgs(t) , also

7={(nb) = i(sir12(t) + cos?(t)) = i

V3 V2

Die Frenet-Gleichungen lauten in diesem Fall:

[\]

A\’ . 0 1 0 c
n = — -1 0 1 . n
b V2\ o 1 ¢ b



48 KAPITEL 1. KURVEN

1.3.4 Geometrische Interpretation der Kriimmung und der Win-
dung

Definition 1.82 Seic: I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve mit k > 0
und t € I. Die von (t) und n(t) aufgespannte Ebene heiffit Schmiegebene von ¢ in t.

Proposition 1.83 Sei ¢ : I — R3 eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve mit
k>0 und ty € I. Sei m: R3 — Span(c/(ty),n(to)) die orthogonale Projektion auf die
Schmiegebene von ¢ in ty. Setze ¢ :=moc: I — Span(c(ty),n(te)). Dann gilt:

r(to) = [R(to) |-

c(to) + Span(c’(to), n(to))

Beweis: Fiir jedes t € I lésst sich der Vektor ¢(t) schreiben als:

e(t) = {e(t), ¢ (o)) (to) + (c(t), n(to))n(to)

(denn {c/(to),n(to)} ist eine Orthonormalbasis von Span(c'(tg), n(t))). Fiir die Vektoren
¢’(t) und ¢”(t) gelten dann:

(1) = (1), (to))c (to) + (¢ (t), n(to))n(to)
") = ("(t),(t))c (to) + (" (1), nlto))n(to).

Fiir t = to bekomme ¢’(tg) = ('(to), ' (to)) ¢ (to) + (¢ (to), n(to)) n(te) = ¢ (to) und

ol

ol

=1 =0
c"(to) = (" (o), (to)) < (to)+( "(to) ,n(to))n(to) = K(to)n(to). Sei nun die Orientierung
—_— ——
=0 =k(to)n(to)

von Span(c(ty),n(ty)) durch die Basis {¢/(t), n(to)} festgelegt. Nach Definition [[37 ist
E(to) gegeben durch

R(tg) = m det(¢'(to),c" (to)) = k(o) det(c'(to), n(to)) = K(to),

insbesondere gilt %(tp) > 0. Wahlt man die andere Orientierung von Span(c/(ty), n(to)),
so gilt analog %(ty) = —k(to). In beiden Fillen gilt x(ty) = [F(to)]. O
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Proposition 1.84 Sei ¢ : I — R?® eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve mit
k>0 undty € I. Dann gilt fir allet € I:

co(t) = cfto)

+(t — to) (1 . gO)(t - to)Q) c'(to)
_'_(t —2t0) </<L(t0) n /{’(;0) (t— to)) n(to)
(t 6750)3/{(150)7_(150)5(%)

wobei (t — to) — 0.
—10

Bewers: Entwickle ¢ bis um die dritte Ordnung in #:

(= 0 ) e,

c(t) = c(ty) + (t — to) (to) + 5 5

mit e(t — ty) — 0. Die Frenet-Gleichungen liefern ¢”(ty) = x(to)n(to) und

t—to

P(ty) = K (to)n(to) + K(te)n(to)
= K/ (to)n(to) — K(to)*c (to) + K(to)7(to)b(to),

was die Aussage beweist. OJ

Interpretation: Die Windung von ¢ in tg misst, wie stark sich ¢ von ihrer Schmiegebene
in ¢y entfernt.

Proposition 1.85 Sei ¢ : I — R?® eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve mit
Krimmung k > 0. Dann gilt T = 0 g.d.w. ¢ ebene Kurve ist, d.h., wenn ein zweidimen-
sionaler affiner Unterraum E von R? existiert mit c(I) C E.

Beweis: Angenommen, es gelte 7 = 0. Nach den Frenet-Gleichungen gilt &’ = 0, d.h., b
ist eine konstante Abbildung I — R3, also b = by € R3. Betrachte jetzt by = {r €
R3, (x,b) = 0} und wahle ¢, € I. Beim Ableiten bekommen wir

(c—clto), )" = (,0)  (¥'=0)
=0 (d L),

d.h., t — (e(t)—c(to), b) ist konstant auf . Beim Einsetzen t = ¢, gilt ¢(t) —c(to) = 0, und
daher (c(t) —c(ty),b) = 0 fiir alle ¢ € I. Somit haben wir bewiesen: ¢(I) C c(tg) +b*+ =: E,
und E ist wohl 2-dimensionaler affiner Unterraum von R3.

Umgekehrt nehmen wir an, dass ein 2-dimensionaler affiner Unterraum E von R3 so
existiert, dass c¢(I) C F gilt. Es existieren py € R® und Fy C R? (2-dimensionaler) Unter-
vektorraum von R3 mit £ = py + Ey. Da Ey C R? bzgl. der kanonischen Topologie von
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R3 abgeschlossen ist, gilt ¢/(I) C Ey und ¢’(I) C Ey, insbesondere n(I) C Ejy, und fiir
alle t € I ist {¢/(t),n(t)} eine Orthonormalbasis von Ey. Daraus folgt, dass b(t) senkrecht
auf Ey steht, fir alle ¢t € I. Wegen n/(I) C Ey gilt dann 7 = 0. O

1.3.5 Der Hauptsatz der Theorie der Raumkurven

Proposition 1.86 Sei ¢ : I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve und
F :R?® — R? cine orientierungserhaltende euklidische Bewegung. Dann ist Foc: 1 —
R3 nach Bogenlinge parametrisiert und es gilt fiir die Kriimmung bzw. die Windung von
Foec:

RFoe = KR

TFoc

Beweis: Schreibe F(z) = A(x) + a mit A € SO3 und a € R3. Setze ¢ := F o c. Es gelten
¢ =Aod, " = Ao, insbesondere ¢ ist nach Bogenldnge parametrisiert mit Kriitmmung
& = ||| = ||| = k. Ferner gilt fir das Normalenfeld n = +&' = tAo " = Aon. Fir
das Binormalenfeld brauchen wir folgende Identitat.

Behauptung: Ist A € SOs, so gilt A(u x v) = A(u) x A(v) fiir alle Vektoren u,v € R3.
Beweis der Behauptung: Sei w € R?, dann folgt aus den elementaren Eigenschaften des
Vektorprodukts in R?

(Alu x v),w) = {(uxv, A (w)) (denn AA* =1Id)
= det(u,v, A" (w))
= det(A(u), A(v),w) (denn det(A) =1)
= (A(u) x A(v), w).

Die Behauptung folgt dann aus der Tatsache, dass das Skalarprodukt (-,-) nicht ausge-

artet ist auf R3. . Vv
Fiir das Binormalenfeld folgt b = & x n = L(Aod’) x (Aoc”) = A(2d x ") = Aob. Somit
gilt fiir die Windung 7 = (7/,b) = (n,b) = 7. O

Fiir ebene Kurven reicht die Kriimmung, um eine Kurve - bis auf Dahinterschaltung ori-
entierungserhaltender euklidischer Bewegungen - zu bestimmen. Fiir Raumkurven muss
zusatzlich die Windung vorgegeben werden.

Satz 1.87 Sei I C R ein Intervall und f,g : I — R C*° Funktionen mit f > 0. Dann
existiert eine nach Bogenlange parametrisierte Raumkurve mait

o
T =4q.
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Diese Kurve ist bis auf Dahinterschaltung orientierungserhaltender euklidischer Bewegun-
gen eindeutig: sind ¢ und ¢ zwei Losungen (k = k= f und T =T = g), so existiert eine
eindeutige orientierungserhaltende euklidische Bewegung F von R3 mit

c=Foec.

Beweis: Wir skizzieren den Beweis, der vollig analog zum Beweis von Satz [L47] ist.

1. Lose die Frenet-Gleichungen: fiir ein festes ¢y € I finde drei C'**° Abbildungen u, v, w :
I — R3 mit

u = fo
v o= —fu+gw
w = —gv
auf I und u(ty) = e, v(ty) = ey sowie w(ty) = ez (wie iiblich bezeichnen hier

e1, ez, e3 die kanonischen Basisvektoren von R?®). Die Existenz und Eindeutigkeit
von u,v,w wird durch den Satz iiber Existenz und Eindeutigkeit der Losungen
linearer Differentialgleichungen gewihrleistet, sieche Beweis von Satz [C47

2. Zeige, dass fiir jedes t € I das Tripel {u(t),v(t),w(t)} eine p.o.n.B. von R? ist.
Dafiir zeige man, dass alle Funktionen, die als Skalarprodukt zweier der drei Vek-
torwertigen Funktionen u,v,w auftreten (also t +— (u(t),u(t)), t — (u(t),v(t)),
t — (u(t),w(t)) usw.), konstant auf I sind. Um dies zu erreichen leite man die
Funktionen ab und setze die Frenet-Gleichungen ein, vgl. Beweis von Satz [L47 Als
letztes zeige man, dass die Abbildung ¢t +— det(u(t),v(t), w(t)) konstant auf I ist
(die Werte dieser Abbildung sind diskret).

3. Setze c(t) = ftl; u(s)ds. Zeige, dass ¢ nach Bogenldnge parametrisierte Raumkurve
ist mit Frenet-Dreibein {u, v, w}, Krimmung f und Windung ¢g. Dafiir braucht man
nur die Definitionen sowie die Frenet-Gleichungen.

4. Die “Eindeutigkeit” bis auf Dahinterschaltung orientierungserhaltender euklidischer
Bewegungen lasst sich auf vollig analoge Weise zeigen wie beim Satz [L47

O

Bemerkung 1.88 Insbesondere legt die Kriimmung eine Raumkurve nicht fest: es gibt
unendlich viele nach Bogenlange parametrisierte Raumkurven, die dieselbe Krimmung
besitzen, die aber sich voneinander durch Dahinterschaltung orientierungserhaltender eu-
klidischer Bewegungen nicht herleiten lassen (siehe beispielweise die 18. Aufgabe im 5.
Ubungsblatt).

Als letztes geben wir (ohne Beweis) folgende Formeln fiir die entsprechenden Groéfen
(Normalenfeld, Kriimmung usw.) einer beliebigen regular parametrisierten Raumkurve
c: I — R

e Die Kriimmung von c ist definiert durch x := HT[;'T;/H. Ist ¢ nach Bogenlange para-

I/||

metrisiert, so gilt Kk = ||
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e Falls k > 0 auf I gilt, kann folgendes definiert werden:

/ / / /

* ¢ ) e ¢ o) ey .
Normalenfeld n = ———5 "5 = e - Ist ¢ nach Bogenlange pa-
lle” =" 75m) 7ol BN
T T el
rametrisiert, so gilt n = %c” )
. A7) . .. .
* Binormalenfeld b = W Ist ¢ nach Bogenlange parametrisiert, so gilt b =
d xn.
. 1 e o(3) . . :
* Windung 7 = % Ist ¢ nach Bogenlange parametrisiert, so gilt 7 =
/
(n',b).

Ein Vorteil dieser allgemeinen Formulierung besteht darin, dass folgendes Transformati-
onsverhalten erfiillt ist und elementar nachgewiesen werden kann: ist ¢ = coyp Umparame-
trisierung der regulir parametrisierten Kurve ¢ : I — R3, so gelten & = ko, i = nop,
b =sgn(¢)boy und 7 = 7o ¢, wobei sgn(y’) € {—1,1} das Vorzeichen von ¢’ bezeichnet
(wohldefiniert wegen ¢’ > 0 auf I oder ¢’ < 0 auf I).
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Kurven - Zusammenfassung

Betrachte reguldr parametrisierte Kurven (¢ : I — R™ C* mit ¢(t) # 0
Vtel).

1. Existenz einer Umparametrisierung c o ¢ nach Bogenlange
(II(co )|l = 1) von ¢; Formel fiir ¢.

2. Ebene Kurven (n = 2): fiir regulér parametrisierte ¢

e Normalenfeld n ({ Cl(ign,n(t)} p.o.n.B. von R?):

I<'(

o Krummung k:

_ det(c'(t),c" (1))
le @)1

e Frenet-Gleichungen: falls ¢ nach Bogenlange parametri-

!/
. . c 0 d
siert gilt (n) (_% O) (n)

e Hauptsatz k legt nach Bogenlange parametrisierte ebene
Kurve bis auf euklidische Bewegungen fest
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0(T)-6(0)

5—— tur T-periodische ebene ¢, wo-

o Umlaufzahl n. =

bei ¢(t) = ( Z?I?Egég ) fiir alle ¢t und 6 stetig

o Umlaufsatz n. = +1 fiir einfach geschlossene |c]

o Totalkrimmung fOT k(t)dt fiir T-periodische c¢; ist gleich
2TN,

e Isoperimetrische Ungleichung: Llc]* > 4mwAlQ)], wobei Q)
ein von einer einfach geschlossenen ebenen Kurve [¢] um-
schlossenes Gebiet ist; Gleichheit g.d.w. [c] Kreis ist

3. Raumkurven (n = 3): fiir nach Bogenldnge parametrisierte
c

o Krimmung k := |||

o falls k > 0:
— Frenet-Dreibein {c'(t),n(t),b(t)} (p.o.n.B. von R3):

n(t) = (1)
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— Windung T := (n', b)

— Frenet-Gleichungen:

c 0 kK 0 c
n =1 -k 0 7 n
b 0 —7 0 b

— Hauptsatz bis auf euklidische Bewegungen wird Raum-
kurve von positiver Krimmung und Windung festge-
legt



o6 KAPITEL 1. KURVEN

Universitat Regensburg WS 2008/9
Fakultat fiir Mathematik
N. Ginoux

Geometrie (LGy)

1. I“Jbungsblatt

1. Aufgabe

Sei ¢ : R — R? definiert durch c(t) := ( COSfl(t) ) :

1. Zeigen Sie, dass c reqular parametrisiert ist.

2. Geben Sie eine Umparametrisierung von ¢ nach Bogenlinge an.
8. Berechnen Sie die Linge des Kurvensticks [c|_,,].

4. Skizzieren Sie die Spur von [c] (die die Kettenlinie heifft).

Losung:

1. Die Abbildung c ist offensichtlich C* und ¢(t) = ( sinli ) ) # 0 fir alle t € R,

somit ist ¢ regular parametrisierte Kurve.

2. Sei tp = 0 € R, dann gilt fiir alle t € R: ||¢/(¢)|| = /1 + sinh(¢)? = cosh(t), damit

gilt ¥(t) bt OtHc’(s)Hds = sinh(t). Es gilt auflerdem ¢(R) = R. Setze ¢ := ¢! :
R — R (p ist die Umkehrabbildung von %), d.h. ¢ = arsinh, dann ist nach der
Vorlesung ¢ := co ¢ : R — R? Umparametrisierung nach Bogenlinge von c. Die

Abbildung ¢ kann etwas expliziter geschrieben werden: fir alle t € R gilt

arsinh(t) arsinh(¢)

0= ( coianmnnie) ) = VIT# )

3. Es gilt Ll _,,] et

—2

32 | (s)]|ds = ffz cosh(s)ds = [sinh(s)]%, = 2sinh(2), oder
noch e* — e

4. In der Ubung.

2. Aufgabe
: 9 g g a\/_f cos(ZL2) :
Sei ¢, 1 [0,00) — R? definiert durch c,(t) := 9 5 , wobei a > 0 fest
a7 fy sin(%)d

15t.

1. Ermitteln Sie deren Bogenlinge s(t) := Llcg), |-
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2. Geben Sie eine Umparametrisierung von ¢, nach Bogenlinge an.
3. Skizzieren Sie die Spur von [c,] (die die Klotoide heifst).

Losung:

1. Sei t > 0, dann gilt ¢, (t) = ay/m ( COS(?) ), somit
sin(%5-)

. ()] = a\/_\/cos ™22 + sin(™)2 = ay/7 und deshalb gilt s(t) )= Iy lcu(s)]|ds =
av/Tt.

2. Sei tg = 0 € [0,00), dann gilt () Def fo I (s)||ds = s(t) = a/nt fur alle t. Es gilt
auBerdem ([0, 00)) = [0, 00). Setze p = ¥~ : [0,00) — [0,00), d.h. p(t) = ﬁ,
dann ist nach der Vorlesung ¢ := co ¢ : [0,00) — R? Umparametrisierung nach

Bogenldnge von c. Die Abbildung ¢ kann etwas expliziter geschrieben werden: fiir
alle t € [0, 00) gilt

JoF cos(ZL)du | (w=aymu) ( fo cos( —2)dv )

3. In der Ubung.

Bemerkung: die Funktionen ¢ — cos(t?) und ¢ +— sin(¢?) sind integrierbar auf R und
es gilt [ cos(t?)dt = [ sin(t?)dt = /% (siehe Berechnung des Fresnel-Integrals).

Daraus folgt, dass lim(c,(t))= “\2/% < 1 ) :

t—o0

3. Aufgabe
Seien p und q zwei Punkte im R". Zeigen Sie, dass das Geradensegment mit Endpunkten
p und q die kiirzeste Verbindung zwischen diesen Punkten ist.

Losung: O.B.d.A. seien p # ¢ (sonst trivial). Sei ¢, : [0,1] — R, ¢, (¢) := (1 — t)p + tq
mit ¢ € [0, 1], dann ist ¢,, C*™ mit ¢, (t) = ¢ —p # 0 fir alle ¢, somit ist ¢, regulér
parametrisierte Kurve mit ¢,,(0) = p und ¢,,(1) = ¢, und es gilt L|c,,] fo llg — pllds =

la = pll
Sei nun ¢ eine beliebige regular parametrisierte Kurve in R™ mit Endpunkten p und q. Bis

auf Umparametrisierung kann angenommen werden, dass ¢(0) = p und ¢(1) = ¢g. Nach
der Dreiecksungleichung fiir Integrale (siehe Proposition unten) gilt

Lid = /||c Jilds
> / (s)ds|

= le(1) = e(0)]

g — pl
Llcn],
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somit ist [¢,,] eine kiirzeste Verbindung zwischen p und ¢ in R™.

Es bleibt noch, zu zeigen, dass falls L{c] = L[c,,] gilt [¢] = [¢n], d.h. ¢ ist eine Umpa-
rametrisierung von c¢,,. Dafiir brauchen wir eine Charakterisierung des Gleichheitsfalls in
der Dreiecksungleichung fiir Integrale. Zur Erinnerung geben wir und beweisen wir die
folgende Proposition.

Proposition. Sei f : [a,b] — R" stetig differenzierbare Abbildung mit —oco < a < b <

0o. Dann gilt
[ s < [ 1sopa

mit Gleichheit g.d.w. ein v € R™ und ein | € C'([a,b],Ry) existieren mit f =1-v.

Beweis: Setze v = fab f(t)dt € R™. Falls v = 0 ist die Aussage trivial. Nehmen wir also
an, dass v # 0. Nach Definition der euklidischen Norm gilt

|| / o = ¢ / o / () = ¢ / " f(0)d.v).

und nach Konstruktion des Integrales fiir R"-wertige Funktionen gilt

</abf(t)dt,v> = /ab<f(t),v>dt.

Nach Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhalten wir (f(¢),v) < || f(¢)] - |||l
fir alle ¢ € [a,b] und somit

</ f(t)dtv)S(/ LF@)lidt) - [[oll.

Auf der linken Seite steht aber ||v]|2. Wegen v # 0 gilt dann [jv]] < f; || f(t)]|dt, was nichts
anderes als die gesuchte Ungleichung ist.

Falls diese Ungleichung eine Gleichheit ist, so muss insbesondere (f(t),v) = || f(¢)]| - ||v||
fir alle t € [a, b] gelten. Aus dem Gleichheitsfall in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt
F(t) = I(t)v fiir ein ((t) € Ry := {z € R|z > 0}. Nach Berechnung kommt [(¢) = <12

[0l
heraus, was zeigt, dass [ € C1([a,b], R, ). Die notwendige Bedingung ist damit bewiesen.
Ist umgekehrt f der Form f =1-v mit v € R” und | € C*([a,b],R,), so ist f C! und es

gilt
I sl = [ ey

= 1
- /abl(t)dtl-Hvll
— /jl<t>dt>~uvu
= [ ol
- /abllf(t)Hdt-
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Die Funktion f erfiillt also den Gleichheitsfall. Somit ist die Aquivalenz bewiesen. OJ
Gilt also L[c] = ||¢ — p|| (mit ¢: [0,1] — R"™ s.d. ¢(0) = p und ¢(1) = q), so existiert ein

[ € C'([a,b],Ry) und ein v € R” mit ¢ = [-v. Da ¢ bereits C* ist, muss [ auch C* sein.
Insbesondere gilt fir alle t € [0, 1],

c(t) = ¢(0) +/0 c(s)ds =p+ (/0 I(s)ds)v

mit v = (wohldefiniert, sonst wére ¢ konstant, Widerspruch zu p # ¢). Daraus

q—p
fol 1(s)ds
folgt, dass ¢ der Form

ct) = ﬁ] (q )

fir alle t € [0, 1] ist. Da die Abbildung ¢ — f(’l l (s) ds ein Diffeomorphismus [0, 1] — [0, 1]
0 s)as
ist, gilt dann [¢] = [¢,,], QED.

Bemerkungen:
1. Die Formel
Lic| = sup —c(t
[ ] O=to<t1<..<tp<tgi1=1, kEN Z ” ]+1 H>
die aber in der Vorlesung nicht besprochen wurde, kann auch einen Beweis liefern.
2. Falls ein Punkt aus R™ herausgenommen wird, wird die Aussage falsch. Z.B. falls 0 € R"

herausgenommen wird, gibt es keine kiirzeste Verbindung zwischen p und —p in R™ \ {0}
fiir alle p € R™ \ {0}.
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2. ﬁbungsblatt
4. Aufgabe

Sei in der xy-Ebene eine Kreisscheibe von Radius 1 und Mittelpunkt ( (1) ) gegeben. Sei

eine weitere Kreisscheibe von Radius r > 0 und Mittelpunkt

? fest an dieser Scheibe

angeschlossen. Die erste Kreisscheibe rolle auf der xz-Achse ab.

1. Ermitteln Sie eine Parametrisierung der Bahn des Punktes < 1 ) Ist diese
Parametrisierung requldr?
2. Skizzieren Sie das Bild dieser Parametrisierung furr <1, r =1 und r > 1.
3. Berechnen Sie fiirr =1 die Lange des Kurvensticks, das einem Umlauf der Kreis-
scheibe entspricht.
Losung:
1. Sei die Winkelgeschwindigkeit gleich 1, sei ¢ der Zeitparameter und sei cq(t) die

Stelle des gesuchten Punktes im Zeitpunkt ¢. Im Zeitpunkt ¢ hat sich der Mittel-
punkt der Kreisscheibe von Radius 1 verschoben (die Lénge eines Kreisbogens mit

Radius R und WinkelgroBe 6 ist Rf). Der Verschiebungsvektor ist genau ( é ) , also

der Mittelpunkt im Zeitpunkt ¢ ist . Die Mittelpunkte der beiden Kreisschei-

t
1
ben stimmen tiberein, weil die andere Kreisscheibe fest an der ersten angeschlossen
ist. Da die Kreisscheiben um den Winkel ¢ gedreht wurden, muss zu diesem Mittel-

punkt der Vektor —rsin(?) addiert werden, der das Bild vom Punkt t
—rcos(t) 1—r
unter der Drehung um 115 mit dem Winkel —t¢ liefert (Vorzeichen beachten!).

Zusammengefasst bekommen wir

[t —rsin(t) \ [ t—rsin(t)
co)(t) = < 1 ) + < —rcos(t) ) n < 1 — rcos(t)
fiir alle t € R.
: : : : 1 — rcos(t)

. 2 [e9] / _
Die Abbildung ¢(,) : R — R* ist offenbar C* und es gilt ¢, (t) = ( rsin(#) )
fir alle t € R. Es gilt (ct))5(t) = 0 g.dw. t = kr fiir ein k € Z, und es gilt
(¢(ry)i(km) =1 — (=1)*r. Falls r # 1, gilt also (¢(y)}j (k) # 0 filr alle k € Z, somit
ist c(r) regular parametrisiert. Falls » = 1, gilt (c(,))}(km) = 0 fiir alle k € 2Z, somit
ist ¢(1) nicht regular parametrisiert.
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2. In der Ubung.

3. Es ist L[c(l)ho’%[] zu berechnen. Bemerke, dass c() wohl regular parametrisiert

ist. Nach Definition gilt

|]0,27r[

Liowond = [ lefy(o)lds
= / \/l—cos )2 + sin(s)%ds
_ / /2~ 2cos(s)ds

:/ ~/4s1n 2d5
- 2/0 sin(3) ds

2 S
= 2/ sin(=)ds

0 2
= &.

5. Aufgabe

Zeigen Sie, dass jede Parametrisierung nach Bogenldnge einer geschlossenen Kurve peri-
odisch ist mit Periode gleich der Ldange der Kurve.

Losung: Sei ¢ bzw. ¢ periodische (reguldre) Parametrisierung mit Periode 7" bzw. Para-
metrisierung nach Bogenldnge der Kurve. Bezeichne mit L die Lange der Kurve. Nach
Vorlesung gilt

c(t) =cop(t+r) oder c(t) =cop(—t+r) (1.7)

fiir alle t € R, wobei r € R eine Konstante ist und ¢! fo |c/(s)]|ds. Wegen ¢/(s) # 0
fiir alle s und ¢ periodisch, gilt p~!(R) = R. Ferner gllt <p(t+L) o(t)+T fir alle t € R,
denn: nach Definition gilt

t+T
LA I Ol
+T

- / ds+ [ I1¢)lds

— _|_ L
fur alle t € R, somit auch ¢(t + L) = ¢(t) + T fiir alle t € R. Daraus folgt

ct+L)=cop((t+L)+r)=cop(xt+r+L)=cop(£t+r)=_c(t)

fiir alle t € R, insbesondere ¢ ist periodisch mit Periode % flir eine ganze Zahl k£ > 1. Gilt
aber ¢(t+L') = é(t) fir ein L' > 0 und fiir alle ¢ € R, so gilt nach (L) cop(*(t+L")+r) =

cop(xt+r) fiir alle t € R. Aus der L-Periodizitat von c folgt, dass eine ganze Zahl k' > 1
so existiert, dass o(t + L) = p(t) + k'T fir alle t € R. Da ¢ injektiv ist, muss dann
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L' = k'L gelten. Damit ist £ = 1, d.h., T" die Periode von ¢, QED.

6. Aufgabe

Gegeben seien die parametrisierten Kurven cy,cy : R — R? durch

) i3
[ rsin(t) _( rsin’(t)
at) = ( rcos?(t) ) und ea(t) = ( rcos>(t)
fiir ein festes r > 0.
1. Handelt es sich um requldre Parametrisierungen? Begriinden.

2. Skizzieren Sie die Bilder von c¢; und co fiir r = 2.

3. Bestimmen Sie die Linge der Kurvenstiicke zwischen c;(0) und c;(%5), fir j = 1,2
und ein beliebiges .

Losung:
1. Die Abbildungen ¢; und ¢, sind offensichtlich C* und es gilt
Vi sin(t) cos(t) o 1
ci(t) =2r ( ~cos(t)sin(t) ) = 27 sin(t) cos(t) 1
bzw.

sin?(t) cos(t)

cy(t) = 3r ( — cos®(t) sin(t) ) ~ drem(t)eostt) ( _Sicr(l)gt()t) )

fiir alle t € R. Daraus folgt, dass ¢|(t) = 0 g.d.w. t € §Z bzw. c;(t) = 0 g.d.w.
t € $Z. Somit sind ¢; und ¢, nicht regular parametrisiert.

2. In der Ubung.

3. Es gilt
el = 2rsintycostt) (1) )1
= 2v/2r|sin(t) cos(t)|
= V2r|sin(2t)]
= V/2rsin(2t)
bzw.

1@l = ||3rsin<t>cos<t>( Si““)))n
= 3r|sin(t) cos(t)|
= %sin(%)

fiir alle ¢ €]0, 5[. Nach Definition gilt dann

L[Clho, [] = /02 Vor sin(2s)ds = /2

[SE]

bzw.

23 3r
L[CQ\]O%[] = /0 5 sin(2s)ds = >
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7. Aufgabe
Berechnen Sie das Normalenfeld und die Krimmung von ¢ bzw. c,, wobei ¢ bzw. ¢, aus

der 1. bzw. 2. Aufgabe (1. Ubungsblatt) sind.

Losung:
o t (1 .
1. Sei c(t) := cosh(t) )’ t € R aus der 1. Aufgabe. Wegen ¢/(t) = ( sinh(?) ) mit
|'(t)|| = cosh(t), lautet das Normalenfeld n zu ¢

n(t)zﬁw((l) 51>'(sinli(t)):(_%(t)>'

Wegen ¢’ (t) = < cos(lr)l ) ) gilt dann fiir die Kriimmung « von ¢

(Der.)  det(c(t), ¢"(1))
I/ ()?]

1 1 0
© o ( nhif) cosh(f) )
1
cosh(t)?

K(t)

fur allet € R
2. Sel ¢,(t) == ( a/m fo cos( m %-)du ), t € [0,00), wobei a > 0 fest ist. Wegen ,(t) =
a/T fo sin(™5
a\/m C,OS< 22> mit || (t)|| = a/7, lautet das Normalenfeld n zu ¢
VT a ;

sin (%)
0 -1 cos(T2) — sin(Z2)
t) = . 2, =
0=(1 0" ) (i) ) =
Wegen c/(t) = am/nt < ) gilt dann fiir die Kriimmung «, von ¢,

(ef)  det (¢ () Z(t))

Kq(t)

fur alle t € R.
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3. ﬁbungsblatt

8. Aufgabe
—bt
) ' ‘ ) [ ae " cos(t)
Fiir feste a,b > 0 definiere ¢ : [0, co[— R?, ¢(t) := ( ae b sin(t) )

1. Zeigen Sie, dass ¢ requldr parametrisiert ist und bestimmen Sie eine Umparametri-
sierung nach Bogenlinge von c.

2. Skizzieren Sie die Spur von [c].
3. Bestimmen Sie die Lange und die Krimmung von c.

4. Man bezeichne mit O den Ursprung im R%. Zeigen Sie, dass der Winkel o zwi-
schen der Geraden (Oc(t)) und der Tangente an c¢ im Punkt c(t) konstant ist mit
| tan(a)| = 3.

Losung:

1. Die Abbildung c ist offensichtlich C*° und es gilt, fiir alle ¢ > 0,
/ 3 bt Cos(t) —ut [ — sin(t)
d(t) = —abe < sin(t) ) + ae ( cos(?)

—bsin(t) + cos(t)

~—~

insbesondere

@) = ae’bt\/(b cos(t) + sin(t))? + (bsin(t) — cos(t))?
= ae Vb2 +1.

Wegen ae /b2 + 1 # 0 fiir alle ¢ ist ¢ regulir parametrisiert.
Fiir die Bogenlinge gilt, fiir alle ¢ € [0, 0o,

br) / 1¢(s) |ds

V2 +1
_ %(1_‘6&)_

Es gilt 1([0, 00) = [0, 2] und die Umkehrabbildung ¢ = ¢~! : [0, 24—

[0, 00 ist gegeben durch ¢(t) = —¢In(1 — - \/Zgﬁ) Eine Umparametrisierung nach
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Bogenldnge von ¢ ist also gegeben durch co ¢ : [0, %2+1[—> R2, oder genauer

geschrieben

_ bt cos(— In(1 = =7=5))
cop(t) =a(l - a\/ﬁ) ' ( sin(—gln(l — fé;)) )

fir alle t € [0, “*”f“[

2. In der Ubung.

3. Die Léange von [c] ist

(Def.) o
zel ™[ s)as
0
= tlim »(t)
avb®+1
2 )
Fir die Kriitmmung von ¢ brauchen wir ¢”’: fiir alle t > 0 gilt

d'(t) = —abe™ ( :ngxf((f)); ;28 ) ae < _b;icr(l)(s?t)__(::isé% )

- , _u [ bsin(t) — cos(t)
= be() Fae ( —bcos(t) — sin(t) ) ’

so dass fiir die Krimmung x von ¢ gilt

ef.) det(c(t),c"(t))
l'(@)1I?

el GO Gy

a3 (b? + 1)2 30t

) b —bcos(t) —sin(t) bsin(t) — cos(t)
Q2o dot ( —bsin(t) + cos(t) —bcos(t) —sin(?) )

ad(b? + 1)%(3—3“

ebt

avb®+1
fir alle t > 0.

c(t) c(t)
llec@I> Il @)l

Es ist erstens, zu zeigen, dass das Skalarprodukt ( ) unabhéingig von t ist.

Nach obigen Rechnungen ergibt sich
ct) ), _ cos(t) ae~? —bcos(t) — sin(t)
G tean = (St ) e ( oimth) e )
b
VP

was wohl nicht von ¢t > 0 abhéngt. Auflerdem bekommen wir dann cos(a) = —

woraus | tan(a)| = 4 /m — 1= folgt.
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9. Aufgabe
Es seic: I — R? eine ebene nach Bogenlinge parametrisierte Kurve.

1. Firty € I mit x(ty) # 0 definiere

] — R

((1 — cos(r(to)T))n(to) + sin(/i(to)r)c'(to)).
Zeigen Sie:

a) Spurle| ist ein Kreis (der Krimmungskreis in c(to) ) mit dem Mittelpunkt m(to) =
c(to) + mn(to) und dem Radius ro = m

b) Es gilt c(ty) = ¢(0), d(to) = &(0) und " (to) = ¢’(0). Deuten Sie diese Aussagen
geometrisch.

c) Esist "(ty) = " (0) genau dann, wenn r'(ty) =0 gilt.

2. Seity € I mit k(ty) = 0. Ist die Spur von c in der Nihe von c(ty) ein Geradenseg-
ment? Begrinden.

Losung:

1. a) Esgilt, firalle T € [0, ‘K%Z;”], C(T)—(C(to)ﬁ—mn(to)) = m <—cos(/<;(t0)7')n(t0)—i—

sin(k(to)7)c’ (to)). Auf der linken Seite steht aber eine Standardparametrisie-

rung vom Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius m Das Bild von ¢ ist die

Verschiebung von diesem Kreis durch den Vektor ¢(to)+ ﬁn(to), insbesondere

es ist der Kreis mit Mittelpunkt c(¢g) + mn(to) und Radius —lfi(}fo)\'

b) Wir rechnen nach. Nach Definition von ¢ gilt ¢(0) = ¢(ty): der oben erwihnte
Kreis schneidet die Kurve im Punkt c¢(ty) (bemerke, dass er die Kurve noch

woanders schneiden kann!). Fiir alle 7 € [0, |H%t7;)‘] gilt

7 (1) = sin(k(to)T)n(to) + cos(k(te)7) (to),

insbesondere fiir 7 = 0 gilt @(0) = /(t): der oben erwihnte Kreis liegt tangen-
tial an der Kurve im Punkt c(¢y) (bemerke, dass er die Kurve noch woanders
beriihren kann!). Nach zweimaligem Ableiten kommt

() = (to) ((cos(i(to)T)n(to) — sin((to))¢ (1)),

was ¢’(0) = k(to)n(to) liefert, deren rechte Seite genau () gleicht (denn ¢
ist nach Voraussetzung nach Bogenldnge parametrisiert): der oben erwdhnte
Kreis ist tangential bis um die 2. Ordnung an der Kurve im Punkt ¢(¢y), er hat
insbesondere dieselbe Kriimmung als ¢ in diesem Punkt.
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c) Fiir alle 7 € [0, %] gilt

¢"(7) = —#(to)*  sin(s(to))n(ts) + cos((to)T)e! (1) ).

Beim Einsetzen von 7 = 0 kommt ¢”(0) = —x(to)?c(ts). Nach Ableiten der
Identitat ¢’ = kn kommt aber ¢ (ty) = k' (to)n(to) +k(to)n' (ty), was zusammen
mit der zweiten Frenet-Gleichung

C”/<t0) = Hl(to)n(to) — :‘i(to)26/(t0)

=i

liefert. Daraus folgt, dass ¢’ (ty) = ¢”(0) genau dann gilt, wenn «/(t) = 0 gilt.

2. Gilt k(tp) = 0, so kann man tiberhaupt keine Aussage iiber die Gestalt der Kurve

c um den Punkt c(ty) treffen! Betrachte z.B. ¢ : [ — R?, ¢(t) := ( f(tt) ) fiir
eine beliebige C'*° Funktion f : I — R, wobei [ ein offenes und 0 enthaltendes
Intervall ist. Dann ist ¢ regulér parametrisiert und eine kurze Rechnung liefert fiir das
J— / 1

Normalenfeld n(t) = ——— ') und fiir die Kriimmung (t) = —— &

1+£7(£)2 1 1+ (1)?)2
fiir alle ¢ € I. Nun kann x entweder gleich Null in einer Umgebung von 0 sein (ggf.
ist die Kurve lokal um ¢(0) ein Geradensegment), oder kann sein Vorzeichen in 0
wechseln, oder noch £ > 0 auf I\ {0} (bzw. k < 0 auf I\ {0}) erfiillen. Als Beispiele

konnen die Funktionen f(t) := 3 und +t* angegeben werden.

10. Aufgabe

1. Bestimmen Sie die ebenen nach Bogenlange parametrisierten Kurven verschwinden-
der Krimmung.

2. Sei k € R, k # 0, gegeben. Bestimmen Sie die ebenen nach Bogenlinge parametri-
sierten Kurven mit Krummung k.

Losung:

1. Jedes Geradensegment mit einer Parametrisierung der Form (sog. Standardparame-
trisierung) ¢,,r : [ — R% t — p+ tv (wobei I C R Intervall ist, p,v € R? mit
|v]] = 1) hat nach Vorlesung verschwindende Kriimmung. Aus dem Hauptsatz der
Theorie der ebenen Kurven folgt, dass jede nach Bogenlange parametrisierte Kurve
¢ : I — R? verschwindender Kriimmung der Form ¢(t) = Aoc,, ;(t) ist fiir eine ori-
entierungserhaltende euklidische Bewegung A von R, fiir ein Paar (p,v) € R? x R?

mit ||v|| = 1 und ein Definitionsintervall /. Da ¢ diegleiche Form hat wie ¢, , ; (denn
Aocyu1 = Cap),Bo, 1), sind alle nach Bogenlénge parametrisierten Kurven verschwin-
dender Kritmmung der Form ¢, ; fiir ein Paar (p,v) € R? x R? mit ||v| = 1 und

ein Definitionsintervall I.
2. Jeder Kreisbogen von Radius ‘—;I und mit einer Parametrisierung der Form ¢, :
cos(kt)

2 N 1

nach Vorlesung Krimmung x. Aus dem Hauptsatz der Theorie der ebenen Kurven

) (wobei I C R Intervall ist und p € R?), hat
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folgt, dass jede nach Bogenlinge parametrisierte Kurve é : I — R? mit Kriimmung
 der Form ¢(t) = Ao ¢, (t) ist fir eine orientierungserhaltende euklidische Bewe-
gung A von R?, ein p € R? und ein Definitionsintervall I. Da ¢ diegleiche Form hat
wie ¢, (denn Aoc,; = Cap),2 41 Wobei B die Drehung vom Winkel 6 um 0 ist),
sind alle nach Bogenlédnge parametrisierten Kurven mit Krimmung s der Form ¢,
fiir ein p € R? und ein Definitionsintervall I.

11. Aufgabe
Bestimmen Sie die ebenen nach Bogenlinge parametrisierten Kurven, deren Kriummung
mit der Bogenldnge iibereinstimmt. (Hinweis: 7. Aufgabe)

fot cos(“—zj)du
[ sin(%)du
ne nach Bogenlange parametrisierte Kurve. Eine kurze Rechnung liefert fiir die Kriimmung
k(t) =t fir alle t € R. Die Kurve ¢ ist also eine Losung. Sei jetzt ein Intervall I C R,
ein ty € I und eine nach Bogenldnge parametrisierte Kurve ¢ : [ — R mit k() =t — tg
fiir alle t € I, gegeben. Nach eventueller Parameterverschiebung ¢(t) = t + ¢y konnen wir
annehmen, dass tp = 0 und 0 € I. Aus dem Hauptsatz der Theorie der ebenen Kurven
folgt, dass eine orientierungserhaltende euklidische Bewegung A von R? so existiert, dass

¢ = Aoc,. Alle Losungen sind somit von dieser Form.

Lésung: Die Abbildung ¢ : R — R2, ¢(t) := ( ) ist nach der 7. Aufgabe ei-

Bemerkung: [.A. wird eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve ¢ : I — R? mit
Krimmung f € C*°(I,R) durch die folgende Formel geliefert:

0= [ (Sl Foa )

wobei ¢y € I beliebig gewahlt werden kann.
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4. ﬁbungsblatt

12. Aufgabe
Sei F: R? — R?, F(x) := B(z) +b mit B € O(2) und b € R?. Sei [c] eine ebene Kurve.
Zeigen Sie:

1. Ist [c] geschlossen bzw. einfach geschlossen, so ist [F o ¢| auch geschlossen bzw.
einfach geschlossen.

2. Falls [c] geschlossen ist gilt fiir die Umlaufzahlen nipoq = det(B) - ny.
Losung:

1. Angenommen, die Kurve [c] sei geschlossen. Nach Definition existiert es eine peri-
odische Parametrisierung ¢ von [¢]. Da aber F oc¢ dann auch periodisch und dieselbe
Periode hat wie ¢ (denn F' ist injektiv), ist auch [F oc| geschlossen. Ist [¢] einfach ge-
schlossen, so existiert es eine periodische Parametrisierung ¢ mit Periode T so, dass
Clio.r( Injektiv ist. Aus der Injektivitdt von F' folgt dann, dass (F o c)|[
somit ist auch [F o ¢] einfach geschlossen.

or( injektiv ist,

2. Seiv : R — R eine C'*° Winkelfunktion zu einer orientierten Parametrisierung nach

. v cos(v(t)) N .. , ,
Bogenlange ¢ von [c], d.h. ¢(t) = ( sin(u(t)) fir alle t € R. Wegen (Foc) = Boc
und B € O(2) ist dann auch F o ¢ nach Bogenlénge parametrisiert. Betrachte zwei
Falle:

i) Falls det(B) > 0, d.h. det(B) = 1, dann ist B eine Drehung um 0 € R? mit
Winkel 6: es existiert ein # € R s.d. die Matrix von B bzgl. der Standardbasis

( cos(f) —sin(0) ) Daraus folgt, fiir alle t € R,

2 .
von R* gegeben ist durch sin(6) cos(6)

(Foc)(t) = B((1)

( cos(v(t) +0) ) |

Somit ist (t) := v(t) + 0 eine C*° Winkelfunktion fiir F' o c¢. Fiir die Umlauf-
zahlen gilt dann

27N [Foc] =)L) - (0)
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= v(L)=v0)
(D;f') 27TTL[C],

was die Behauptung in diesem Fall beweist. Bemerke, dass dies insbesondere fiir
den Fall gilt, wenn B = Id (die Transformation F' ist dann eine Verschiebung).

i1) Falls det(B) < 0, d.h. det(B) = —1, so definiere die neue Transformation
B’ := S - B, wobei S in der kanonischen Basis von R? gegeben ist durch
S = (1) (11 . Mit anderen Worten, B’ die Nacheinanderausfithrung von B

und der orthogonalen Spiegelung an der e;-Achse. Wegen
det(B') = det(S) det(B) =1

ist B’ eine Drehung wie im Fall 7). Aus dem Fall i) folgt dann, dass fir die
Transformation F'(z) := B'(z) (fur alle € R?) gilt nypog = ny. Es bleibt
nur, zu zeigen, dass njgoq = —njq, denn wie schon im Fall ) bewiesen éndert
sich die Umlaufzahl unter Verschiebungen nicht.

Es gilt aber

soe =sewy = D).

so dass ©(t) := —v(t) eine C*° Winkelfunktion zu S o ¢ definiert. Daraus folgt
unmittelbar fir die Umlaufzahl njs.q = —ny,), was die Behauptung in diesem
Fall beweist.

13. Aufgabe
Sei F: R? — R?, F(z) := B(x) +b mit B € GL(R?) und b € R2. Sei [c] eine ebene
Kurve. Zeigen Sie:

1. Ist [c] einfach geschlossen, so gilt fir das von [c] umschlossene Gebiet €
A[F(9)) = | det(B)] - A[9),

(Man akzeptiere ohne Beweis, dass [F' o ] einfach geschlossen ist mit npoq =
sgn(det(B)) - njy, wobei sgn(det(B)) € {—1,1} das Vorzeichen von det(5) bezeich-
net)

2. Ist [c] ein Kreis, so gilt L[F oc] > /| det(B)| - Lc].
Losung:

1. Sei ¢ eine periodische regulire Parametrisierung von [¢] mit Periode T. Da wir keine
Orientierung an [c| festgesetzt haben, kénnen wir annehmen, dass njq = 1. Dann
umschlieft F' o ¢ das Gebiet F'(2) im positiven Umlaufsinn falls det(B) > 0 und im
negativen falls det(B) < 0. Im Fall det(B) > 0 gilt nach der Vorlesung

A[F(Q)] = %A det((F o ¢)(t), (F o c)(¢))dt

_ %/0 det(B(c(t)) + b, B(c(t)))dt



1.3. RAUMKURVEN 71

%/0 det(B(c(t)),B(c’(t)))dt+%/0 det(b, B(c'(t)))dt
%/0 det(B)-det(c(t),c'(t))dt+%/0 (det(b, B o)) (t)dt
= det(B)%/O det(c(t),c'(t))dt+%[det(b,Boc))(t)]OT

= det(B)A[Q)],

da die Abbildung R — R, ¢t —— det(b, Boc))(t) die Bedingung det(b, Boc))(t+T) =
det(b, B o ¢))(t) fiir alle ¢t € R erfiillt. Dies zeigt die Behauptung fiir det(B) > 0.
Im Fall det(B) < 0 muss einfach ein Vorzeichen an der rechten Seite angebracht
werden; die gleichen Rechnungen zeigen dann, dass A[F(Q2)] = — det(B)A[Q)], was
die Behauptung im Fall det(B) < 0 beweist.

2. Nach der isoperimetrischen Ungleichung gilt
L[F o c]* > 4T A[F(Q)],

und nach 1. gilt A[F(Q)] = |det(B)|- A[Q2]. Da aber [c] ein Kreis ist, gilt die Gleich-
heit L[c]> = 47 A[Q)], somit bekommen wir

L[F o c]* > | det(B)|4n A[Q] = | det(B)|L[c)?,

was zu beweisen war.

14. Aufgabe

Sei ¢ eine ebene nach Bogenlange parametrisierte periodische Kurve der Lange L. Es gebe
ein R > 0 so dass fir die Krimmung k der Kurve 0 < k < }—1% gilt. Die Umlaufzahl von c
set mit n. bezeichnet.

1. Zeigen Sie L > 2w Rn. und interpretieren Sie diese Ungleichung geometrisch.
2. Fir jedes r €0, R| definieren wir
b, : R — R? b.(t) == c(t) + rn(t),

wobei n das Normalenfeld zu c ist. Zeigen Sie, dass b, eine geschlossene regular
parametrisierte Kurve definiert mit Lange L[b,] = L — 2mrn,.

Losung:

1. Nach einem Satz aus der Vorlesung und wegen der Voraussetzung an x gilt

2mn, =

woraus L > 2w Rn, folgt.
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Die Abbildung b, ist offenbar C'*° und es gilt nach den Frenet-Gleichungen

b, = Jd+rn
=  —rrd

= (1-rr)d,

mit 1—rx > 1—4 > 0. Daraus folgt ||0|| = 1 —7x > 0, insbesondere muss b, regular
parametrisiert sein. Da ferner ¢ periodisch mit Periode L ist, erfiillt n die Gleichung
n(t + L) = n(t) fir alle ¢, somit erfiillt auch b, die Gleichung b,(t + L) = b,(t) fiir
alle t. Dies zeigt, dass [b,] geschlossen ist. Es bleibt noch, zu zeigen, dass die Periode
von b, genau L gleicht. Dies beruht auf folgende Behauptung:

Behauptung: ist ¢ : R — R" periodische requldar parametrisierte Kurve mit Periode
T >0, so ist ¢ : R — R™ periodisch mit Periode T.

Beweis der Behauptung: Die Abbildung ¢ erfiillt offenbar ¢(t + T) = (t) fir
alle t € R, was zeigt, dass ¢ periodisch ist mit Periode 7" = % flir eine positive
natiirliche Zahl k. Wir zeigen jetzt k& = 1. Die Gleichung ¢/(t + T") = ¢(t) fir
alle t € R impliziert nach Integration die Existenz einer Konstante d € R" mit
c(t+T") —c(t) = d fiir alle t € R. Daraus folgt c(t + kT") — ¢(t) = kd fiir alle t € R;
da aber ¢ nach Voraussetzung T-periodisch ist, gilt kd = 0, also d = 0. Dieselbe
Voraussetzung liefert dann 7" = T. ([l
Nun wenden wir die Behauptung auf b, an. Es gilt b.(t) = (1 — rx(t))d(t). Gilt
aber (1 —ri(t+ L") (t+ L") = (1 —rk(t))d(t) fir ein L' < L und alle t € R, so
gilt fiir die Normen 1 — rx(t + L') = 1 — rk(t), was nach Voraussetzung nirgends
verschwindet. Daraus folgt ¢/(t+ L) = ¢/(t) fir alle t € R, was nach der Behauptung
L' = L impliziert. Daraus folgt, dass b, Periode L hat.

Fiir die Lange von [b,] bekommen wir

) = / 1.(8)lldt

_ /0 L (bt

L

= L—'r/ k(t)dt
0

= L —27nrn,,

was zu beweisen war.

15. Aufgabe
Sei ¢ gegeben durch c(t) = ( cos(1)? ) firteR.

1.

sin(t) cos(t)
Zeigen Sie, dass ¢ eine einfach geschlossene reqular parametrisierte ebene Kurve ist
und ermitteln Sie deren Periode.

Bestimmen Sie die Lange L von [c] sowie den Fldcheninhalt A des von [c] umschlos-
senen Gebiets.

Vergleichen Sie L? mit 4w A und kommentieren Sie das Ergebnis.
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Losung:

1. Die Abbildung ¢ kann wie folgt umgeschrieben werden:

sin(24) 0 1 [ sin(2t)
c(t) = COQS = + 3 < ) )
(t) ( (1+ 2(215)) ) ( : ) 2 \ cos(2t)
insbesondere c ist regular parametrisiert, periodisch mit Periode 7, und injektiv auf
[0, [ (siehe Standardparametrisierung des Kreises).

2. Die Spur von [c] ist der Kreis mit Mittelpunkt ( ) und Radius 2

5, somit gelten

W= O

s

Llc] = 7w sowie A =

~

3. BEs gilt L? = n* = 47 - & = 41 A, was dem Gleichheitsfall in der isoperimetrischen

Ungleichung entspricht. Es ist allerdings keine Uberraschung denn [c] ist bereits ein
Kreis!
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5. ﬁbungsblatt

16. Aufgabe
Zeigen Sie, dass es eine eindeutige nach Bogenlinge parametrisierte Kurve ¢ : R — R?

1
gibt mit c(—1) = ( L ), d(-1) = ( V2 ) und K(t) = —t — 1 fir allet € R und

V2
bestimmen Sie sie.

Losung: Die Eindeutigkeit folgt aus dem Hauptsatz der Theorie der ebenen Kurven und
der Tatsache, dass eine orientierungserhaltende euklidische Bewegung in R? der Form
F(z) = B(z) +b (mit B € SO(2) und b € R?) eindeutig festgelegt ist durch B(e;)
und F'(0). Zur Existenz Wir haben schon in der 11. Aufgabe gesehen, dass d : R — R?,

d(t) == ( f 0, cos( % )du ) eine nach Bogenlange parametrisierte Kurve ist mit Kriitmmung

fO sm

k(t) =t fir alle t E ]R Eine orientierungserhaltende Parametertransformation der Form
p(t) ==t+1, ¢ : R — R, liefert eine neue nach Bogenldnge parametrisierte Kurve
d=doyp:R — R? mit Kriimmung #(t) = ko ¢(t) = t + 1 fiir alle t € R. Nach
Anwendung einer orthogonalen Spiegelung, z.B. der orthogonalen Spiegelung an der ;-
Achse, bekommen wir eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve d : R — R? mit
Kriimmung %(t) = —t — 1 fur alle ¢ € R (sieche Bemerkung in der Vorlesung). Explizit

P cos( 2)alu

wird d gegeben durch d(t) = 0 i1
— [, sin(% *)du

zu bestimmen, dass ¢ := b+ Bo d die verlangten “Anfangsbedingungen” in ¢ = —1 erfiillt
(denn ¢ hat bereits dieselbe Kriimmung wie d): wegen d(—1) = d(0) = 0 soll ¢(—1) = b

). Es bleibt nun B € SO, und b € R? so

_ 1
gelten, d.h. b = < (1] ); wegen c/l\’(—l) = ( (1) ) soll B(ey) = ( V2 ) gelten, d.h. die B

V2
ist die Drehung um 0 € R? mit dem Winkel ‘%’T, deren Matrix in der kanonischen Basis
von R? gegeben ist durch

1 -1 -1
Mat{eheQ}(B) = ﬁ ( 1 1 ) .

Insgesamt bekommen wir fiir ¢ folgende Abbildung: fiir alle ¢t € R,

0 = g5 2) (i )+

_ ( 1+%(— JH COS(u2 du+f0t

)

1

0

1 t+1 t+1 u_( ) ) .
(fy cos(% du—i—f sin (%) du)
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Durch die Substitution s := v — 1 und nach Anwendung elementarer trigonometrischer
Formeln kann ¢ wie folgt umgeschrieben werden:

ftl

%( cos( 8+1) ds+f 181n((8+1)2)als)

2
1 —f 1cos((‘s’;1 + T)ds
I L sin( SH) + 3)ds

c(t) =

fur alle t € R.

17. Aufgabe
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind und begriinden Sie es
kurz:

1. Es existiert eine regulir parametrisierte Kurve c : [0, 2r] — R?, deren Kriimmung
Klon =0 und k), =1 erfullt.

2. Ist ¢ eine regulare periodisch parametrisierte ebene Kurve mit Periode T' > 0, so ist
thre Krimmung auch periodisch mit Periode héchstens T

3. Ist [c] eine orientierte geschlossene ebene Kurve mit |nyg| = 1, so ist [c] einfach
geschlossen.

4. Ist [c] eine orientierte einfach geschlossene ebene Kurve, so gilt |nyg| < 1.

5. Ist [c] eine orientierte geschlossene aber nicht einfach geschlossene ebene Kurve, so
qgilt \n[c]\ > 2.

6. Ist c : R — R? eine requlire periodisch parametrisierte ebene Kurve mit ny > 0,
so gilt k > 0 auf R.

7. Ist ¢ : R — R? eine reguldre periodisch parametrisierte ebene Kurve mit nyy > 0,
so gibt es ein t € R mit k(t) > 0.

8. Zu jedem m € Z existiert eine orientierte geschlossene ebene Kurve [c] mit njg = m.

9. Es existiert ein 700m?-grofes flaches Feld, das mit einem 100m-langen Drahtseil
umzaunt werden kann.

10. Zu jedem € > 0 existiert es eine einfach geschlossene Kurve [c] mit A[Q)] < & und
Lic] > 1, wobei Q das von [c] umschlossene Gebiet bezeichnet.

Losung:

1. FALSCH: die Kriimmung einer regular parametrisierten Kurve ist immer C'*°, ins-
besondere stetig.

2. WAHR: die Kriimmung « einer reguldren periodisch parametrisierten ebenen Kurve
mit Periode 7" > 0 erfillt (¢t + 7)) = k(t) fir alle t € R, somit ist x periodisch
mit Periode kleiner gleich T'. Beachte aber, dass diese Periode strikt kleiner als
T sein kann. Betrachte z.B. eine Standardparametrisierung von einem Kreis (die
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Kriimmung ist dann konstant) oder einen “m-mal-gebeulten-Kreis” ( wobei m > 1),
der invariant ist unter der Drehung um den Mittelpunkt mit dem Winkel %’T: die
Kriimmung davon ist dann —-perlodlsch

3. FALSCH: deformiere z.B. einen Kreis so, dass eine Halfte die andere in zwei Punkten
schneidet.

4. WAHR: der Umlaufsatz impliziert bereits, dass |nq| = 1 gilt.

5. FALSCH: siche 3. Frage. Alternativ wahle eine ebene Kurve mit verschwindender
Umlaufzahl (z.B. eine sogenannte Lemniskate).

6. FALSCH: deformiere z.B. einen positiv orientierten Kreis “nach Innen” in der Néhe
eines Punktes.

7. WAHR: sonst wiirde x < 0 auf einer Periode gelten, woraus 27ny = fOT K(t)dt <0
folgern wiirde, im Widerspruch zu njg > 0.

8. WAHR: skizzieren!

9. WAHR: es gilt 47 - 700 = 28007 < 2800 x I = 9800 < 10000 = (100)?, somit ist die
isoperimetrische Ungleichung erfiillt.

10. WAHR: skizzieren!

Bemerkung: Unter welchen Voraussetzungen an ihrer Kriimmung ist eine nach Bo-
genldnge parametrisierte Kurve ¢ : R — R? periodisch mit Periode 7" > 0? Notwen-
dig sind dafiir die Identitét x(t + 1) = x(t) fir alle t € R sowie die Ganzzahligkeit von

fo t)dt. Diese beiden Bedingungen sind aber nicht hinreichend. Wéhle z.B. fiir ein ge-
gebenes m € Z die Funktion f : R — R, f(t) := m+-cos(t). Dann ist f 27- per10d1sch mit

027T f(t)dt = 2rm € 2nZ; die Abbildung ¢ : R — R?, ¢(¢) := ( fo cos( fo f(u)du)ds )
fo sin fo u)du)ds
ist dann eine nach Bogenlange parametrisierte ebene Kurve mit Kriimmung f Es stellt

sich aber heraus, dass [¢] nicht geschlossen ist!

18. Aufgabe
:“62 Ki H2 .
Seien kg > 0, B> 0 fest, und o durch o := Kooy Ko VZOHﬁQ gegeben. Man definiere
Crop: R — R
1 cos(at)
t sin(at)

Var+ 32 Bt

1. Zeigen Ste, dass c., 3 eine nach Bogenlinge parametrisierte Raumkurve ist.

2. Berechnen Sie das Normalenfeld zu c,, 3 und zeigen Sie, dass die Krimmung von
Cro,3 konstant gleich kg ist.

3. Berechnen Sie das Binormalenfeld zu c., 3 und zeigen Sie, dass die Windung von
Cro,3 konstant gleich %0 i5t.
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4. Leiten Sie daraus her, dass es fir gegebene 1, B2 > 0 mit By # (o keine euklidische
Bewegung A von R3 so existiert, dass Ao Cuy 5, = Crg -
Losung:
1. Die Abbildung c,, g ist offenbar C*° und es gilt, fiir alle ¢t € R,

1 —asin(at)
acos(at) |,

)= T M

. . 1 o
insbesondere ||c), 5(t)|| = T /a2 + %2 = 1. Daraus folgt, dass ¢, g nach Bo-
genlange parametrisiert ist.

2. Es gilt, fiir alle t € R,
9 — cos(at)

—sin(at) |,

Oy =
=TT | T

insbesondere |[|c;, 5(t)[| = \/2—62 Das Normalenfeld zu ¢ wird somit durch

i chst) [ el
S MO W

beschrieben. Die Kriimmung von c,, 3 an der Stelle ¢ ist gegeben durch \/aszﬁ?

(insbesondere ist konstant), was zusammen mit der Definition von « die Identitét
o? K3 + Ko/ ke + 452
VAETE [
ro(ro + /r3 + 452
V263 4 210 /RE + 457 + 4
ko(Ko + \/K§ + 43?)
V ko + /RET A5

—= /{0

und das Ergebnis liefert.

3. Das Binormalenfeld zu c,, 3 an der Stelle ¢ ist nach der Vorlesung gegeben durch

bro.8(t) = Chg () X Ty 5(1)

1 —asin(at) — cos(at)
= \/ﬁ a co;(at) x [ - sn(;(ozt)
] [ sin(at)
= ——— | —Bcos(at)

VR
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Andererseits gilt, fiir alle t € R,
sin(at)
Ny, 5(t) = | —cos(at) |,

woraus fiir die Windung

<n;0,ﬁ<t)7blioﬁ<t)> = \/ﬁ

folgt, was zu beweisen war.

4. Sind (i, (2 > 0 mit 1 # s, so gilt auch (% #+ % (nachrechnen). Gébe es eine
euklidische Bewegung A von R? mit A o ¢, 5, = Cyy.8,, S0 hiitten die Windung von
Cro,p Und von ¢y, g, denselben Betrag, Widerspruch.

Bemerkung: Somit bekommen wir eine unendliche Familie von nach Bogenlange para-
metrisierten Raumkurven, die alle dieselbe und konstante Kriimmung haben, die aber
nicht ineinander durch Nacheinanderausfithrung einer euklidischen Bewegung tiberfiihrt
werden konnen. Dies zeigt einen deutlichen Unterschied mit ebenen Kurven, die allein
durch ihre Kriimmung und bis auf Nacheinanderausfithrung einer orientierungserhalten-
den euklidischen Bewegung festgelegt sind.

19. Aufgabe
Beweisen Sie die folgenden Formeln fiir die Berechnung der Windung T einer nach Bo-
genlinge parametrisierten Kurve ¢ : I — R3 mit Kriimmung k > 0:

(d x ", c®)

det(c/, ", )

T = —||c’><c”||2 . (1.9)

Losung:
Zu (1): Das Ableiten der Identitit ¢’ = wn liefert ¢® = x'n + xkn/, was zusammen mit
den Frenet-Gleichungen

3)

c® = k'n — kK2 + kT

liefert. Da ¢ x ¢ = k¢ x n = kb (siehe Vorlesung) gilt dann
(d x ey  (kb,r'n — K2 + KTb)

K2 K2
g T’

was zu beweisen war.
Zu (2): Nach obiger Rechnung ergibt sich einerseits ||¢’ X ¢
rerseits

"|I*> = ||kb]]? = K%, und ande-

det(c, ", c¢®) = det(c, kn, k'n — K2¢ + KTb)
= k*rdet(c,n,b)

= KT,
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was unmittelbar zum Ergebnis fiihrt.

79
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6. I"Jbungsblatt

20. Aufgabe
Bestimmen Sie die Kriimmung und die Windung der Raumkurve ¢ : R — R3 fiir:
a cosh(t)
1. ¢(t) :== | asinh(t) | (a>0).
at
e’ cos(t)
2. c(t) ;== | e'sin(t)
t

Losung:
1. Die Abbildung c ist offenbar C'*° und es gilt, fur alle ¢t € R,

sinh(t)
dt)=a cosil(t) ,

insbesondere c ist regular parametrisiert. Ferner gilt

cosh(t)
d(t)=a | sinh(t) |,
0

so dass die Kriimmung von ¢ gegeben ist durch

P O]

I @1
1 — sinh(t)
= 1 e coshy |
2243 cosh(t)3 1
1
~ 2acosh(t)?
fiir alle ¢ € R. Wegen
sinh(t)

() =a| cosh(t)
0
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gilt fiir die Windung von ¢

ety det(c/(t), (1), (1))

A IO PO E

a3

1

fur alle t € R.

2a* cosh(t

2a cosh(t)

sinh(t) cosh(t) sinh(t)
5 det | cosh(t) sinh(t) cosh(t)
) 1 0 0

2

2. Die Abbildung c ist offenbar C'*° und es gilt, fiir alle ¢ € R,

dt) =

e'(cos(t) — sin(t))
et(sin(t);r cos(t)) |,

insbesondere c¢ ist regular parametrisiert. Ferner gilt

C/I (t)

so dass die Kriimmung von ¢ gege

(Def.)

K(t)

fiir alle t € R. Wegen

— sin(t)
= 2¢ cos(t) :
0

ben ist durch

I<'(2) < ()]

I @1

9¢t — cos(t)
—— ozl | —sin@®) ||
(14 2e2t)2 ot

2et (1 + ez

(1+2e%)2

—sin(t) — cos(t)

() =2¢e' | cos(t) —sin(t)

gilt fiir die Windung von ¢

0

ety det(c(t), <" (t), (1))

) [20) < O
4€2t €
= —det e
4e?t(1 + e2t) 1
B 1
o 14e

fur alle t € R.

!(cos(t) —sin(t)) —sin(t) —sin(t) — cos(t)
t(sin(t) + cos(t)) SOS(t) SOS(t) — sin(t)

81
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21. Aufgabe
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind und begrinden Sie es
kurz:

1. Die Krimmung einer periodischen reqular parametrisierten ebenen Kurve mit ver-
schwindender Umlaufzahl nimmt sowohl positive wie negative Werte an.

2. Eine regular parametrisierte Raumkurve hat genau dann verschwindende Krimmung,
wenn thre Spur in einer Geraden enthalten ist.

3. Eine regular parametrisierte Raumkurve mit positiver Krimmung hat genau dann
verschwindende Windung, wenn thre Spur in einem Kreis enthalten ist.

4. Haben zwei regqular parametrisierte Raumkurven mit positiver Krimmung dieselbe
Windung, so haben sie auch dieselbe Krimmung.

5. Fir gegebene unendlich oft differenzierbare Abbildungen f,g : R — R mit f >
0 existiert eine nach Bogenlange parametrisierte Raumkurve ¢ mit Krimmung f,
Windung g und ¢(0) = 0.

Losung:

1. WAHR: Wegen der Gleichung 27n,. = fOT K(t)dt muss fOT k(t)dt verschwinden. Da die
Krimmung aber eine stetige Funktion ist, muss sie entweder identisch verschwinden
(dann muss Spur([c]) in einer Geraden enthalten sein, ggf. ist [c] nicht geschlossen,
Widerspruch) oder nicht konstant sein, ggf. kann weder £ > 0 noch £ < 0 gelten, es
sei denn fOT k(t)dt > 0 bzw. < 0. Daraus folgt, dass x sowohl positive wie negative
Werte annimmt.

2. WAHR: Eine Richtung wurde schon in der Vorlesung bewiesen. Angenommen, ¢ ha-
be verschwindende Kriimmung. Ist ¢ nach Bogenldnge parametrisiert, so gilt nach
Definition xk = ||”||, so dass ¢ = 0. Die Gleichung ¢’ = 0 ist aber dazu dquivalent,
dass c(t) = p + tv fiir ein p € R3 und ein v € R3 mit ||v]| = 1. Ist ¢ nicht nach Bo-
genlédnge parametrisiert, so parametrisiere es nach Bogenldnge um; die Spur éndert
sich unter Umparametrisierung nicht.

3. FALSCH: Jede als Raumkurve aufgefasste ebene Kurve mit positiver Kriitmmung
hat verschwindende Windung. Wahle z.B. die Kettenlinie!

4. FALSCH: Alle regular parametrisierten ebenen Kurven mit positiver Kriimmung
haben, als Raumkurven aufgefasst, verschwindende Windung.

5. WAHR: Ist eine nach Bogenlénge parametrisierte Raumkurve ¢ mit Krimmung
f und Windung ¢ (deren Existenz vom Hauptsatz der Theorie der Raumkurven
gewdhrleistet ist) gegeben, so ist ¢ := —¢(0) + ¢ nach Bogenldnge parametrisiert mit
Kriimmung f, Windung g und ¢(0) = 0.

22. Aufgabe
Fiir eine unendlich oft differenzierbare Abbildung h : R? — R sei f die durch f(z1,x9) :=
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x
X9 definierte Abbildung, f : R? — R3. Sei eine requldir parametrisierte ebene
h(ZL‘l, l‘g)
Kurve v : I — R? gegeben.

1. Zeigen Sie, dass die Abbildung c := f o~ eine requldr parametrisierte Raumkurve
definiert.

2. Zeigen Sie, dass fir die Lingen die Ungleichung Lley, |1 > Lly, ] gilt fir alle
ty < t1.

3. Geben Sie ein Beispiel von v und h an, fur die die Gleichheit in dieser Ungleichung
erfullt ist.

Losung:

1. Nach Definition ist f unendlich oft differenzierbar, insbesondere ¢ = f oy ist C'*°.
Ferner impliziert die Kettenregel folgende Identitaten fiir alle t € R:

d(t) = dypyf(Y (1)

= 06w + b EL6w)
1 1
— () 0 +75(t) 0
Dy (1)) 7 (1(1))
71(t)
_ Va(t)

M) g (1) + () 55 (1 (1)

Fir die Norm von ¢ gilt dann

O = \PHO? 402 + GO (1) + 40 (1)

= O+ O ) A G (L)

Wegen +/(t) # 0 fiir alle t € R gilt dann auch [|¢(¢)|] > 0, somit ist ¢ regulér
parametrisierte Raumkurve.

2. Aus ([CI0) folgt fiir die Langen zwischen ¢, und ¢,

t1
(Def.)
L[q[toﬂfl]] = / ||C,($) ||d3

= [ IO+ G 006 + 4 g () s
> [ el
- L[’Yl[t07tl]]’

was zu beweisen war.
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3. Ist 7 beliebig und h konstant (z.B. y(t) = ( é ) und h = 1), so ist die Gleichheit

in der Ungleichung erfiillt, denn das Differential von h verschwindet. Ein nichttri-
viales” Beispiel wére, fiir dasselbe «, die Funktion h(z,x3) 1= 5.

Bemerkung: Tatsichlich gilt die Gleichheit genau dann, wenn Spur([y]) in einer soge-
nannten Niveaulinie der Funktion h enthalten ist (d.h., h o~y ist konstant).

23. Aufgabe

Sei c: I — R3 eine nach Bogenlinge parametrisierte Raumkurve, deren Spur in S? :=
{(z1, 29, 23) € R®| 2} + 23 + 23 = 1} liegt. Zeigen Sie, dass fir die Krimmung k von c
die Ungleichung k > 1 gilt.

Losung: Da ¢ nach Bogenlénge parametrisiert ist, gilt nach Definition x = ||¢”|| auf I. Da
aber ¢ auf der Sphire S? verlauft, gilt ||c(t)||?> = 1 fiir alle ¢t € I, was nach Ableiten die

Gleichung
(c(t),d(t)) =0
fiir alle ¢ € I liefert. Durch wiederholtes Ableiten bekommen wir
I/ (&)1 + {e(t), " (t)) = 0
fir alle t € I. Es gilt ||| = 1 (Parametrisierung nach Bogenlénge), somit
(e(t), (1)) = -1 (1.11)

fir alle t € I. Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt dann

{c(t), " ()|
@I - l<" (D1l

und wegen |[c(t)|| =1 gilt dann 1 < ||¢"(¢)]] fir alle ¢t € I, was die Ungleichung beweist.

1 =

IN

Bemerkung: Die Gleichheit in dieser Ungleichung gilt genau dann, wenn
Spur([c]) € S*NE

fiir eine lineare Ebene £ C R?® (d.h. g.d.w. Spur([c]) ein sogenannter Grofkreis in S*
ist). Denn die Gleichheit ist genau dann erfiillt, wenn die Gleichheit in der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung erfiillt ist, d.h. wenn fiir jedes ¢ € I ein A(t) € R so existiert,
dass ’(t) = A(t)c(t). Aus (L) und ||c||* = 1 folgt dann \(t) = —1 fiir alle t € I, was zu
c(t) = cos(t)u + sin(t)v fir alle t € I dquivalent ist, wobei {u, v} ein Orthonormalsystem
in R? ist (NR: integriere die Differentialgleichung ¢’ = —c¢ mit den Anfangsbedingungen
c(0) =u € S? und ¢(0) = v mit v L u und ||v|| = 1). Dies ist aber genau eine Standard-
parametrisierung eines ebenen Kreises mit Mittelpunkt 0 in R3.



Kapitel 2

Auflere Geometrie von Flichen im R’

2.1 Definition einer regularen Flache

Wir werden etliche aquivalente Definitionen von reguliren Flichen geben (siehe Definition
1, Proposition ZT1] und Proposition ZZT9). Im Mittelpunkt der Beweise der Aquivalenz
der verschiedenen Definitionen liegt der folgende Satz aus der Differentialrechnung (siehe
z.B. [2]):

Satz (Umkehrsatz): Sein € N, n > 1, Q C R"™ nichtleere offene Teilmenge und
v Q — R" eine C®-Abbildung (d.h., die partielle Ableitung U enistiert und

8@‘(;1...890%”
ist stetig auf Q, fir alle aq, ..., 0o, € N). Sei x € Q.
Angenommen, das Differential von ¢ in x

dyp: R" — R"

sei bijektiv. Dann existiert eine offene Umgebung U von x in Q s.d. p(U) offen ist und
@, 1 U — 9(U) ein C*-Diffeomorphismus ist (d.h., @), : U — (U) ist C*, bijektiv,
und (¢,) 7" @(U) — U ist auch C*).

Dem Differential von ¢ in = kann seine Matrix in der kanonischen Basis von R" zuge-
ordnet werden, die die Jacobimatriz von ¢ in x heifit. Sie ist die n x n reelle Matrix

dp;
(8”51 <x>)1§i,j§n.

Wir erinnern auch an den zum Umkehrsatz aquivalenten
Satz iiber implizite Funktionen: Sei U C R™ x R" nichtleere offene Teilmenge, f :
U — R™ O Abbildung und (zo,y0) € U gegeben. Angenommen, die lineare Abbildung

0
a—‘g(xo,yo) R — R"

sei bijektiv. Dann existieren eine offene Umgebung der Form V- x W won (xg,3o) in U
und eine C* Abbildung ¢ :' V — W so, dass gilt:

(x,y) €V xW s |7 eV
f(x,y) = f(xo,y0) y =)

85
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Hiermit bezeichnet 3—5@07 yo) das Differential im Punkt yy der in einer Umgebung von yq
definierten Abbildung y — f(xg,y).

2.1.1 Durch Parametrisierungen

Definition 2.1 FEine nichtleere Teilmenge S C R? heifit regulire Fliache falls fiir jedes
resS

e cine offene Umgebung V von z im R3,
e cine offene Teilmenge U C R?,
e cine C°-Abbildung F : U — R3
so existieren, dass
i) fir alle y € U, die Abbildung d,F : R* — R injektiv ist,
i) F(U)=5SNV,

iii) F: U — SNV Hom6omorphismus ist (d.h., F': U — SNV ist stetig, bijektiv,
und F~1: SNV — U ist auch stetig).

O

RQ

Bemerkung 2.2 Die Bedingung “d,F : R? — R® ist injektiv fir alle y € U” stellt
sicher, dass die zwei Veranderlichen, die S lokal beschreiben, unabhangig voneinander
sind. Wenn man lediglich “d, [’ # 0 fiir alle y € U” voraussezten wirde, konnte auch z.B.
eine Gerade - als Bild von F(zy,7s) := p+ z1v (mit p,v € R3, v # 0) - auch Fliche sein!
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Definition 2.3 Das Tripel (U, F, V) aus Definition 2] heifst lokale Parametrisierung von
S um x.

Beispiele 2.4

1. Betrachte eine affine Ebene S := p+ FEy (wobei p € R3 und Ey C R3 2-dimensionaler
Untervektorraum ist). Sei {u,v} eine Basis von Ey. Setze U := R? V := R3 und

F:U — V
y:(yl) — D+ y1u + You.
Y2

Dann ist S regulire Flache und (R?, F', R?) ist eine Parametrisierung von S um jeden
ihrer Punkte, d.h., (R?, F,R3) ist eine sogenannte globale Parametrisierung von S.
Begriindung: R? ist natiirlich offen im R? (bzw. R? ist offen in sich); die Abbildung
F ist C* (weil F affin-linear ist), es gelten d,F'(X) = Xju+ Xyv fiir alle y € U und
X = ( §1 ) € R?, insbesondere d,F(X) =0 <= X =0, d.h., d,F ist injektiv;
2

die Abbildung F' : U — S = SNV ist bijektiv (klar), stetig (da C*°), und ihre
Umkehrabbildung ist gegeben durch

P+ 71U+ T90 — ( o ) cU,
o)
was offenbar eine stetige Abbildung S — U ist. Daraus folgt, dass S eine regulare

Flache ist.

2. Betrachte einen Funktionsgraphen

S := Graph(h)

X

— { s | ER3|<2)€U},

h(l‘l,ZL'Q
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wobei h : U — R eine feste C'*°-Funktion auf einer (nichtleeren) offenen Teilmenge
U C R? ist. Setze

F:U — V:=R?
n
h(ylanZ)

Dann ist S reguldre Flache und (U, F,R?) ist eine globale Parametrisierung von S.
Begriindung: U ist offen im R?; die Abbildung F ist C* (alle Komponentenfunktio-

nen < zl ) -y, < Y1 ) — 15 und < il ) — h(y1,y2) von F sind ndmlich C>),
) 2

Y2
es gilt
8F oF
d,F(X) = + X
yF(X) 8 1< y) 200, 2< v)
oh Oh
= Xi(1,0, 8:701( ))+X2(0,1,a—2( y))

fir alle y € U und X € R?, insbesondere d,F'(X) =0 < X =0, d.h., d,F ist
injektiv; die Abbildung F': U — S = SNV ist stetig (sie ist bereits C*°), bijektiv
da sie eine Umkehrabbildung besitzt, namlich

<7TR2>|F(U):F(U) — U

T
T
x2 — )
h(ﬂfl,.ﬁlfg)
I T
und 72 @ R3 — R2?, To — ( ! ) ist stetig, also F' : U — S ist ein

T2
L3
Homoomorphismus. Daraus folgt, dass S eine regulare Flache ist.

. Betrachte “die Sphdre”

S:=85%={r eR? 2+ a5+ =1}

Die Menge S ist die euklidische Sphire vom Radius 1 um den Ursprung 0 € R3
L1

(beachte, dass x? + x5 + 23 = (z,z) = ||z||? fur alle x = [ z2 | € R? gilt). Diese
T3

Benennung kann man ein bisschen komisch finden, da es nicht nur eine Sphére in R3

gibt, sondern unendlich viele! Man konnte ja jede Sphére - mit beliebigem positivem

Radius und beliebigem Zentrum - betrachten; die Beschreibung ware aber analog,

deswegen schrinkt man sich auf diesen Fall ein und nennt S? “die” Sphare.

Im Unterschied zu einer affinen Ebene oder einem Funktionsgraphen gibt es hier

keine globale Parametrisierung von S. Der Grund dafiir ist rein topologisch: nach

dem Satz von Heine-Borel (siehe z.B. []) ist die Sphére kompakt, was keine nicht-

leere offene Teilmenge des R? ist; es kann deswegen kein Homdomorphismus von

U C R? auf S existieren. Somit miissen wir auf jeden Fall mit mehreren (lokalen)
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Parametrisierungen auskommen.
Die einfachste Beschreibung geht wie folgt. Setze, fir i € {1,2,3},

Vti={reR? z; >0} bzw. V; := {z € R? z; < 0}

und U; .= U := {y € R?, y? + y2 < 1}. Die V* sind offene Halbriume in R* und U
ist die offene euklidische Scheibe von Radius 1 um 0 € R2.

Definiere folgende Abbildungen:
Fr:U;, — R3

11—y —v3

y [ yl
Y2
bzw.
Ff:U, — R3
n
y — | £/1—y? -3
Y2
und
F?)i:Ug — R3
Y1

11—y —v3

V;_HSQ

— Uy

Vi nS?

Bemerke zuerst, dass die Vii’s die Sphéare wohl iiberdecken, d.h., jedes x € S ist
in einem V;* enthalten (denn ||z|| = 1 liefert = # 0 und daher entweder z; # 0

oder x5 # 0 oder a3 # 0). Die F/*’s sind nach Definition C'*°-Abbildungen. In
Matrixdarstellung bzgl. der kanonischen Basis {e1, eo} von R? gilt, fiir alle y € U,

oF oF
Mat{ehez} (dyF1i> = (8—901 (y) 8—1‘2 (y))
Y1 Y2
:F\/lfy?*yi :F\/lfy?*yg
1 0

0 1
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Diese Matrix hat Rang 2 (die Spalten sind linear unabhéngig), somit ist dyFli :
R? — R3 injektiv. Analog gilt es fiir " und Fj". Es ist nicht schwierig, zu se-
hen, dass F{*(U;) = S N VE und dass F : U; — S N V= Homdomorphismus ist.
Die Umkehrabbildung kann jeweils explizit angegeben werden. Z.B. die Abbildung

(7r23)|s St SNVE — Uy, wobei g3 : R? — R?, 2+ ( iQ ), ist die Umkehrabbil-
a\ %) 3
dung von Fi& und ist offensichtlich stetig, da mos selber stetig ist. Daraus folgt, dass

die (U;, F£,Vi*)'s lokale Parametrisierungen von S sind, und dass S eine reguléire
Flache ist.

. Betrachte wiederum die Sphéare S := S2. Diesmal wollen wir sie mit (nur) zwes

lokalen Parametrisierungen (statt sechs) beschreiben. Setze
Vi ={z €R? 25 < 1} bzw. Vg := {z € R? 25 > —1}.

Definiere die Abbildungen 7y : 5%\ {e3} — R? bzw. mg : S?\{—e3} — R? (hierbei
0

e3= | 0 | € R3) durch: fiir jedes z € S?\ {e3} bzw. 5%\ {—e3} sei mx(z) bzw.
1

7g(x) der Schnittpunkt zwischen der Geraden ez + R(z — e3) bzw. —ez + R(z + e3)

und der Ebene R? = R? x {0} C R?.

-~ 7n(x) \ /

Die Abbildungen 7wy und mg konnen explizit ausgedriickt werden. Z.B. fiir 7y muss
man ein A € R so finden, dass e3 + A(x —e3) € R* x {0} liegt, d.h., so dass die dritte
Koordinate davon verschwindet. Dies fiihrt zu 1 + A(z3 — 1) = 0, d.h., A = 1_1963
(dies ist wohldefiniert wegen x # es, insbesondere z3 < 1). Somit gilt

1
1—.1’3

mn(z) = e3+ (x — e3)
1
- 1T (21, 22).

Analog gilt mg(x) = ﬁ(wl, ) fiir jedes x € S*\{—e3}. Setze jetzt Uy := Ug := R?

und Fy := 7T;,1 Uy — S?2 C R? bzw. Fg := 7T§1 :Ug — S? C R3. Es gilt

1 2y, 1 2y1
= 21 bzw. Fs(r) = ———> 21
1+||y||2 ||y||2_1 1+||y||2 1— HyHQ

Fn(y)
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fiir alle y € R? (Ubungsaufgabel). Wir weisen nach, dass (Uy, F, Vi) und (Us, Fg, Vs)
lokale Parametrisierungen von S? sind.

Die Abbildungen Fy : Uy — S*\ {e3} = S?NVy und Fs : Us — S%\ {—e3} =
S?NVg sind Homéomorphismen, weil 7y und g offenbar stetig sind. Fiir jede y € R?
und X € R? gilt

(1+ Iyl X1 — 2{y, X)n

(T4 lylI*)Xe = 2(y, X)ya |, (2.1)

und somit

dyFny(X)=0 <= (y,X)=0und (1+ |y[*)X —2(y, X)y=0
— (1, X)=0und (1+y|>)X =0
~——

>0
— X =0,

d.h., d,Fy ist injektiv. Analog ist d,Fg injektiv. Daraus folgt, dass (Un, Fy, V)
und (Ug, Fs, Vs) lokale Parametrisierungen von S? sind. Da jeder Punkt von S?
entweder in Vi oder in Vg enthalten ist, konnen wir daraus folgern, dass S? eine
regulare Flache ist.

Definition 2.5 Die Abbildung 7ty : 5%\ {e3} — R? baw. 75 : 5%\ {—e3} — R? heifit
stereographische Projektion vom Nordpol bzw. Sidpol.

2.1.2 Durch lokale Karten

In diesem Abschnitt wird bewiesen werden, dass eine reguliare Fliache anders beschrieben
werden kann, und zwar durch lokale Karten (siehe Definition ZT2). Dafiir brauchen wir
allgemeinen Stoff.

Definition 2.6 Seien m,n € N, m,n > 1, und Q) eine nichtleere offene Teilmenge von
R™. Fine Abbildung ¢ : Q@ — R"™ heifst genau dann Immersion, wenn sie C* ist und
wenn dyit : R™ — R™ injektiv ist fir alle x € €.

Bemerkung 2.7 Insbesondere muss m < n dafiir gelten, dass eine Immersion {2 — R"
existiert.

Beispiele 2.8

1. Sei n > m. Sieht man R™ als Teilmenge von R" durch R™ = R™ X {0}gn-m, so ist
die Inklusionsabbildung €2 C R"™ eine Immersion, fiir alle {2 C R™ offen.

2. Jede lokale Parametrisierung F : U — V C R? einer Fliche ist eine Immersion
U — R3 (eine lokale Parametrisierung ist eine Immersion, die ein Homéomorphi-
smus auf ihr Bild ist).
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3. Jede reguldr parametrisierte Kurve ¢ : I — R"™ (wobei I C R offenes Intervall ist)
ist eine Immersion, denn es gilt fiir alle t € I und X € R:

die(X) = X (1),

und wegen ¢(t) # 0 muss dann dic : R — R™ injektiv sein.

Bemerkung 2.9 Beachte, dass eine Immersion nicht injektiv sein muss! Z.B. ¢ : R — R2,
t +— (cos(t),sin(t)), ist wohl eine Immersion, ist aber nicht injektiv.

Immersionen sind zwar nicht notwendigerweise injektiv, immer aber lokale Homoomor-
phismen auf ihr Bild:

Satz 2.10 (Satz iiber Immersionen) Sei 2 C R™ eine (nichtleere) offene Teilmenge
und ¢ : Q@ — R™ eine C™ Abbildung. Sei xo € . Angenommen, die Abbildung d .t :
R™ — R" sei injektiv. Dann existieren

e cine offene Umgebung U von xq in Q und eine offene Umgebung U’ von 0 in R"™™,
e cine offene Umgebung V' von 1(zg) in R™,
e cin C™-Diffeomorphismus ¢ : V. — U x U’

s.d. o(U) CV und
pour)=(z,0)eR"

fir alle x € U gelten. Insbesondere ist v, : U — R" eine Immersion.

U/
pou(U)

Fiir Anhanger von Diagrammen: Satz ZT0 impliziert, dass das Diagramm
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kommutiert (hierbei bezeichnet Inkl. die Abbildung = — (z,0)).

Beweis des Satzes tiber Immersionen: Da dg,t : R™ — R™ injektive lineare Abbildung
ist, bildet {d,,t(€1), ..., dyt(€m)} ein System linear unabhéngiger Vektoren in R™ (hierbei
wird mit {eq, ..., e, } die kanonische Basis von R™ bezeichnet). Ergénze dies zu einer Basis

{dgot(€1), .- dugt(€m), Vmsty -+ Un}
von R™ und betrachte die Abbildung
Y QxR — R
(x,a) — i(x) + i a;v; (mit o = (@mg1,..., ) € R,
j=m+1

Die Abbildung v ist nach Definition C'*°, und fiir jedes X € R™ und g € R"™"™ gilt
Az oy (X, 8) = dut(X) + Y By,
j=1

insbesondere d, 0 (X,3) = 0 <= (X,0) = 0 (nach Wahl der v;’s), d.h., d(z,0)¥ :
R™ x R*™™ = R® — R" ist injektiv, und somit ein Isomorphismus. Aus dem Umkehrsatz
folgt die Existenz einer offenen Umgebung von (xg,0) - 0.B.d.A. der Form U x U’ wobei
U offene Umgebung von xy in €2 ist und U’ offene Umgebung von 0 in R™™™ ist - s.d.
Y(U x U') C R" offen ist und vy, ,, : U x U" — (U x U’) ein (C*°-)Diffeomorphismus
ist. Setze ¢ == (¢, )"  und V := ¢(U x U’). Dann ist V' offene Umgebung von «(z) =
t(xg)+0, (U) =¢(U x{0}) CV,p:V — U x U’ ist ein Diffeomorphismus auf U x U’

(offene Teilmenge von R™) und es gilt

pour) = (¥,,,)" () +0)
= (vaR"_m)’

was zu beweisen war. ]

Interpretation: Bis auf Dahinterschaltung von Diffeomorphismen gleicht eine Immersion
lokal (aber i.A. nur lokal) immer einer Inklusion (wie im Beispiel Z81).

Proposition 2.11 Sei S C R? nichtleere Teilmenge. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

i) S ist requldre Fldche.

i) Fiir jedes v € S existiert eine offene Umgebung V von x in R und ein (C°°-)Dif-
feomorphismus ¢ : V — (V) auf eine offene Teilmenge (V) C R® mit

p(VNS) = (V)N (R* x {0}).

Beweis:
“i) = 4i)”: Angenommen, S sei reguldre Fldche. Sei € S. Dann existiert eine offene
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Teilmenge U’ C R2?, eine offene Umgebung V'’ von x in R?® und eine Immersion F :
U —Rsd F{U)=V'NSund F : U — F(U’) ein Homéomorphismus ist. Setze
zg := F~!(x). Aus Satz 10 (angewendet auf F' : U — R?) folgt die Existenz einer
offenen Umgebung U bzw. U] von zg in U’ bzw. von 0 in R, einer offenen Umgebung V}
von F(zy) = x in R?, und eines Diffeomorphismus ¢ : V; — U x U} s.d. F(U) C V; und
poF(y) = (y,0) fir alle y € U. Beachte jetzt, dass F'(U) = V5 NS nicht notwendigerweise
gilt. Diese Schwierigkeit kann man allerdings durch das Verkleinern von Vj beheben: sei
V c Vo NV’ offen s.d.

VNnS=FU)
(da Fj,, : U — F(U’) Homoomorphismus ist, ist F'(U) offen in §). Dann ist p(V) eine
offene Umgebung von U x {0} in U x U’ (wegen ¢(V') 3 po F(y) = (y,0) fir alle y € U)
und ¢ : V' — (V) ist ein (C'*°-) Diffeomorphismus. Es gilt auch
p(V) N (R* x {0}) € (U x U') N (R* x {0}) = U x {0} C o(V) N (R* x {0}),
und somit U x {0} = p(V) N (R? x {0}). Daraus folgt

p(VNS) = »(F(U))
= U x {0}
= (V)N (R* x {0}),

was zu beweisen war.
“i1) =>1)": Sei x € S und (V, ) wie in den Voraussetzungen. Setze

U= p(V) N (R < {0}) C R und  F(y) i= ¢7(3,0)
fir alley € U. Dannist F : U — V eine C*°-Abbildung, d,F(Y') = d(, ¢y (Y, 0) fiir alle
y € Uund Y € R? (insbesondere ist d, F injektiv), F(U) = ¢~ (p(V)N(R*x{0})) = VNS
(nach Voraussetzungen an ¢) und F' : U — V NS ist Homéomorphismus (da ¢

Homé&omorphismus ist). Daraus folgt, dass (U, F, V') eine lokale Parametrisierung von
S ist. Dies gilt fiir alle x € .S, somit ist S eine regulare Flache. O

Definition 2.12 Sei S eine requlire Fliche in R3. Sei (V, ) gegeben durch
o V CR3istoffen mit VNS +#a,
o 0:V — (V) ist (C°°-)Diffeomorphismus auf eine offene Teilmenge (V) C R3,
e p(VNS)=p(V)N(R?x {0}).

Dann heifit das Paar (V, ) lokale Karte von S.
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Die Benennung kommt offensichtlich aus der Erdkunde her, in welcher die Oberflache der
Erde durch Karten beschrieben wird.

Bemerkungen 2.13

1. Und in unserem Fall ist es auch so gemeint! Aus Proposition BTl folgt, dass jede
regulare Flache durch eine Menge lokaler Karten beschrieben werden kann.

2. Aus Proposition EZTT] folgt auch, dass jede nichtleere offene Teilmenge einer re-

guldren Fldache noch eine reguldre Flache ist. Ist ndmlich S’ eine offene Teilmenge
einer reguliren Fliche S, so existiert eine offene Teilmenge € von R3 mit S’ = QNS.
Ist nun (V, ) eine lokale Karte von S mit V' N.S" # @, so ist (V N Q, ¢y,.,) lokale
Karte von S’ (beachte dabei, dass V' N Q wohl offen in R ist).
Ist umgekehrt eine Teilmenge S’ einer reguldren Flache S selbst reguldre Flache, so
ist sie offen in S, denn: Ist S’ reguldre Flache, so gibt es um jeden Punkt x € S’
eine lokale Karte (V', ') von S’; da S reguldre Fléache ist, existiert eine lokale Karte
(V, ) von S um z. Die Abbildung po ¢t : o' (VNV'NS) — VNV NS ist
(C®° und ihre Differentialabbildung ist in jedem Punkt ein Automorphismus von R2.
Mit dem Umkehrsatz folgt, dass ¢(V NV'NS’) offen im R? ist, somit ist VNV’ NS’
offen in S. Da V NV'N .S’ eine Umgebung von x in S’ ist, folgt insgesamt, dass S’
offen in S ist.

3. Sind (V, ¢) und (W, ) lokale Karten von S mit VNW NS # @, so ist
Yvop lipVNWNS) —p(VAWNS)

ein Diffeomorphismus (da ¢ und ¢ Diffeomorphismen sind). Dies fiithrt zum Begriff
von abstrakter Mannigfaltigkeit, siehe Vorlesung Differentialgeometrie 1.

2.1.3 Durch Submersionen

Jetzt wollen wir einen noch anderen Ansatz angeben, der es erlaubt, Niveaumengen einer
reellwertigen Funktion auf R?® behandeln zu kénnen.
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Definition 2.14 Sei Q C R™ offen und nichtleer. Fine Abbildung © : Q0 — R™ heifst
Submersion falls sie C'*° ist und d,m : R™ — R" surjektiv ist fir alle x € €).

Bemerkung 2.15 Damit eine Submersion ) — R” existiert muss insbesondere m > n
gelten, .

Beispiele 2.16

1. Sei m > n und 7 die lineare Projektion auf die n-letzten Koordinaten, d.h., 7(z) :=
(Tm—naly- - Ty) fur alle x = (21, ..., 2,) € R™. Wegen d,m = 7 fiir alle x € R™,
und weil 7 : R™ — R" surjektiv ist, ist 7, :  — R" eine Submersion.

2. Eine reelle C*°-Funktion f : { — R ist genau dann eine Submersion, wenn d,. f # 0
fir alle x € Q. Denn: eine Linearform auf R™ entweder verschwindet identisch oder
ist surjektiv.

Bemerkung 2.17 Eine Submersion muss nicht surjektiv sein. Z.B. arctan : R — R ist
eine Submersion (wegen arctan’(z) = ﬁ # 0 fiir alle z € R), ist aber offenbar nicht
surjektiv.

Wie im Fall Immersionen, gleicht - bis auf “Parametertransformation” durch Diffeomor-
phismen - eine Submersion lokal immer einer linearen Projektion wie im Beispiel EZT0L1:

Satz 2.18 (Satz iiber Submersionen) Sei QO C R™ eine nichtleere offene Teilmenge
und ™ : Q@ — R" eine C* Abbildung. Sei x € Q. Angenommen, die Abbildung d,m :
R™ — R"™ sei surjektiv. Dann existiert

o cine offene Umgebung V von x in ),
o cin Diffeomorphismus ¢ : V. — o(V) auf eine offene Teilmenge (V') von R™,
s.d.

o (p_l(y) = (ym—n-i-la <o aym)
fiir alle y € (V') gilt. Insbesondere ist m),, : V. — R" eine Submersion.

(V)

Rn

A
=1
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Fiir Anhanger von Diagrammen: Satz impliziert, dass das Diagramm

T

V—=9(V)

kommutiert, wobei 7" die (lineare) Projektion auf die n-letzten Koordinaten bezeichnet.

Beweis des Satzes tiber Submersionen: Schreibe m = (7y,...,m,), wobei m; :  — R die
i-te Koordinatenfunktion von 7 ist.
Behauptung: Die Linearformen d,m, ..., d,n, sind linear unabhangig.

Beweis der Behauptung: Wegen d,m = (d,m, ..., d,7,) gilt

Ker(d,7) = N, Ker(d,m;)
{dym1, ..., dymp}°
= Span(d,m,...,d,7,)°.

Hierbei wird mit F° der Polarraum (oder Annulator) zu einer Teilmenge F von (R™)*
bezeichnet. Zur Erinnerung wird F° definiert durch

Fo:={xeR"sd. f(z)=0 VfeF} CR™

Aus der Linearalgebra wissen wir aber, dass falls F' Untervektorraum von (R™)* ist, gilt
dim(F) 4+ dim(F*°) = m. In unserem Fall bedeutet dies

dim(Span(d,my,...,d,m,)) = m —dim(Span(d,m,...,d,m,)°)
= m — dim(Ker(d,))
= dim(Im(d,m))

= n

(denn d,7 : R™ — R™ ist surjektiv), d.h., d,m, ..., d,m, spannen einen n-dimensionalen
Untervektorraum von (R™)* auf, somit sind sie linear unabhéngig. Vv
Ergénze nun {d,m,...,d,m,} zu einer Basis

{dxﬂ'l, ey dxﬂ-na ln+1, ey lm}
von (R™)* (fiir jedes i € {n+ 1,...,m} ist [; € (R™)*) und setze

p:Q — RTR™T xR™
Yy — (1 (y)s - ln(y), m(y)).

Die Abbildung ¢ ist C*° auf €2 und die Abbildung
ded = (lns1s -y by de) = (Lns1s « ooy by Ay, - ooy dpTy)

ist - nach Wahl der [;’s - ein Isomorphismus. Aus dem Umkehrsatz folgt die Existenz
einer offenen Umgebung V' von z in Q s.d. ¢}, : V. — ¢(V) Diffeomorphismus auf eine
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offene Teilmenge ¢(V') von R™ ist. Setze ¢ := ¢),,; dann ist ¢ : V. — (V) = ¢(V) ein
Diffeomorphismus s.d., fiir alle z € ¢(V), gilt

mop (z) = mo(g,) (dy) wobei z=(y) = (lns1(¥), -, lm(y), W\@ )

n letzte Koord.
= 7(y)
= Wrrzn(z)a

was zu beweisen war. O

Satz erlaubt es, regulare Flachen lokal als Nullstellenmenge einer Submersion be-
schreiben zu konnen:

Proposition 2.19 Sei S C R? eine nichtleere Teilmenge. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

i) S ist requldre Fldche.

i) Fiir alle v € S existiert eine offene Umgebung V von x in R® und eine Submersion
m:V — R s.d.
VNS =r"'{0}.

Beweis:

“1) = 11)": Sei (V, ¢) bzgl. x wie in Proposition ZZTT], d.h., V' ist offene Umgebung von x
in R® und ¢ : V — (V) ist Diffeomorphismus auf eine offene Teilmenge (V') von R?
mit p(V N S) = (V)N (R? x {0}). Setze

mi=p3:V —R

(3 ist die dritte Koordinatenfunktion von ¢). Die Funktion 7 ist C*° und da ¢ ein
Diffeomorphismus ist, darf y — d, 3 nirgends verschwinden auf V' (es sei denn d,p wére
in mindestens einem y nicht invertierbar), d.h., 7 ist eine Submersion. Ferner gilt

vns = ¢ (V)N (R* x {0}))
= {yeVsd ps(y) =0}
T ({0}),
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somit wird die Behauptung bewiesen.

“i1) =>1)”: Sei x € S und (V, ) wie in den Voraussetzungen. Aus Satz (angewendet
auf 7 : V — R) folgt die Existenz einer offenen Umgebung V' von x in V' und eines
Diffeomorphismus ¢ : V' — (V') auf eine offene Teilmenge (V) von R? s.d.

mow H(y) = ys
fir alle y = (y1,y2,y3) € @(V') gilt. Es gilt dann

e(V'NS) = V' NnVvNnS)
= ({0} nV)
= o((m,,) " ({0}))
(moe™H)H({0})
= {(y1,12,0) € (V')}
= (V)N (R* x {0}).

Daraus folgt, dass (V', ) die Voraussetzungen von Proposition 2ZTT] i7) erfiillt; somit ist
S eine regulare Flache. O

Definition 2.20 Sei 7 : Q — R" eine Abbildung, wobei Q@ C R™. Fir ¢ € w(Q) heifit
die Teilmenge

({e}) = {:c e Q| n(z) = c}

von ) Niveaumenge der Abbildung .

Definition 2.21 Sein: Q — R" eine C™° Abbildung, wobei Q) C R™ offen und nichtleer
15t.

1. Ein Punkt x € Q heifit regularer Punkt von 7 ¢g.d.w. d,m : R™ — R™ maximalen
Rang hat (d.h., d,7 ist injektiv oder surjektiv).

2. Ein Punkt x € ) heifit singulérer (oder auch kritischer) Punkt von 7 g.d.w. x kein
reqularer Punkt von 7 ist.

3. Ein ¢ € () heift regularer Wert von 7 g.d.w. 7—1({c}) nur regulidre Punkte von
m enthalt.

4. Ein ¢ € w(2) heifst singuldrer (oder auch kritischer) Wert von m g.d.w. ¢ kein
requldarer Wert von 7 ist.

Als wichtiges Werkzeug zur Herstellung regularer Flachen gilt folgendes

Korollar 2.22 Sei Q) C R? eine nichtleere offene Teilmenge und © : Q — R eine C*
Abbildung. Dann ist fiir jeden reguliren Wert ¢ von 7 die Niveaumenge m1({c}) eine
requlire Fliche im R3, die Niveaufliche von 7 heifit.
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Beweis: Setze S := 7~ ({c}) und 7’ := 7 —c: Q — R. Sei x € S. Nach Voraussetzung ist
d,m" = d,m : R® — R surjektiv. Aus Satz IR folgt die Existenz einer offenen Umgebung
V von z in Q (die insbesondere auch offen in R? ist) s.d. 7’|, : VNS — R eine Submersion
ist. Nach Definition von S und 7’ gilt V. N.S = (7/),,) "1 ({0}). Da dies fiir alle Punkte von
S gilt, folgt aus Proposition 219, dass S eine regulédre Flache ist. O

Bemerkung 2.23 Folgende Behauptung ist falsch:
“c ist kein regulirer Wert von m = 7 *({c}) ist keine regulire Fliche im R?.”

Betrachte z.B. m(x) := 2? auf R3. Die Funktion 7 ist C°°, aber 0 € R ist kein re-
guldrer Wert von 7 (denn d,m(X) = 2z, X fiir alle z, X € R3). Nichtsdestotrotz ist
771({0}) = {z € R3, x; = 0} eine affine Ebene, insbesondere eine regulire Fliche. Falls ¢
also singulérer Wert von 7 ist, muss man trotzdem iiberpriifen, ob 7—!({c}) eine regulire
Flache ist oder nicht.

Beispiele 2.24

1. Sei S eine affine Ebene. Dann kann S durch eine Gleichung der Form
S = {2 = (21,72, 73) € R?® s.d. axy + bry + cx3 +d = 0}
beschrieben werden, wobei a, b, ¢,d € R mit (a, b, c) # (0,0,0). Definiere die Abbil-
dung 7 : R® — R, 7(z) := ax; + bry + crs + d. Es gilt S = 771({0}). Andererseits
ist m eine Submersion: fir alle z, X € R? gilt d,m(X) = aX; + bX5 + ¢X3, und
R3 — R, X — aX; +bX, + cXj ist surjektiv g.d.w. (a,b,c) # (0,0, 0). Insbesondere
sind alle Werte von 7 regulare Werte von 7, d.h., alle reellen Zahlen sind regulare

Werte von 7 (denn 7 : R® — R ist selber surjektiv). Aus Korollar folgt, dass
S eine reguléare Flache ist.

2. Sei S die Sphire. Setze Q :==R3> und 7 : Q — R, 7(z) := 2? + 23 + 23 = (x,2). Es
gilt S? = 771({1}). Wegen d,m(X) = 2(z, X) fir alle x € Q und X € R? gilt, dass
d,m genau dann surjektiv ist, wenn x # 0 gilt. Der einzige singuldre Punkt von =
ist somit 0 € R? und der einzige singulire Wert von 7 ist 0 € R. Aus Korollar
folgt, dass S eine regulédre Flache ist.

3. Sei Q:={r e R?®s.d. z; >0} und
Q0 — R
r — —x% +x§ +x§.

Die Funktion 7 ist C* auf Q, und es gilt d,7(X) = 2(—21 X7 + 22X5 + 3X3) fir
alle x € Q und X € R3, insbesondere ist d,7 surjektiv, d.h., 7 ist eine Submersion.
Bemerke, dass 7(€2) = R (wegen des Minusvorzeichens in der Definition von 7). Aus
Korollar folgt dann, dass 7=*({—1}) eine reguldre Fliche ist.

Definition 2.25 Die requldre Fldche
H? ={x € R’ s.d. x; >0 und — 2} + 25+ 235 = —1}
heifit hyperbolische Ebene.
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H2

Jetzt wollen wir drei Beispiele von Teilmengen von R3 beschreiben, die keine reguliren
Flachen sind.

Beispiele 2.26

1. Sei
C:={reR| —2i+a;+2;=0}

der sogenannte Doppelkegel in R3.

Bemerke zuerst, dass C'\ {0} = (W‘RS\{O})’l({O}) mit 7 : R — R, m(x) == —a? +
r3+13; da Tlas oy €i0€ Submersion R3\ {0} — R ist (analog wie im Beispiel EZ241.3),
folgt aus Korollar 2222 dass C'\ {0} eine regulire Fldche ist. Es gilt aber dom = 0,
somit ist 7 : R® — R keine Submersion. Wir diirfen Korollar auf C' also nicht
anwenden. Und tatséchlich gibt es ein Problem im Punkt 0 € C, denn C ist keine
regulare Flache.

Begriindung: Angenommen, C' wére reguléare Flache. Dann wiirden insbesondere eine
offene Umgebung V von 0 im R?, eine nichtleere offene Teilmenge U von R? und eine
lokale Parametrisierung F : U — V von C um 0 existieren. Sei zy := F~1(0) € U
und x, 7 Punkte aus V N C mit z; > 0 und 7; < 0. Setze y := F~!(x) und § :=
F~Y(Z). Bemerke, dass wegen F : U — F(U) bijektiv y # z¢ und § # z, gelten. Da
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U\{xo} zusammenhdingend ist, konnen y und § durch eine stetige Kurve in U \ {z¢}
verbunden werden, d.h., es existiert eine stetige Abbildung ¢ : [0,1] — U \ {2} mit
¢(0) =y und ¢(1) = g. Setze ¢ := Foc: [0,1] — V. Dann ist ¢ eine stetige Kurve,
die  mit  verbindet, und die in F(U\ {zo}) = F(U)\ {0} = (VNC)\{0} verlauft.
Betrachte nun die Funktion f : [0,1] — R, f(¢) := ¢1(t) (die Abbildung f ist die
erste Koordinatenfunktion von ¢). Die Funktion f ist stetig auf dem Intervall [0, 1]
und es gilt: f(0) = z; > 0 und f(1) = #; < 0. Daraus folgt die Existenz eines
to €]0,1[ mit f(to) = 0. Wegen aber c¢(ty) € C' muss dann

—C <t0)2 +02<t0)2 —+ C3(t0)2 =0
0

gelten, und somit gelten auch co(ty) = c3(to) = 0, d.h. ¢(tg) = 0, Widerspruch zu
c([0,1]) € C'\ {0}. Daraus folgt, dass C' keine regulére Fliache ist.

2. Sei Cy :={x € R¥| — 22 + 22 + 22 = 0 und x; > 0} der abgeschlossene obere Teil
des Doppelkegels C'. Analog wie oben zeigt man, dass C \ {0} regulére Fliche ist.
Behauptung: C ist keine regulare Fléche.

Beweis der Behauptung: Angenommen, C, ware regulare Flache, so gabe es eine
lokale Karte (V, ¢) um den Punkt z := 0 € C.. Sei zy := ¢p(x) € ¢(V') und betrachte
eine beliebige regular parametrisierte Kurve v :] — 1, 1[— ¢(V) N (R? x {0}) mit
7(0) = xo (eine solche Kurve existiert, wéhle z.B. ein Geradensegment durch x, und
parametrisiere es eventuell um). Setze ¢ := ¢~ 1oy :]—1,1[— VNC,. Dann miisste

¢ = (c1, ¢, c3) regulér parametrisiert sein mit ¢(0) = 0. Wegen ¢;(0) = I]nin [ (c1(t))
te]-1,1

miisste aber ¢} (0) = 0 gelten. Andererseits liefert die Bedingung ¢(¢) € C, fiir alle
t nach zweimaligem Ableiten

—c1(0)* + ¢4(0)* + ¢4(0)* = 0,
was ¢} (0) = 4(0) = ¢4(0) = 0 implizieren wiirde, Widerspruch zur Regularitiat von
c.
Hat allgemeiner eine Fliche eine “Spitze” oder eine “Kante” (z.B. alle Polyederfla-
chen), so ist sie keine regulire Fléche.

3. Ein anderes Beispiel von Teilmenge von R?, die keine regulire Fliche ist, ist S :=
F(R?) wobei
sin(2y;)
F(y) = | sin(y)
Y2

fir alle y € R%2 Wire S eine regulire Fliche, so gibe es insbesondere eine lo-
kale Karte (V,¢) um den Punkt 0 € S. Das Bild von (V NS) \ R - e3 unter ¢
hitte dann zwei Zusammenhangskomponenten, (V' N .S) \ R - e hitte hingegen
vier Zusammenhangskomponenten, was die Tatsache widersprechen wiirde, dass
v: (VNS \R-e3 — p((VNS)\R-e3) Hombomorphismus ist. Daraus folgt, dass
S keine regulare Flache ist.

Damit die Bezeichnungen nicht zu kompliziert werden, bezeichnen wir von hier aus eine
lokale Parametrisierung einer reguléren Fléche stets mit (U, F') (statt (U, F,V)).
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2.2 Differenzierbare Abbildungen

Von hier aus trage jede regulire Fliche die vom R? induzierte Topologie.

Definition 2.27 Sei S C R3 eine requlire Fliche und f : S — R™ eine Abbildung
(wobein € N, n>1). Seix € S.

i) Die Abbildung f heif$t differenzierbar in z g.d.w. eine lokale Parametrisierung (U, F)
von S um x so existiert, dass

foF:U—R"
differenzierbar in xo := F~(z) ist (im iblichen Sinne).

ii) Seik € NU{oo}. Die Abbildung f heift C* um x g.d.w. eine lokale Parametrisierung
(U, F) von S um x so existiert, dass fo F :U —s R™ C* um zq := F~Y(x) ist (im
tiblichen Sinne).

Rn

RQ

Proposition 2.28 Sei S C R? eine requlire Fliche und f : S — R™ eine Abbildung.
Sei x € S. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

i) f ist differenzierbar in x.

ii) Fir jede lokale Parametrisierung (U, F') von S um x ist die Abbildung foF :U —
R™ differenzierbar in xo := F~'(x).

i1) Eine lokale Karte (V, @) von S wm x existiert, so dass fo(p,ne) " - @(VNS) — R™
differenzierbar in p(z) ist (im iblichen Sinne).



104 KAPITEL 2. AUSSERE GEOMETRIE VON FLACHEN IM R?

w) Fir jede lokale Karte (V, ) von S um x ist die Abbildung fo(p),.¢)" ' (VNS) —
R™ differenzierbar an der Stelle p(x) (im tblichen Sinne).

Beweis:

“) = i17)”: Da f differenzierbar in z ist, existiert eine lokale Parametrisierung (U, F')
von S um z s.d. foF : U — R" differenzierbar in xq := F~!(z) ist. Bemerke dann -
wie im Beweis von Proposition ZT1] -, dass aus Satz folgt, dass eine lokale Karte aus
einer lokalen Parametrisierung definiert werden kann: Da F' : U — R?® Immersion ist,
existiert nach Satz IO eine offene Umgebung U’ von zg im R?, eine offene Umgebung U”
von 0 im R, eine offene Umgebung V von F(zy) = x im R3, und ein Diffeomorphismus
0V — U xU" mit F(U) C V und p o F(y) = (y,0) fiir alle y € U’. Bis auf
Verkleinerung von V' (siehe Beweis von Proposition ZZTT]) ist dann (V] ¢) lokale Karte von
Sum z und foF = fo(p.s) " @(VNS)— R ist differenzierbar in zy = ¢y, .¢(2).
“i11) = v)”: Seien (V,¢) und (W, v) lokale Karten von S um z. Angenommen, f o
(Olyns) t p(VNS) — R™ sei differenzierbar an der Stelle ¢(x). Die Menge VNS N W
ist eine offene Umgebung von z in S, und es gilt

f © (’l/}‘VmSﬁW>71 = f © (S0|VNSOW)71 O Plyvasaw © (w\vrwsm/v)il : w(‘/ nsn W) — R™.

Die Abbildung ¢, sw © Wlynsaw) F: 0(VNSNW) — (VN SNW) ist aber ein C>°-
Diffeomorphismus (Bemerkung ZT3.3.), insbesondere sie ist differenzierbar an der Stelle
Y(z). Nach der Kettenregel muss dann f o (¢, .., ) " differenzierbar an der Stelle ()
sein und somit f o (t,,.,) " auch.

“iv) = i1)”: Sei (U, F) eine Parametrisierung von S um z. Sei (V, ¢) lokale Karte von

S um z. Da F stetig in z, ist, existiert eine offene Umgebung U’ von zy im R? mit
F(U’) c V. Die Abbildung

— -1
foF =" fol(py.s) ©  PnsoF
—_— —_——
differenzierbar in ¢(x) differenzierbar in zq

ist Verkniipfung zweier differenzierbarer Abbildungen (¢ o F' ist sogar C'*), also ist
differenzierbar in zg.
“i1) = 1)” ist trivial. O

Bemerkungen 2.29

1. Wird “differenzierbar in/an der Stelle” durch “C* um” ersetzt, so gilt Proposition
wortwortlich.

~—~
stetig stetig

2. Ist f differenzierbar in x € S, so ist f stetig in # (denn f = fo Fo F!).
—

Beispiele 2.30

1. Ist S C R3 regulire Fliche, so ist die kanonische Inklusion ¢ : S — R3 eine C°°-
Abbildung auf S, denn: fiir jedes = € S existiert eine lokale Parametrisierung (U, F')
von Sumzund to F = F : U — R3 ist C*.
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2. Ist Q offene Umgebung von S in R3 und f : Q@ — R" differenzierbar in bzw.
C*" um z € S (im iblichen Sinne), so ist fi; : S — R" differenzierbar in bzw.
C* um z, denn: fiir jede lokale Parametrisierung (U, F) von S um z ist die Abbil-
dung fo F: U — R" - als Verkniipfung zweier differenzierbarer Abbildungen -
differenzierbar in zg := F~1(x).

Jede differenzierbare bzw. C*-Abbildung auf S ist Einschrinkung auf S einer differenzier-
baren bzw. C*-Abbildung, die auf einer offenen Umgebung von S definiert ist:

Proposition 2.31 Sei S C R3? requlire Fliche und f : S — R"™ Abbildung. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

i) Die Abbildung f ist differenzierbar auf S.

ii) Es existiert eine offene Umgebung €2 von S in R3 und eine differenzierbare bzw. C*
Abbildung f: Q — R™ mit )
f|vms =/

Beweis:

“i1) => 1)”: Wurde bereits in Beispiel 2302 erklart.

“i) = 4i)": Man zeige erstens eine lokale Version der Aussage: um jeden Punkt x € S
existiert eine offene Umgebung €2, in R? und eine differenzierbare bzw. C* Abbildung
fo s Q0 — R™ mit Slouns = fx\ﬂxms' Dies ist der Gegenstand der 31. Aufgabe im Blatt 8.
Losung: Fiir © € S beliebig sei (V) eine lokale Karte von S um z, d.h., V ist eine
offene Umgebung von z im R? und ¢ : V' — (V) ist ein C* Diffeomorphismus auf
eine offene Teilmenge ¢(V) von R® mit p(V N S) = p(V) N (R? x {0}). O.B.d.A. sei
o(V) = {y € R*||ly|| < r} fir ein r > 0 (sonst verschiebe oder verkleinere ¢(V)).

Definiere f : V — R™ durch

Fy) = foo (e1(y), 2(y).0)

wobei ©(y) = (1(y), e2(y), p3(y)) fiir alle y € V (man kann f als konstante Fortset-
zung von fi, o “in der ys-Richtung” auffassen). Die Abbildung f ist wohldefiniert we-
gen (z1,22,0) € (V) fiir alle z = (21, 29, 23) € p(V), sie ist offenbar C'*° und fiir alle
ye VNS =p(p(V)N(R? x {0})) gilt

f) = foe (o), ¢2(y),0)
= fop '(e(y)
= fv),

was zu beweisen war. V
Als letztes zeige man, dass man all diese Q, und f, “zusammenaddieren” kann. Dieser
letzte Schritt verlangt fortgeschrittenere Kenntnisse aus der mengentheoretischen Topo-
logie und wird weggelassen (sieche Differentialgeometrie 1). O

Definition 2.32 Seien S, S’ requldre Fldchen und f : S — S' eine Abbildung. Sei
x € S. Die Abbildung f heift differenzierbar in bzw. C* um x (mit k € NU {oo}) g.d.w.
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lokale Karten (V@) bzw. (W) von S um x bzw. von S" um f(z) so existieren, dass
fvns)cwns und

Vo folpyas) te(VNS) — p(Wns)

differenzierbar in bzw. C* um x ist (im iblichen Sinne).

Bemerke, dass eine differenzierbare Abbildung in einem Punkt insbesondere stetig in
diesem Punkt ist.

Proposition 2.33 Seien f : S — S und g : 8" — S” Abbildungen, wobei S,S’,S"
requlire Flichen sind. Ist f differenzierbar in (bzw. C* um) x € S und g differenzierbar
in (bzw. C* um) f(x) € ', so ist go f differenzierbar in (bzw. C* um) x.

eweis: Sei (V, ww. (V' ), , okale Karte von S um x bzw. von S’ um f(x
Beweis: Sei (V,¢) b (V' "), (V" ") lokale K S b S’ f(x)
bzw. von S” um go f(z), sd. f(VNS) C V' NS und g(V'NS’) C V'NS" (dies ist
moglich, weil f stetig in x ist). Dann gilt

#"0go fo(pns) =9 0g0 (@], ) 0F,, 0 0 (Pns)

4

diff. 1n;’(f(x)) diff. ;I: p(z)

insbesondere ist ¢” o go f o (¢),,s) " differenzierbar in bzw. C* um ¢(z). O

Proposition 2.34 Scien S, S’ requlare Flachen und x € S. Fine Abbildung f : S — S’
ist genau dann differenzierbar in bzw. C* um x, wenn f : S — R3 differenzierbar in bzw.
C* um x ist (als Abbildung S — R3, im Sinne von Definition EZ27).

Beweis: Ist f : S — S’ differenzierbar in (bzw. C* um) x € S, so ist nach Beispiel Z30 1
und Proposition die Abbildung ¢t o f : S — R? differenzierbar in (bzw. C* um) z,
wobei ¢ : §' — R3 die kanonische Inklusion ist.

Ist umgekehrt f : S — R? differenzierbar in (bzw. C* um) x € S, so wiihle eine lokale Pa-
rametrisierung (U, F') von S um z und eine lokale Karte (W, ) um f(x) mit foF(U) C W
(dies ist moglich wegen der Stetigkeit von f in x). Da nach Definition f o F' differenzierbar
in (bzw. C* um) xo := F~!(z) ist, muss auch - nach der iiblichen Kettenregel - 1o f o F
differenzierbar in (bzw. C* um) x¢ sein (dies hat Sinn nur wenn U hinreichend klein um =

gewahlt wird, was wir annehmen kénnen); wiederum nach Definition bedeutet dies, dass
f differenzierbar in (bzw. C* um) z ist als Abbildung S — . O

Bemerkung 2.35 Ist U C R? nichtleere offene Teilmenge und f : U — S’ bzw. f :
U — R™ Abbildungen, so stimmen die unterschiedlichen Begriffe von Differenzierbarkeit
von f (der iibliche und der fiir Abbildungen auf Fléchen, denn U ist auch regulére Fliache)
tiberein, denn: eine globale Parametrisierung von U ist gegeben durch (U, Idy).
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Beispiel 2.36 Ist S C R3 regulire Fliche, so ist die Identitit Idg : S — S eine C>-
Abbildung.

Definition 2.37 Seien S, S C R? requlire Flichen.

i) Eine Abbildung f : S — S’ heifit C*° Diffeomorphismus g¢.d.w. sie C™ ist, bijektiv,
und ihre Umkehrabbildung f~':S" — S ebenfalls C*> ist.

i) Ezistiert ein Diffeomorphismus zwischen zwei requldren Flichen S und S', so heiffen
S und S’ diffeomorph.

Beispiele 2.38

1. Die Identitat Idg : S — S ist ein '™ Diffeomorphismus, fiir jede regulare Flache
S C RS

2. Sei (U, F) eine lokale Parametrisierung einer reguldren Flache. Dann ist F' : U —
F(U) ein C* Diffeomorphismus (bemerke, dass F(U) als offene Teilmenge einer
reguldren Fliche selbst regulire Fldche ist). Denn: F' ist C*°, bijektiv von U auf
F(U),und F7': F(U) — U ist C*, da F~'o F =1dy C* auf U ist!

3. Die reguliren Flichen S := R? und S’ := S? sind nicht C*° diffeomorph, es sei denn
sie wiaren homoomorph (jeder Diffeomorphismus ist ein Homéomorphismus), das ist
aber unmoglich da S? kompakt ist und R? nicht.

3.” Die stereographischen Projektionen 7y : S?\{es} — R? und 7rg : S?\{—e3} — R?
(siehe Definition ZZH) sind C*° Diffeomorphismen, denn die entsprechenden Umkehr-
abbildungen sind lokale Parametrisierungen von S? (sieche Beispiel EZZ413’).

% Allgemeiner sind R? und S? \ {Pkt.} (“S? minus ein Punkt”) diffeomorph.

4. Die reguliren Flichen S := R* und S’ := H? (Definition 2Z223) sind C* diffeomorph,
sieche 30. Aufgabe im 8. Ubungsblatt.

2.3 Die Tangentialebene

Definition 2.39 Sei S C R? requldire Fliche und x € S. Die Tangentialebene an S in x
ist definiert durch

T,8 = {X € R? s.d. Ie > 0 und eine in t = 0 ableitbare Abbildung c ] — ¢, e[— S

mit ¢(0) =z und ¢(0) = X}.
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Proposition 2.40 Sei S C R? requlire Fliche und x € S ein Punkt.

1. Ist (U, F) lokale Parametrisierung von S um x, so gilt

T,S = dp-1) F(R?).

2. Ist (V, ) lokale Karte um x, so gilt

T,8 = dywyp), L (R?),

|VﬁS

3. Istm: V — R eine C> Submersion mit x € V und VNS =7 1({0}), so gilt

T.S = Ker(d,n).

Insbesondere ist T,S zweidimensionaler Untervektorraum von R3 und fiir eine gegebene
lokale Parametrisierung (U, F') von S um x bilden die Vektoren g—i(F_l(a:)), g—i(F_l(x))
eine Basis von T,S.

Beweis:

Ad 1.: Setze o := F~!(z). Sei Y € R? und betrachte ¢(t) := x¢ + tY fiir t € R. Dann
ist, fir ein hinreichend kleines ¢ > 0, die Abbildung C_. eineint =0 ableitbare
Abbildung mit ¢(] — e,¢[) C U. Somit ist

c:=Fotc:|—¢ee[— S

auch in ¢ = 0 ableitbare Abbildung mit ¢(0) = F'(z¢) = « und ¢(0) = de0)F(¢(0)) =
d. F(Y) € T,.S. Dies zeigt d,,F(R?) C T,,S. Umgekehrt sei X € TS beliebig. Dann
existiert eine in ¢ = 0 ableitbare Abbildung ¢ :] — ¢,e[— S mit ¢(0) = z und
d(0) = X. O.B.d.A. gelte ¢(] —¢,¢[) € F(U) (denn F(U) ist offen in S und c ist
stetig in 0). Setze

c:=Floc:]—¢¢e[— U
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Ad 2.:

Ad 3.:

Da F : U — F(U) Diffeomorphismus ist (siehe Beispiel 2238 2), ist die Abbildung
¢ eine in ¢ = 0 ableitbare Abbildung. Setze Y := ¢(0). Dann gilt:

X =d(0) = (Fot)(0)
= dF(@(0)) mite(0)=F"'oc(0) =
= dmOF(Y)u

insbesondere gilt X € d,,F(R?). Dies zeigt 7,5 C dyF(R?). Da dp-1(,)F linear
und injektiv ist, ist dann dp-1(,)F (R?) zweidimensionaler Untervektorraum des R?
und eine Basis dieses Vektorraumes ist gegeben durch dp-1(,)F(e1) = 25 (F~(x))

o1
und dp-1) F(e2) = 2E(F~(2)).

T Oz

Sei (V, ¢) eine lokale Karte um x. Dann ist go‘;l o p(VNS) — VN S eine lokale
n ——

offen in R2
Parametrisierung von S um z, somit folgt die Aussage direkt aus der vorigen.

Es reicht, die Inklusion 7.5 C Ker(d,m) zu beweisen, denn beide sind 2-dimensionale
Untervektorrdaume des R3. Sei X € TS und ¢ :] — ¢,e[— S eine in t = 0 ableit-
bare Abbildung mit ¢(0) = z und ¢/(0) = X. Bis auf Verkleinerung von ¢ kann
angenommen werden, dass ¢(] —g,¢[) C V gilt (denn c ist stetig in ¢ = 0). Dann
gilt moc =0 auf | — €, ¢[. Nach Ableiten in ¢ = 0 und Anwendung der Kettenregel
kommt d.oym(c/(0)) = 0 heraus, d.h., d,7(X) = 0. Daraus folgt X € Ker(d,), was
zu beweisen war.

0

Bemerkung 2.41 Insbesondere ist, fiir jede lokale Parametrisierung (U, F') von S um
xr €S, die Abbildung dp-1(,) F : R? — TS ein Isomorphismus.

Beispiele 2.42

1. Sei S := py + Ey eine affine Ebene. Sei {u,v} eine Basis von Ey und F(y) :=

po + y1u + yov fiir alle y € R? (man hat schon bewiesen, dass (R? F) eine globale
Parametrisierung von S ist). Fiir © = F(xo) = po + (20)1u + (20)2v € S gilt nach
Proposition

T.S = d,,F(R?) mitd, F(Y)=Yu+YwVY cR?
= {Viu+ Yy, (V1,Y3) € R?}
- E07

d.h., die Tangentialebene in jedem Punkt an einer affinen Ebene ist deren Rich-
tungsebene.

Sei S der Graph einer C* Funktion h : U — R (wobei U C R? offen und nichtleer

hn
ist) und F(y) := Y2 fiir alle y € U. Man hat schon bewiesen, dass (U, F)

h(y)
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o)1
eine globale Parametrisierung von S ist. Sei x = F(xy) = (xogg € S, dann
h(zo
gilt nach Proposition
1 0
T, = d,F(R*) mitd,F(Y)=Y, 0 +Ys, 1 VY € R?
5—3(%) 5—9?2(550)
1 0
= R 0 ®R 1 ,
aa—mhl( 0) aa—;,i(%)
1
d.h., die Tangentialebene an S in F'(zy) ist die von den Vektoren 0 und
g—gﬁ(%)
0
1 aufgespannte Ebene.
g—g(%)

3. Sei S := 52 die euklidische Sphéare und 7 : R*\ {0} — R, 7(x) := 2% + 23 + 23 — 1.
Fiir jedes z € S und X € R3 gilt

dmﬂ'(X) = 2($1X1 + ZL‘QXQ + l‘ng) = 2<ZL',X>,
und somit gilt nach Proposition 2240

T.S = Ker(d,n)
(X R, (2, X) =0}

rt,

d.h., die Tangentialebene an S? in x € S? ist das orthogonale Komplement zu z im
R3.

2.4 Die Tangentialabbildung einer differenzierbaren
Abbildung

Proposition 2.43 Secien S und S’ requlire Flichen und f:S — S bzw. f: S — R"
differenzierbar in einem x € S. Dann ist die folgende Abbildung wohldefiniert und linear:

T.f T, — TynS" bzw. R"
X +— (fo0)(0),

wobei ¢ ;] — e,e|— S eine in t = 0 ableitbare Abbildung ist mit ¢(0) = x und ¢(0) = X.
Ferner gilt, fiir jede lokale Parametrisierung (U, F') von S um z:

T.f(X) =dp-1)(f o F)o (dp-1F) ™" (2.2)
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Beweis: Wir zeigen die Identitit ([ZZ). Setze o := F~(z) und Xy := (d,,F)"1(X). Sei
c:] —e,e[— S in t = 0 ableitbare Abbildung mit ¢(0) = z und ¢/(0) = X. O.B.d.A. gelte
c(] —e,e]) € U. Setze dann ¢ := F~'oc:] —e,e[— U. Die Abbildung ¢ ist in t = 0
ableitbare Abbildung und es gilt:

(foe)(0) = (foFoF toc)(0)

— (foFor)(0)

= deo)(f o F)(@(0))  mit (0) = (F o2)'(0) = du, F'(€(0))

= dy(foF)o(dyF) (X)),
was (Z2) beweist. Daraus folgt, dass der Vektor 7, f(X) nur von ¢/(0) = X abhéngt
und nicht von der Wahl von ¢ selbst sowie auch nicht von der Wahl von (U, F'). Fer-
ner folgt auch, dass T,f : 17,5 — R" (bzw. T,f : T,S — R3) linear ist. Falls
f(S) € & muss auch T, f(X) € Ty)S" gelten, denn fiir ein hinreichend kleines ¢ > 0
gilt foc= foF oF 'oc, somitist foc: —e e[— S einein t = 0 ableitbare

diff. in F—1(z) abl. in t=0

Abbildung mit (f o ¢)(0) = f(x). O]

Definition 2.44 Seien S und S’ regulire Flichen und f : S — S" bzw. f: S — R"
differenzierbar in einem x € S. Die in Proposition definierte Abbildung

Txf . TxS — Tf(x)Sl bzw. R™

heifst Tangentialabbildung von f in x.

T.f(X) :=(f oc)(0) wobei
c:]—e,e[—~ S C®mitc(0) = zundd(0) = X

Dieser Begriff verallgemeinert auf Flachen den klassischen Begriff von Differential.

Proposition 2.45 (Kettenregel) Seien S,5',S” requlire Flichen und f : S — 5,
g:S — 8" (bzw. g : S" — R"™) Abbildungen. Sei x € S.

Ist f differenzierbar in x und g differenzierbar in f(x), so ist g o f differenzierbar in x
und es gilt

Tx(g o f) = Tf(x)g o Tarf
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Beweis: Nach Proposition ist g o f differenzierbar in z. Fiir die zweite Aussage
brauchen wir nur, die Definition zu verwenden: ist ¢ :] — ¢,e[— S in t = 0 ableitbare
Abbildung mit ¢(0) = x und ¢/(0) = X, so gilt

Tolge N)(X) = (gofoc)(0)
(go(fec)(0) mit (foc)(0)=f(z)und (foc)(0)=Tof(X)
= Traw9(Tef(X)).

Beispiele 2.46

1. Angenommen, eine regulire Fliche S sei in einer offenen Teilmenge Q2 C R? enthal-
ten und f: Q — S bzw. f : Q — R” sei differenzierbar (im klassischen Sinne,
d.h., als auf einer offenen Teilmenge vom R? definierte Abbildung) in z € S. Dann ist
nach Beispiel 23012 die Abbildung f| s 18 — S bzw. R" ebenfalls differenzierbar
in z. Auerdem gilt

T:L“(f\s)

(denn es gilt (f o ¢)'(0) = d,.f((0)) = du f (X
dungen ¢ :| —€,[— S mit ¢(0) = z und /(0)

fur alle in ¢ = 0 ableitbaren Abbil-

X).

|| \'/ '\hz

2. Insbesondere gilt fir f:=1dg: S — S

T,1dg = Idy,s.

3. Ist U C R? nichtleere offene Teilmenge und f : U — S’ bzw. R" differenzierbar in
x € U (egal in welchem Sinne, siche Bemerkung 239), so gilt T.f = d,f fiir alle
x € S (Beweis wie oben).

Bemerkung 2.47 Sind f; und f, differenzierbare Abbildungen von S nach R™ und
a1, a9 € R so ist aq fi + as fe auch differenzierbar und es gilt

To(onfi + aofe) = an T fi + T fo

fiir alle 2 € S (Ubungsaufgabe).

Proposition 2.48 Sei S eine zusammenhdngende requlire Fliche und f: S — S’ bzw.
f S — R" eine differenzierbare Abbildung (wobei S’ eine regulire Fliche ist). Die Ab-
bildung f ist genau dann konstant auf S, wenn T, f =0 fir alle x € S.

Beweis: Ist f konstant, so ist foc: I — R3 bzw. foc: I — R" konstant fiir allein t = 0
ableitbaren Abbildungen ¢ : I — S, somit gilt nach Definition der Tangentialabbildung
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T,f = 0 fir alle x € S. Umgekehrt, gilt T,.f = 0 fir alle z € S, so gilt fiir jede lokale
Parametrisierung (U, F') von S mit U zusammenhéngend

0= TJ;f @ dpfl(x)(f O F) o) (dpfl(gg)F)_l,

d.h. dp-1g)(fo F) =0 fiir alle # € F(U). Aus der Analysis 1/2 folgt, dass f o F' konstant
auf U ist, d.h., f ist konstant auf F'(U). Somit ist f lokal konstant auf S, und da S
zusammenhéngend ist, muss dann f konstant auf S sein. O

2.5 Die erste Fundamentalform

Definition 2.49 Sei S C R? eine requldire Fliche und x € S. Sei T,S die Tangentialebene
von S in x. Die erste Fundamentalform von S in x ist definiert durch

g T, S xT,S — R
(X)Y) — ¢.(X)Y):=(X,)Y),

wobei (- ,-) das kanonische euklidische Skalarprodukt in R® bezeichnet.

Bemerkungen 2.50

1. Nach Definition ist g, die Einschrankung des kanonischen Skalarprodukts auf 7.5
insbesondere ist g, positiv-definite symmetrische Bilinearform auf 7.5.

2. In der Literatur wird die erste Fundamentalform in x gelegentlich mit “I,” (statt
g.) bezeichnet.

Definition 2.51 Sei S C R? eine requlire Fliche und (U, F) eine lokale Parametrisie-
rung von S. Fir jedesy € U ist die 2 x 2-Matriz (g;;(y))i; definiert durch

g (y) = <§—£<y>, g—f;@»,

fur alle 1 <i,5 < 2.

Anders ausgedriickt, die Matrix (gi;(y)):,; ist die Matrix der Bilinearform g, = in der Basis
52 (W), 555 (W)} von Ty S,

0z \I)> Ozy

Bemerkungen 2.52

1. Fiir jedes y € U ist (gij(y))s,; positiv-definite symmetrische Matrix. Ferner ist, fiir
feste i,j € {1,2}, die Abbildung ¢g;; : U — R, y — g;;(y), glatt (folgt aus der
Definition von g;;(y), da F' glatt ist).
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2. Beachte, dass die Matrix (g;;(y))s; - nach Definition - von der lokalen Parametri-
sierung (U, F') abhéngt! Siehe Beispiele

Beispiele 2.53

1. Sei S := py+ Ej eine affine Ebene und wéhle eine Basis {u, v} von Ey. Da F': R? —
S, F(y) := po+y1u+yav, globale Parametrisierung von S ist, und wegen 7 OF - (y)=u

und gf; (y) = v, gilt
(96(¥))ay = ( 255; 253 ) '

Bemerke einerseits, dass in diesem Beispiel die Matrix (g;;(y)); ; nicht von y abhéngt;
im Allgemeinen ist es nicht der Fall (siehe weitere Beispiele unten). Andererseits se-
hen wir, dass (g;;(y)):; von der Wahl der Basis {u,v} - daher von der Wahl der
Parametrisierung F' - abhéngt. Es gilt z.B. (¢,;(y)):; = Io (wobei I, die Einheitsma-
trix bezeichnet) g.d.w. {u,v} o.n.B. von Ej ist.

1. Sei S :=R? = R? x {0} und

F 0, +oo[x]0,27] — R?

rcos(p)

(r,) — rsin(p)
0

(die Abbildung F beschreibt “R? minus einer Halbgeraden” in Polarkoordinaten).
Bemerke zuerst, dass F' eine Parametrisierung von R* \ {(x1,0), z; > 0} ist: die
Abbildung F ist glatt, und fir jedes (r, ) €]0, +o00[x]0, 27 gilt

B cos(p) —rsin(p)
Mat{el762}(d(r7¢)F) = sin(p) 7 cos(p) ,
0 0

und da diese Matrix Rang 2 hat, ist d(.,)F : R> — R? injektiv. Es bliebe noch,
nachzuweisen, dass F(]0,4+00[x]0,27[) = R?\ {(21,0), z; > 0} und dass F :
10, +-00[x]0, 27[— R\ {(z1,0), #; > 0} Homéomorphismus ist (Ubungsaufgabe).
Es gilt fiir die Matrix der ersten Fundamentalform bzgl. (]0, +-00[x]0, 2 [, F):

o (@Fuaxr TR T o), SE( ¢>>>

T(r,0), L(re))  |Er o)

|55 (r
(10
N 0o r2 /-

In diesem Fall hiangt die Matrix (g;;(r, ¢));; von r ab.
2. Sei S := S? die Sphéire und
FN—7T RQ I 52\{63}
1 2y1

2y2 )
1 2
||y|| HyHQ 1
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wobei 7y die stereographische Projektion vom Nordpol bezeichnet, siehe Definition
P33 Es gilt, fiir alle y € R%:

OFy 5 Iyl + 1 — 297
(y) = oo —2Y1Y2
a 1 2\2
Y1 (T+ 1yl 2
—2912
O0Fy 2
— W) = ——ms | WliP+1-243 |,
a 1 2\2
Ya (T+ 1yl 2%,

woraus

_ A (L0 A
(965(y))is = 1+ [y][2)2 ( 01 ) (1+ HZJHQ)QI

folgt. Bzgl. Fig := " kriegen wir durch analoge Rechnungen genau dieselbe Matrix.

3. Sei S := Graph(h), wobei h : U — R glatt ist mit U C R? offen. Betrachte die

Y1
globale Parametrisierung (U, F) mit F(y) := Y2 fir alle y € U. Wegen
h(y)
1 0
g—yFl(y) = ahO und g—yFQ(y) = 8h1 ist die Matrix der ersten Funda-
Byr (Y) 705 W)

mentalform von S beziiglich (U, F') gegeben durch

L+ 5ew)? Sk w)
(gij<y))1§i,j§2 - Oh ¢~ Oh Ah () \2
e W)Ee) 1+ Shw)

Lemma 2.54 Sei S C R? eine regulire Fliche und x € S. Seien (U, F) und (U, F) lokale
Parametrisierungen von S um x, und (gi;(y))i; bzw. (4,;(7))i; die lokale Darstellung von
der ersten Fundamentalform bzgl. (U, F) bzw. (U, F) wie in Definition EZ51l. Setze

——1

¢=F oF: FYFWU)NFO)) —F (FU)NEFTD))
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<l

RQ

(die Abbildung ¢ ist nach Beispiel Z382 ein C* Diffeomorphismus) und
A = Matye, e} (dp-1)@) (die Jacobi-Matriz von ¢ in F~'(x)). Dann gilt

(giJ'(F 1(:::)))@}, = (gij(f_l(x)»i,j A,

Beweis: Wegen F o ¢ = F gilt nach der klassischen Kettenregel d,F" = dd)(y)F od,¢ fir
alle y € F~Y(F(U) N F(U)) und somit

OF .\ . a¢> =
&Ui(F () = dp1,, F(axl ZA

i-t® Spalte von A

()),

]Z
= 0:5]

woraus

gi(F(2)) = (o (F~H (), 8—%(?1(%)))

ki=1 O
2 1
= Z Ay gu(F(2)) - Ay
ki=1
; -1

folgt, fiir alle 4, j € {1,2}. O
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2.6 Normalenfelder und Orientierbarkeit

Fiir Kurven hatten wir immer eine Orientierung zur Verfiigung (siehe Abschnitt [CT3),
die durch den Durchlaufsinn festgelegt war. Fiir Flachen hat natiirlich der Durchlaufsinn
keinen Sinn. Wie kann man dann eine Flache orientieren? Grob gesprochen geht es dar-
um, “Seiten” einer Fléiche zu definieren (siche Definition EZ58). Als Uberraschung kommt
allerdings heraus, dass es nicht auf jeder Flache moglich ist (siehe Beispiele ZZ01).

Definition 2.55 Sei S C R? eine requldre Fliche.
i) Ein Normalenfeld auf S ist eine Abbildung N : S — R? s.d.
N(z) L T,S
gilt fiir alle x € S (d.h., (N(z),X) =0 fir alle X € T,.S).

i) Ein Einheitsnormalenfeld auf S ist ein Normalenfeld N : S — R3 mit | N(z)|| = 1
fiir alle x € S.

Bemerkungen 2.56

1. Ist N : S — R? Normalenfeld auf S, so ist fN : S — R3 auch Normalenfeld
auf S fir jede Abbildung f : S — R. Hat N keine Nullstelle (d.h, N(z) # 0
fir alle z € 5), so muss jedes Normalenfeld auf S von dieser Form sein, denn das
orthogonale Komplement 7,5+ zu T,S ist ein eindimensionaler Untervektorraum
vom R3.

2. Ist N : S — R? Einheitsnormalenfeld auf S, so ist =N : S — R3 auch Einheits-
normalenfeld auf S.

Normalenfelder kann man auf jeder Flache definieren, die sogar nirgends verschwinden.
Existieren aber stetige nirgendsverschwindende Normalenfelder auf jeder Flache?

Beispiele 2.57
1. Sei S := py + Ej eine affine Ebene. Sei n € Ef. Dann ist
N:S—R) =z N(z):=n,
stetiges Normalenfeld auf S. Gilt ferner ||n|| = 1, so ist N Einheitsnormalenfeld.
2. Sei S die Sphare. Dann ist
N:S—R* =z N(z):=un,

Einheitsnormalenfeld auf S (denn fiir jedes z € S? gilt ||| = 1 und 7,5 = at),
welches offenbar stetig auf S ist.
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3. Sei S das sogenannte Mdbiusband (siehe Beispiel ZZ875). Wir akzeptieren vorldufig,
dass S eine reguldre Flache ist. Dann gibt es kein stetiges Einheitsnormalenfeld auf
S. Wir geben dieses Ergebnis ohne Beweis an, deuten aber an, dass man sich da-
durch selbst davon iiberzeugen kann, dass man ein konkretes Mobiusband aus einer
Streife Papier bastelt, und sieht, dass alle Versuche, ein solches Einheitsnormalenfeld
global zu definieren, scheitern (es muss mindestens einen Punkt geben, in dem das
Normalenfeld nicht stetig ist). Der “Grund” (dies ist aber kein sauberer Beweis!)
dafiir ist, dass S nur eine Seite hat. Fiir schone Bilder dazu, siehe [I, Abschn. 3.4].

Definition 2.58

i) Eine regulire Fldche heif$t orientierbar g.d.w. es ein stetiges Finheitsnormalenfeld
darauf gibt.

ii) Eine Orientierung auf einer orientierbaren reguldren Fliche besteht aus der Wahl
eines stetigen Einheitsnormalenfelds auf der Flache.

iii) Fine orientierbare Fliche zusammen mit einer Orientierung nennt man orientierte
Flache.

Interpretation: Angenommen, S sei orientiert. Sei N das stetige Einheitsnormalenfeld,
welches die Orientierung von S liefert. Fiir jeden Punkt z € S induziert der Vektor
N(z) eine Orientierung des Vektorraums 7,5 wie folgt: eine Basis {u,v} von T,S wird
bzgl. dieser Orientierung genau dann positiv-orientiert, wenn {u,v, N(x)} eine positiv-
orientierte Basis von R? ist (wobei R? seine kanonische Orientierung triagt). Die Existenz
eines stetigen Einheitsnormalenfelds N auf ganz S besagt dann, dass diese Orientierung
von 1,5 “stetig von x abhangt”.

Lemma 2.59 Sei S C R? eine orientierte requlire Fliche und N das stetige Einheits-
normalenfeld, welches die Orientierung von S liefert. Ist (U, F') lokale Parametrisierung
von S mit U zusammenhdngend, so gilt entweder

OF OF
NoF(y) = oa1 (y) x Oxa (y)

155 () < S W)
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fir alle y € U oder N o F(y) = W fiir alle y € U. Insbesondere ist
oxq Oxo
N : S — R3 eine C Abbildung.

Beweis: Sei y € U. Da a_xl@)vaaTF( )} eine Basis von T, .S ist, muss g—fl(y) X g—f;(y)

nichtverschwindender Vektor sein, welcher senkrecht auf T S steht, und daher

~ g—ﬁ(y)xg—i(y)

M) = jrar e )

steht auch senkrecht auf 7\, .S und hat Norm 1. Wegen dim(7,, )SL) =1 gilt

No F(y) =e(y)N(y)

fiir ein e(y) € {—1,1}. Da aber N und - wegen F C* - N stetig sind, muss € : U —
{—1,1} auch stetig sein. Da U zusammenhingend ist, muss eigentlich ¢ konstant sein,
und somit gilt entweder N o F(y) = N(y) fiir alle y € U oder N o F(y) = —N(y) fiir alle
y € U. Bemerke letztens, dass N nicht nur stetig auf U sondern auch glatt ist. 0

Bemerkungen 2.60

1. Somit ist jede regulare Flache immer lokal orientierbar: um jeden Punkt z € S gibt
es eine offene Umgebung 2 in S s.d. {2 orientierbare regulare Flache ist.

2. Aus denselben Griinden wie im Beweis von Lemma sieht man, dass jede zu-
sammenhéngende orientierbare regulare Flache genau zwei Orientierungen besitzt
(denn fiir zwei stetige Einheitsnormalenfelder N und N ist {z € S| N(x) = N(z)}
nicht nur abgeschlossen sondern auch offen in 5).

Orientierbarkeit wird also durch die Existenz eines stetigen (oder glatten, das ist nach
Lemma das gleiche) Einheitsnormalenfelds auf einer gegebenen Fliache gepriift. Gibt
es allerdings innere Bedingungen (d.h., solche, die nur von der Fliche selbst abhédngen,
und nicht von dem umgebendenden R?), die dafiir sicherstellen konnen, dass eine Fliche
orientierbar ist oder nicht? Orientierbar oder nicht orientierbar sein, ist keine philosophi-
sche Frage, wie es Lemma P01l zeigt:

Lemma 2.61 FEine requlire Fliche S C R? ist genau dann orientierbar, wenn eine Fa-
milie (V;, pi); von lokalen Karten von S so ezistiert, dass

e U (V;nS) =S (die V; N S’s dberdecken S) und die V;’s sind zusammenhdngend,
1€

o firallei,j €l mitV;NV;NS # @ und fir alley € p;(V;NV; NS) gilt

det(d, (i, 0 7)) > 0. (2.3)
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Beweis: Angenommen, S sei orientierbar. Sei N : S — R3 ein stetiges Einheitsnorma-
lenfeld auf S. Sei x € S und (U, F) eine lokale Parametrisierung von S um x mit U
zusammenhéngend (bis auf Verkleinerung von U ist dies immer méglich). Nach Lemma
gilt dann: entweder det(g—fl(y), g—f;(y), N(F(y))) > 0 fiir alle y € U oder

det (2L (y), 2L (y), N(F(y))) < 0 fiir alle y € U. Im ersten Fall lassen wir (U, F) un-

Ox1 ? Do — —
verdndert. In zweiten Fall ersetzen wir (U, F') durch (U, F) wobei U = {(x1,72) €
R?s.d. (z9,21) € Uy und F : U — R®, F(x1,29) := F(xg, 7). Es ist leicht, zu zeigen,
dass (U, F) eine lokale Parametrisierung von S um x ist mit F'(U) = F(U) und

et (5 ), 1), N (Pl 1)) = et (50), 5 (0), N(F(3) > 0

fir alle y = (y1,y2) € U.

Um jedes « € S kann also eine lokale Parametrisierung (U, F') von S so gefunden werden,
dass det(g—fl(y), g—i(y),N(F(y))) > 0 fir alle y € U. O.B.d.A. - d.h., bis auf weitere
Verkleinerung von U - komme F' aus einer lokalen Karte von S (siche Proposition EZ1]):
wir diirfen annehmen, dass eine lokale Karte (V, ) von S um z existiert mit VNS = F(U)

und ¢, = F~'. Somit bekommt man eine Uberdeckung von S durch lokale Karten mit

1 1
880|Vms 880|Vms

8x1 ’ 8@

det ( (y), N(F(y))) >0 VYyepVns). (2.4)

Damit die Notationen nicht zu kompliziert werden, lassen wir die “, ,’s” weg. Es gilt

dann, fiir zwei lokale Karten (V) und (W, ), die (Z4)) erfiillen mit VN W NS # @:
dy( o 1) = dpr1y o dye™! fiir alle y € VNS N W, und bzgl. der Basen B :=

{%—(), % (y)} md B = {%— (oo (y), Br (o i(y)) von T, S gilt

{e1,e2}

J/

Mat {2} (dy (Yo ")) = Mat ) (dy1)v) -Matf (Idr,_, s)-Matf), ) (dye™"), (25)

12 12
somit
det(dy( 0 o)) = det(Mate ) (d, (v o 71)))
= det(Matg (Idr_,  s)).

-~

=M

Aus (Z3) folgt aber det ( < é\/‘[ ? ) ) > 0 (die Basen {B, N o F(y)} und {B',N o4 o
¢ '(y)} von R?® haben dieselbe Orientierung), d.h., det(M) > 0, und somit det(d, (¢ o
e ™)) >0fiiralley € o(VNSNW).

Umgekehrt setzen wir voraus, dass es eine Familie von lokalen Karten von S wie in der
Aussage gibt. Fiir jede lokale Karte (V, ) der Familie setze

% (p(x)) x %~ (p(z))
N(z) = 8:1:11 81_21
@) 122 (p(x)) x 22 (p(2))]]
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fir alle = < Vns. Dlles definiert ein globales glattes Einheitsnormalenfeld auf S, denn:
B .= {% — ( (x)), 85‘;2 (p(z))} ist Basis von TS (somit ist N(z) wohldefiniert, N( ) €

T,S* und ||N(x)|| = 1) und N hingt nicht von der lokalen Karte um x ab, weil fiir
jede Weitere Karte (W,%) der Familie um ein z € S die Basen {B, N(z)} und {B' :=

{2 e L((x), 22 (h(x))}, N(z)} von R? dieselbe Orientierung haben (det(Mat(Id)8") > 0

) Oz

nach (Z3) und (ZH)) und somit
% (p(2) x Z(p(r)) 2 (v(x)) x B (v(x))
1222 (0()) x 222 ()| 1122 (@) x 2 ()|

Lemma [Z6T] besagt, dass Orientierbarkeit fiir eine feste regulare Flache S dadurch nach-
gewiesen werden kann, dass man durch jede lokale Karte von S die Orientierung von R?
auf eine offene Teilmenge von S “zurtickzieht” , und priift, ob diese lokalen Orientierungen
miteinander vertraglich sind (das ist die Bedingung (Z3)); wenn ja (und genau dann),
dann ist S orientierbar.

Aus Lemma EZ6T folgt, dass die Orientierbarkeit fiir eine regulare Flache tatséchlich vom
R3 nicht abhangt (obwohl man Flachen immer nur in R® betrachtet hat!), denn lokale
Karten sind innere Daten der Flache (siehe Vorlesung Differentialgeometrie 1).

2.7 Die zweite Fundamentalform

2.7.1 Definition

Definition 2.62 Sei S C R? eine orientierte requlire Fliche und v € S. Sei N das
glatte Finheitsnormalenfeld zu S, welches die Orientierung von S liefert. Die Weingarten-
Abbildung von S in x ist definiert durch

W, :T,S — R?
X +— -T,N(X),

wobei T,N : T,,S — R3 die Tangentialabbildung von N in x ist.

Lemma 2.63 Die Weingarten-Abbildung von S in x ist ein Endomorphismus von TS,
d.h., es gilt W,(T,,S) C T..S.

Beweis: Wegen ||N(z')|| = 1 fiir alle 2’ € S gilt N(S) C S?, d.h., N nimmt seine Wer-
te in der Sphére an. Somit gilt T, N : T, — T S?. Es gilt aber Tn@)S? = N(z)*
(Beispiel Z42.3) und nach Definition von N(z) gilt N ()t =TS, was zu bewelsen war. [J

Wie rechnet man die Weingarten-Abbildung mit Hilfe einer lokalen Parametrisierung aus?
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Lemma 2.64 Sei S C R?® eine orientierte regulire Fliche und (U, F') eine lokale Para-
metrisierung von S. Dann gilt, fir jedes y € U und i,j € {1,2}:

i (Woaa (G 00 G- 0) = (N & Fl). 0200,

wobei N das glatte Finheitsnormalenfeld auf S ist, welches die Orientierung von S definiert.

Beweis: Aus den Definitionen von W, und g, folgt

10 (Wrio G0 5 @) = =Ty, NG, 50
- TV o P)e). )

- AW 5w

= g (e R SN0+ (Vo PO, (G0

In dieser Berechnung wurde die Produktregel (bzgl. des Skalarprodukts) angewendet so-
wie zweimal benutzt, dass das Differential und die Tangentialabbildung einer auf einer
offenen Teilmenge vom R? definierten differenzierbaren Abbildung iibereinstimmen (siehe
Beispiel Z46.3). Es gilt aber (NoF(y/), 2£(y/)) = 0 fiir alle 3/ € U wegen gTi(y’) €T, »5-

? axj

Daraus folgt die Behauptung. O

Korollar 2.65 Sei S C R? cine orientierte requlire Fliche und x € S. Dann ist W, bzgl.
der ersten Fundamentalform g, symmetrischer Endomorphismus von T,S, d.h., es gilt

92(We(X),Y) = g2(X, Wo(Y))
fur alle XY € T,S.

Beweis: Wahle eine lokale Parametrisierung (U, F') von S um z. Nach Lemma 64 und
dem Satz von Schwarz gilt dann

o (WG (P @) (P @) = (NG, 5 (P o)
- (V). 5y (P )

= 0 (WGP ). (P @),

Da g—i(F_l(:p)) IF (p=1(x))} Basis von 7,5 und (X,Y) — g.(W,.(X),Y) bilinear ist,

) Ox;

folgt die Behauptung. OJ
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Definition 2.66 Sei (U, F') eine lokale Parametrisierung einer orientierten requldren
Fliche S. Dann wird fir jedes y € U die 2 x 2-Matriz (hij(y)):; definiert durch

o (0) = 0y (Wi (G 1) 5 0)),

fir alle i,5 € {1,2}, d.h., (hij(y)):; ist die Matriz der Bilinearform

(X,Y) = gp,, Wi, (X),Y)

F(y)

in der Basis {g—i(y)) 2L (y)} won Ty,)S-

7 Oz

Definition 2.67 Die zweite Fundamentalform einer orientierten regularen Fldiche S in
einem Punkt x € S ist die symmetrische bilineare Abbildung

I, :T,8S xT,S — T,S" =RN(z)
(X,Y) — gu(Wa(X),Y)N(2),

wobei N das glatte Einheitsnormalenfeld auf S ist, welches die Orientierung von S liefert,
und W, die Weingarten-Abbildung von S in x.

Bemerkung 2.68 Wird die Orientierung von S gewechselt (d.h., wird N durch —N
ersetzt), so wird W, durch —W, ersetzt, die zweite Fundamentalform I, bleibt aber
dieselbe Abbildung. Somit kann die zweite Fundamentalform auf nichtorientierbaren re-
gularen Flachen definiert werden.

2.7.2 Krimmungen

Definition 2.69 Die Hauptkrimmungen einer orientierten reqularen Flache S in einem
Punkt x € S sind die Figenwerte der Weingarten-Abbildung W,

Bemerkung 2.70 Die Hauptkriimmungen von S in x sind wohldefinierte reelle Zahlen,
denn W, ist symmetrischer Endomorphismus von 7,5, und (siehe Linearalgebra) jeder
symmetrischer Endomorphismus eines euklidischen Raums lasst sich in einer o.n.B. dia-
gonalisieren und hat reelle Eigenwerte.

Warum heiflen diese Eigenwerte Krimmungen?

Lemma 2.71 Sei S eine orientierte requldre Fliche und x € S fest. Sei X € T,S mit
9:(X, X) = || X||* = 1 und setze E := x+Span(X, N(z)) C R3. Die Ebene Span(X, N(z))
trage die Orientierung der Basis {X, N(x)}. Sei, fir e > 0 hinreichend klein, ¢ ;] —e,e[—
E N S nach Bogenlinge parametrisierte Kurve mit ¢(0) = x und ¢(0) = X.
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c:]—e,e[— SN (z+ Span(X, N(x)))

Dann gilt

9:(Wa(X), X) = £(0),

wobei k die Krimmung der ebenen Kurve c ist.

Beweis: Zuerst muss folgende Behauptung bewiesen werden.
Behauptung: Eine solche nach Bogenlange parametrisierte Kurve c existiert.
Beweis der Behauptung: Sei V' offene Umgebung von z in R? und 7 : V' — R Submersion
mit V' NS = 771({0}) (ein solches Paar (V, ) existiert nach Proposition EZT9). Dann ist
) := ENYV eine offene Umgebung von z in E. Setzt man FEy := Span(X, N(x))), so
ist (g := —x +  offene Umgebung von 0 im zweidimensionalen Vektorraum FEj. Die
Abbildung 7 : Qy — R, y +— w(x + y), is offenbar C* und es gilt domo(N(z)) =
d,m(N(z)) # 0 wegen T,,SNEy = Ker(d,m)NEy = RX. Aus dem Satz iiber Submersionen
(Satz 1Y) folgt die Existenz einer offenen Umgebung Wy von 0 in €2y und eines C'*°
Diffeomorphismus ¢ : Wy — (W) (mit o(Wy) offen in R?) s.d. mp 0 o1 (y) = yo gilt
fir alle y € o(Wp). O.B.d.A. sei o(Wp) der Form | —e,e[x] — ¢, ] fiir ein € > 0. Es gilt
dann

(z+Wo) NS =2+ ({0}) = {z+¢ " (41,0) |1 €] — e, e[}

und | — g,e[> (z+ Wy) NS, t — x4+ ¢ 1(,0) ist eine regulir parametrisierte Kurve,
die in NS verlauft mit ¢(0) = 2 und &(0) = AX fir ein A € R (denn %—(y1,0) €
Ker(dy-1(y, 00m0) = Ker(dytp-1(4,,07)). Nach eventueller (orientierungserhaltender oder
orientierungsumkehrender) Umparametrisierung von ¢ nach Bogenlédnge kann auflerdem

d(0) = X erreicht werden. Vv
Nach Definition von W, gilt:
9:(Wa(X), X) = —(Tuo)N(c(0)),¢(0))
= ((N © ¢)'(0),¢'(0))
= —({(Nocd) )(0)+ (N oc0),c(0))
a,_/
=0 (N(x) LT S)

Prop. [T k(0){N o ¢(0),n(0)),

wobei n :] — e,e[— Span(X, N(z)) das Normalenfeld zu ¢ ist (siche Definition [32).
Auflerdem gilt ¢/(0) = X und {X, N(z)} ist p.o.n.B. von Span(X, N(x)), insbesondere
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gilt n(0) = N(z) und somit

9:(Wa(X), X) = w(0)(N(2), N(x)) = £(0).

OJ
Insbesondere gilt, fiir X := X; Eigenvektor von W, zum Eigenwert \; mit || X;|| = 1:
wobei k; die Krimmung einer nach Bogenliange parametrisierten Kurve ¢ :] — g,e[—

(x + Span({X;, N(z)})) N S ist mit ¢(0) = z und ¢/(0) = X;. Die Hauptkritmmungen sind
also wohl Kriimmungen ebener Kurven.

Definition 2.72 Sei S C R?® orientierte requlire Fliche. Ein Punkt x € S heifit genau
dann Nabelpunkt von S, wenn ein A € R so existiert, dass W, = \-1dr,g gilt (d.h., wenn
beide Hauptkrimmungen von S in x gleich sind).

Beispiele 2.73

1. Sei S := py + Ej eine affine Ebene. Die regulare Flache S ist orientierbar, und fiir
N :S — R3 N(z) := n (wobei n € Ef mit ||n|| = 1) gilt W, = -T,N = 0
(die Abbildung N ist konstant auf S) fiir jedes x € S, d.h., jeder Punkt von S ist
Nabelpunkt.

2. Sei S der Graph einer C* Funktion h : U — R (wobei U C R? offen ist). Auf S
kann folgendes C*° Einheitsnormalenfeld definiert werden (siche Lemma EZ0J):

22 (P () x 25(F(x))

N(ZL‘) — Oz dza :
155 (F=1(2)) x 5o (F~'(x))
Y1
wobei F' : U — R3, F(y) := Yo . Nach Berechnung der partiellen Ableitungen
h(y)
von F' bis um die zweite Ordnung in y € U ergibt sich
. 55 )
NoF(y) = — 50 (Y)
1+ [|grad,hl|? 1
an(y) : )
mit grad,h = ( i ) und F24—(y) = 0 fir alle 7,5 € {1,2}.
8_@(?/) Eatd 82h ( )
8mi8xj
Damit bekommt man, fiir alle y € U,
1 0%h
)y = (2 ()
( J(y)) »J ||2 axzaxj (y) i

1+ ||grad,h
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3. Sei S := S?. Dann ist S orientierbare reguldre Fliche, und fiir das durch N(z) := x

auf S definierte glatte Einheitsnormalenfeld N gilt:
W, =-T,N = —Idr,s

fiir alle x € S. Insbesondere ist jeder Punkt der Sphéare Nabelpunkt, und bzgl. jeder
lokalen Parametrisierung (U, F) von S gilt

(hij(¥))ij = —(9i5(Y))i;-

T

4. Sei S = {:p = 2z | eR¥sd 23 +2%= 1} = S x R der Zylinder von Radius

T3
1 um die x3-Achse.

Bemerke zuerst, dass S C R?\ Rez Niveaufliche von 7 : R¥\ Rez — R, 7(z) :=
22 + 22 (die eine Submersion R?\ Res — R ist) ist und somit orientierbare regulire

T1
Fliache. Wegen TS5 = Ker(d,m) = | 2 fiir jedes x € S kann man als glattes
0
€
Einheitsnormalenfeld N(z) := | x2 | auf S definieren.
0
X
Es gilt dann, fir jedes X € T, € R* W,(X) = — [ X, |. Eine p.o.n.B von
0
—X2 0
T,S wird aber gegeben durch {u(x) = T o(x):=10 }, somit gelten
0 1

W, (u(z)) = —u(x) und Wy(v(z)) = 0, d.h., es gilt

-1 0
Mat fu(a),0()} (Wa) = ( 0 0 ) '
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Die Flache S hat in jedem Punkt zwei Hauptkriimmungen, 0 und —1.

Definition 2.74 Sei S C R? orientierte requlire Fliche und v € S.

1.

Eine Hauptkrimmungsrichtung von S in x ist eine lineare Gerade in TS, die in
einem Eigenraum von W, enthalten ist.

Fine Krimmungslinie von S in x ist eine requlir parametrisierte Kurve ¢ : I — S
s.d. d(t) in einer Hauptkrimmungsrichtung von S in c(t) enthalten ist, fir alle
tel.

Beachte, dass immer ¢'(t) € T,)S gilt, falls ¢ : I — S ableitbare Abbildung ist. Bemerke
auch, dass beide Begriffe auf nichtorientierbaren Fléachen definiert werden konnen.

Beispiele 2.75

1.

Ist S eine affine Ebene oder die Sphire S2, so sind fiir alle z € S alle linearen Geraden
in 7T, S Hauptkriimmungsrichtungen von .S in x. Daraus folgt insbesondere, dass alle
regular parametrisierten Kurven auf S Krimmungslinien sind.

Ist allgemeiner x Nabelpunkt von S, so sind alle linearen Geraden in TS Haupt-
kriitmmungsrichtungen von S in z.

Ist S = S* x R der Zylinder vom Radius 1 um die z3-Achse (Beispiel EZT33)
und z € S gegeben, so gibt es genau zwei Hauptkriimmungsrichtungen von S in
x: die Geraden Ru(z) und Ru(z) (in den Bezeichnungen von Beispiel EZ7313). Die
Kriimmungslinien von S in z sind die waagerechten Kreishogen und die senkrechten
Geradenstrecken durch x.

Definition 2.76 Sei S C R? orientierte requlire Fliche und x € S.

i) Die Gauss-Kriimmung von S in x ist definiert durch

K(x) :=det(W,) € R.

ii) Die mittlere Kriimmung von S in x ist definiert durch

H(z) = %tr(Wx) € R,

wobei ‘tr” die Spur bezeichnet.

i11) Das mittlere Kriimmungsfeld von S in x ist definiert durch

H := H(z)N(x).

Bemerkungen 2.77

1. Sind Ay (z) und Ay(z) die Hauptkriimmungen von S in x (bzgl. eines festen Einheits-

normalenfelds N auf S), so gilt
K(zx) = A(z)\(x)
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2. Wird die Orientierung von S umgekehrt (d.h., wird N durch —N ersetzt), so bleibt
K dieselbe (denn W, wird —W, und det(—W,) = (—=1)*det(W,) = det(W,)) und
so andert sich H um ein Vorzeichen (denn tr(—W,) = —tr(W,)); das mittlere
Kriimmungsfeld bleibt allerdings unverandert. Daraus folgt insbesondere, dass K,
H? und H auf nichtorientierbaren regularen Flachen definiert werden konnen.

Gibt es einen Zusammenhang zwischen der Gauss- und der mittleren Kriitmmung?

Proposition 2.78 Sei S C R? cine regulire Fliche und x € S gegeben. Dann gilt
K(z) < H(x)*,
mit Gleichheit genau dann, wenn x Nabelpunkt von S ist.

Beweis: Sei N in einer Umgebung von z in .S definiertes C'*° Einheitsnormalenfeld auf S.
Seien A;(z) und Ay(x) die Hauptkriitmmungen von S in x bzgl. N. Dann gilt:

#@) - K() = 20y ()

A (x)? —2A1($)A2(w)+ Ao ()’

4
SGERNUIN

= (

was die Ungleichung beweist. Die Gleichheit gilt genau dann, wenn A\ (z) = Ay(z) gilt,
d.h., wenn beide Hauptkriimmungen von S in z gleich sind. U

Wie rechnet man allgemein die Hauptkriimmungen, die mittlere und die Gauss-Kriitmmung
mittels einer lokalen Parametrisierung aus?

Proposition 2.79 Sei S eine orientierte requldre Fliche und (U, F) eine lokale Para-
metrisierung von S. Dann gilt, fir jedes y € U und bzgl. der Basis {g—i(y), g—i(y)} von
Tr)S:

(hij(W))ig = (95 ()i - Mat(Wey)).

Insbesondere gilt
_ 1 ~1
HoF(y) =gtr((9:(1)i; - (hi(¥))is)
- det((hij (y))ig
Ko F(y) =det ((95()i) - (hij(1))iy) = Triasigs
und H und K sind C* Abbildungen auf S.

Beweis: Die erste Identitat folgt unmittelbar aus folgender Behauptung aus der Linearal-
gebra.
Behauptung: Ist f Endormorphismus eines n-dimensionalen euklidischen Raumes (V, (- ,))
und B = (v})1<j<n eine beliebige Basis von V', so gilt fiir die Matrizen H der Bilinearform
(X,Y) — (f(X),Y) bzw. G der Bilinearform (X,Y) — (X,Y) bzw. M von f in der Basis
B

'H=G- M.
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Beweis der Behauptung: Fir jede 1 < 4,5 <n gilt nach Definition
Hy = (f(vi),v)

= ZMki<Uk7Uj>
=1

= ZMkinj
=1

= > Gy
k=1
= (G- M),

was zu beweisen war. V
Man wende die Behauptung an mit V' = T,S, (-,-) = ¢,, f = W, und wéhle als Basis

B = {g—i(Fﬁl(:p)), g—i(Fﬁl(x))}. Die beiden letzten Identitaten folgen direkt aus dieser.

Bemerke dann, dass die auf der rechten Seite stehenden Ausdriicke C'*° von y abhéngen.

O

2.7.3 Geometrische Interpretation der Gauss-Krimmung

Wie bei Kurven wollen wir die “lokale Gestalt” einer regularen Flache von ihrer “Kriim-
mung’ ablesen. Das zentrale Ergebnis, welches es uns erlaubt, ist folgender Satz:

Satz 2.80 Sei S C R? requlare Fliche und x € S ein Punkt. Dann existiert eine lokale
Parametrisierung (U, F') von S um x mit den folgenden FEigenschaften:

i) 0 €U und F(0) ==,

i) (gij(o))lgi,j§2 = Iy,

iii) (%(0)) — 0 fiir alle k € {1,2},

1<i,j<2
w) Fir alley € U gilt

2

wobes N() := ||§%(F*l(x>)x§7*;(w(m>>||‘

Beweis: Wir wéhlen eine beliebige lokale Parametrisierung (U, F') von S um x und &ndern
sie schrittweise, bis alle Eigenschaften i) — iv) erfiillt sind.

Sei erstens yo = F~'(z) € U und setze Uy := —yo + U. Betrachte die Abbildung
Fy : Uy — R3 Fy(y) := F(y + yo) fur alle y € Uy. Da eine Verschiebung ein C*
Diffeomorphismus des R? ist, ist [y : Uy — R3 eine lokale Parametrisierung von S um x
mit 0 = —yo + yo € Up und Fy(0) = F(yo) = z, somit ist i) fur Fy erfiillt. Um zusétzliche
Notationen zu vermeiden, bezeichnen wir die neue lokale Parametrisierung (Uy, Fy) wieder

mit (U, F).
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Um i) zu erreichen, verkniipfen wir F' mit einer geeigneten linearen Transformation des
R?. Fixiere dafiir eine o.n.B. {X, Xy} von T,S. Da doF : R? — T,.S ein linearer Iso-
morphismus ist (siehe Proposition ZZ40), existieren genau zwei Vektoren Y7, Y, von R? mit
doF(Yy) = X, k = 1, 2. Definiere die lineare Abbildung A : R? — R? durch A(e;) := Yy,
k =1,2. Wegen der linearen Unabhéngigkeit der beiden Vektoren Y7, Y5 ist A ein linearer
Automorphismus von R2. Setze U := A™Y(U) und F := Fo A: U — R® dann ist (U, F)
eine lokale Parametrisierung von S um x mit 0 = A~1(0) € U, F(0) = F(0) = x und nach
Anwendung der Kettenregel bekommt man

——(0) = doF'(A(er)) = doF(Yy,) = X,

fir alle £ = 1,2. Da {X7, X5} eine o.n.B. von TS ist, gilt insbesondere fiir die Koeffi-

zienten der ersten Fundamentalform g;;(0) = <g§(0), 3—5(0» = (X;, X;) = ¢;; fiir alle

1 <4,j < 2, somit sind i) und i) fiir (U, F) erfiillt. Wiederum bezeichnen wir die neue
lokale Parametrisierung mit (U, F') statt (U, F).

Im letzten Schritt wollen wir 4i7) und iv) gleichzeitig durch eine geeignete “quadratische”
Variablentransformation erreichen. Wir suchen namlich nach einem - in der Nahe des
Ursprungs definierten - Diffeomorphismus ¢ so, dass F:=Fo ¢ die Eigenschaften i), i7)
und 7v) besitzt. AnschlieBend zeigen wir, dass iii) dann auch automatisch erfiillt ist.
Um zuerst i) und i) fiir F' zu behalten, fordern wir ¢(0) = 0 sowie dop = Idge. Die
Taylor-Entwicklung bis um die 2. Ordnung von F in der Néhe von 0 lautet dann

2

P = O+ il ) + Z 5550+ Oy

fiir alle y € R? nahe genug an 0 (zur Erinnerung steht O(||y||?) fiir eine - hier vektorwertige
- Abbildung in der Nihe des 0 € R? mit ||O(]|y]|®)|| < M||y||® fiir ein M € R, welches
unabhéngig von y ist). Wegen der Annahmen an ¢ und der Eigenschaften i) — i) fiir F
gilt F(0) = F(0) =  und doFF = doF o dyp = dyF, insbesondere gilt 372(0) = X, fir
alle k = 1,2. Damit sind schon i) und #) fiir F erfiillt. Nun berechnen wir die zweiten
partiellen Ableitungen von F'. Dazu bezeichnen wir wie iiblich die Koordinatenfunktionen
von ¢ mit ¢ = (¢1, p2), wobei gy eine reellwertige Funktion ist. Wegen

OF &Pl
= d
&yk( ) &yk Z ayk 8191 y))

fiir alle y nahe 0 gilt beim Ableiten

2F 0 (=0 OF
0) = b O il
8yiayj( ) 81%'( — 0y, ’ My o >y—o
2 2
o) OF O Ok OPF
= 0)2—((0)) + ==4(0
Zayiayj( )8yl ((0)) &yj( ); )&yk@yz
_ i 0 SOk - 8901 (0) O*F
< y;0y OyrOy;
D¢
— 0
25’ 5‘.% ; " ]lé‘ykayz
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2
0PF
—1 y] Yi0Y;

Insgesamt bekommt man fiir die obige Taylor-Entwicklung von F um 0:

—fc+Zkak+ Zyz%(a o >+Z§;§ (0)X) + Offlyl).

Eigenschaft iv) fiir F gilt genau dann, wenn die Orthogonalprojektion jedes Vektors

8‘32;; -(0) € R® (mit 1 < 4,5 < 2) auf T,.S verschwindet, siche Lemma 64 Die letzte
10Yj

Identitat zeigt, dass dies zu %(O) = —( 83;52 - (0), Xj) fiur alle k = 1,2 dquivalent ist.

Dies fithrt zur folgenden Definition fiir ¢: man setze ¢ := (1, 2) mit

1< 9°F
or(y) = i 5 ;j:lyzyﬂayiayj (0), X&)

fir alle y € R?. Die Abbildung ¢ ist offensichtlich eine C*°-Abbildung R? — R? und
erfiillt ¢(0) = 0 sowie dop = Idg2, insbesondere induziert ¢ einen C*-Diffeomorphismus
U — ¢(U), wobei U eine offene Umgebung von 0 im R? ist (Umkehrsatz!). Bis auf Ver-
kleinerung von U kann ¢(U) C U angenommen werden. Nun erfiillt (U, F := F o ¢) auch
Eigenschaft iv) nach Konstruktion von ¢.

Als letztes zeigen wir, dass auch i) erfiillt ist. Fiir die Koeffizienten der ersten Funda-
mentalform bzgl. (U, F) gilt, fiir alle 1 < 1,7,k < 2,

93ij PF OF OF PF
2 ) = 0), =—(0)) + (=—(0), 0
&yk( ) &ykayi( ) &yj( ) <8yz( ) yx0y; N
= ha(0)(N(2), X;) + hi; (0){Xi, N ()
=0
wegen (X, N(z)) = 0 fiir alle £ = 1,2. Damit ist der Beweis zu Ende. O

Man beachte, dass die in Satz Z80 gewonnenen Eigenschaften fiir (U, F') nur “im Punkt
2”7 gelten. Im Allgemeinen kann zum Beispiel nicht angenommen werden, dass g;;(y) = d;;
fir alle y € U erfiillt ist (Ubungsaufgabe: warum?).

Definition 2.81 Sei S C R? orientierte requlire Fliche. Ein Punkt x € S heifst genau
dann

i) elliptisch, wenn K(x) > 0 gilt.

i) hyperbolisch, wenn K(x) < 0 gilt.
iii) parabolisch, wenn K(x) =0 und W, # 0 gelten.
iv) Flachpunkt, wenn W, =0 gilt.

Satz Z80 kann nun zur Bestimmung der lokalen Gestalt einer orientierten regularen Flache
S angewendet werden. Sei x € S ein fester Punkt. Nach Satz [ZK{ existiert eine lokale
Parametrisierung (U, F') von S um z, welche i) — iv) gentigt. Bis auf ein O(]|y|]?) - was
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klein im Vergleich mit allen anderen Summanden ist - kann dann F(U) als Graph der
Funktion = + 11 X7 + 1y X5 — %Z?,j:l hij(0)y;y; iber x + TS angesehen werden, mit
Werten in R - N(z). Diese Funktion ist aber eine quadratische Form, deren Graph einfach
zu beschreiben ist:

e Fall K(z) > 0: In diesem Fall ist z elliptischer Punkt von S. Die Hauptkriimmungen
von S in x sind dann entweder beide positiv oder beide negativ, und die entspre-
chenden Kriimmungslinien biegen in dieselbe Richtung. In dem Fall sieht S lokal
um x einem Paraboloid aus.

o Fall K(x) < 0: In diesem Fall ist = hyperbolischer Punkt von S. Die Haupt-
kriitmmungen von S in x haben entgegengesetzte Vorzeichen, d.h., eine der beiden
Kriimmungslinien biegt in Richtung des Normalenfelds, die andere in die andere
Richtung. Die Flache S sieht lokal um z einem Sattel aus (der Punkt = heifit Sat-
telpunkt von S).

o Fall K(z) = 0 und W, # 0: In diesem Fall ist x parabolischer Punkt von S. Eine
der beiden Kriimmungslinien hat verschwindende Kriimmung an der Stelle z, die
andere aber nicht. In dem Fall sieht S lokal um x einem gebogenen Halbzylinder
aus.

o Fall W, = 0 (insbesondere K(x) = 0): In diesem Fall ist « Flachpunkt von S.
Beide Kriimmungslinien haben verschwindende Kriimmung an der Stelle z. Es gibt
daher keine allgemeine Aussage iiber die lokale Gestalt von S um z: verschiedene
geometrische Situationen konnen hier auftreten.

Schone Bilder dazu konnen in [I] gefunden werden.

Wir schliefen diesen Abschnitt mit einem Satz ab, der die geometrische Bedeutung der
Gauss-Krimmung veranschaulicht.

Satz 2.82 Sei S C R?® kompakte regulire Fliche. Dann existiert ein Punkt v € S mit
K(x) > 0.

Beweis: Aus dem Satz von Heine-Borel (siehe z.B. [3]) folgt, dass S beschrénkt und ab-
geschlossen im R? ist. Insbesondere existiert ein R €10, +oo[ mit S C B(0,R) := {x €
R? s.d. ||z|| < R}. Setze

Ry := inf [{R s.d. S C B(0,R)}.

Re€]0,+00

Bemerke, dass Ry € [0, +oo[ wohldefinierte reelle Zahl ist.

Behauptung: Es gilt S C B(0, Ry) (insbesondere gilt auch Ry > 0).

Beweis der Behauptung: Angenommen, es gelte S & B(0, Ry). Sei z € S\ B(0, Ry). Da
B(0, Ry) abgeschlossen ist, existiert ein ¢ > 0 mit B(x,e) N B(0, Ry) = @. Es gilt dann
x ¢ B(0, Ry + ¢), sonst wiirde nach der Dreiecksungleichung

Ry

—
(|

& | = llz]] = Ro| = [|z]| — Ro < €
gelten, somit wiirde das Element ﬁx € B(0, Ry) auch in B(z,¢) liegen, d.h., es wiirde

ﬁ%lx € B(0, Ry)NB(x,¢) gelten, Widerspruch zur Wahl von e. Die Definition von Ry wird
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damit durch S & B(0, Ry + ¢) widersprochen. Vi

Behauptung: Es gilt S N .S*(0, Ry) # @, wobei S%(0, Ry) := {z € R3 s.d. ||z|| = Ry}.

Beweis der Behauptung: Angenommen, es ware falsch. Dann wére der Abstand
d(S,S%(0, Ry)) :=inf{||lz —y||, z €S, yeS*0,Ry)}

grofer gleich einem ¢ > 0 (die Abbildung S x S?(0, Ry) — R, (z,y) — ||z — y]|, ist
stetig auf dem kompakten topologischen Raum S x S?(0, Ry), sie erreicht insbesondere
ein Minimum darauf). Damit wiirde

S C E(O,Ro —6)

gelten (denn fiir jedes z € S gilt & — —=2 || >  und somit gilt wegen ||z — I ”:cH =

€52(0 Ro)
|||lz]| — Ro| entweder |z|| > Ro + ¢ oder ||z|| < Ry — ¢€), was ein Widerspruch zur
—_——

ausgeschl. wegen SCB(0,Ro)
Definition von R, ware. vV

Behauptung: Sei x € SN S?(0, Ry). Es gilt: T,,S = T,S*(0, Ry) = x+.
Beweis der Behauptung: Sei ¢ ;| —¢,e[— S C* parametrisierte Kurve mit ¢(0) = z. Wegen
S C B(0, Ry) gilt

JeO) = 5 = max ()]
Wegen t — ||c(t)||* C* gilt dann (||c||*)'(0) = 0, d.h., {¢/(0), z) = 0, somit gilt T,,S C z*.
Da aber TS und 7,5%(0, Ry) = 2+ zweidimensional sind, gilt 7,5 = z+.

Behauptung: Fiir ein solches z € S N S?(0, Ry) gilt K(x) > R2 > 0.
Beweis der Behauptung: Sei X € T,.S mit ¢,(X, X) = 1. Wir zeigen |g.(W,(X), X)| > RLO
Die Behauptung folgt direkt daraus da dann entweder g, (W,(X), X) > 7 fiir alle solche

X’s oder g, (W,(X),X) < —— fiir alle solche X’s (die Funktion X +— gx(Wx(X),X) ist
stetig auf dem Kreis {X € T, S | X|| = 1}, und ein Kreis ist zusammenhéngend) und in
beiden Fallen gilt det(W,) > 7.

0

Es gilt nach Lemma 71 g, (W, (X), X) = (0), wobei £ die Kriimmung einer nach Bo-
genldnge parametrisierten (ebenen) Kurve ¢ :] — e,e[— S N {z + Span(X, N(z))} mit
¢(0) = z und (0) = X. Die C*° Abbildung f :] —¢,e[— R, f(t) := ||c(t)||* erreicht aber
dann ihr Maximum in 0: f(0) = R2 > f(¢) fir alle ¢ €] — ¢, ¢[. Insbesondere gilt auch
fl/(O) S O,

d.h., (¢"(0), ¢(0)) + [ (0)]|* < 0, oder noch

k(0)(n(0),z) +1 <O0.
Zusammen mit n(0) = N(z) = £~ (denn es gilt ||lz[| = Ro) ergibt sich

1 < =£(0){n(0), z) = [r(0)(n(0), Ron(0))| = |x(0)| Ko,
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d.h., |k(0)| > R%)v was zu zeigen war. vV
Der Satz ist somit bewiesen. O

Die Aussage dieses Satzes entspricht der Vorstellung, dass ein Punkt auf S mit maximalem
Abstand zum Ursprung 0 € R? einem elliptischen Punkt aussehen muss, es sei denn man
konnte einen weiteren Punkt auf der Fléache mit groflerem Abstand zu 0 finden. Bemerke,
dass dies fiir nichtkompakte Flachen natiirlich nicht gilt (betrachte z.B. eine affine Ebene).

2.7.4 Minimalflachen

Definition 2.83 Eine regulire Fliche S C R3 heifit genau dann minimal, wenn H=0
gilt, wobei H das mittlere Kriimmungsfeld von S in R3 ist.

Beispiele 2.84

1. Sei S eine affine Ebene. Dann verschwindet die zweite Fundamentalform auf S,
insbesondere ist S Minimalflache.

2. Sei S die Kettenfliche (oder noch das Katenoid genannt), die definiert ist durch

cosh(y1) cos(y2)
S = { cosh(yy)sin(y2) |, (y1,y2) € RQ}.
Y1
cosh(y; ) cos(yz)
Die Abbildung F : Rx]0,27[— R3, F(y) := | cosh(y;)sin(ys) |, ist lokale Para-
1
metrisierung von S (Ubungsaufgabe); durch das Ersetzen von |0, 27| durch | — 7, 7

bekommt man eine weitere lokale Parametrisierung von S und S kann insgesamt
durch diese zwei lokalen Parametrisierungen beschrieben werden.

sinh(y1) cos(ys)
Es gilt, fir alle y € Rx]0,27[: g—i(y) = sinh(y;) sin(y2) | bzw. g—i(y) =
1
— cosh(y1) sin(y2)
cosh(yy) cos(yz) und somit
0

[ —cos(u)
NoF(y):=——— | —sin(ye)
cosh(y1) sinh(y;)

definiert ein C'* Einheitsnormalenfeld auf F'(Rx]0,27[). Die Matrizen der ersten
bzw. zeiten Fundamentalform von S beziiglich (U, F') sind gegeben durch

ez =0t (o 1) b sz =( 7).
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Daher gilt fiir die Matrix von Wg,) in der Basis {g—fl(y), g—f;(y)} von T, S:
1 -1 0
Mat(W = ——0
i) = o (0 1)

insbesondere verschwindet die mittlere Kriimmung, d.h., S ist Minimalflache. Fiir
Bilder von S siehe [IJ.

3. Sei S die Wendelfliche (oder noch das Helikoid genannt), die definiert ist durch

s cos(t)

S = { ssin(t) |, (s,t) € ]R2}.
t
s cos(t)
Die Abbildung F : R? — R3, F(s,t) := | ssin(t) |, ist globale Parametrisierung
t
von S (Ubungsaufgabe). Es gilt, fiir alle (s,t) € U,
r cos(t) r —ssin(t)
a—(s,t) = | sin(t) | und a—(s, t)y=1| scos(t) |,
Os 0 ot 1

somit ist die Matrix der ersten Fundamentalform von S beziiglich (U, F') gegeben

durch
1 0
(gij<87t>)1§i7j§2 = ( 0 241 ) .

Ein glattes Einheitsnormalenfeld auf S in F(s,t) (mit (s,t) € U) ist gegeben durch

(m
9 (s,t) x 98
oF
ot

(s,1)
N(F(s,t)) = -2 ;
12 (5,1) x 25,0
sin(?)
wobei 25 (s, 1) x 25(s,t) = | —cos(t) |. Daraus folgt:
s
1 sin(t)
N(F(s,1)) = — cos(t
(Flost) = g | —eonl
Es gilt auflerdem
0
0*F
Gt = |0
aQF —Sln(t)
838t(5’t) = cos(t)
0
2 —scos(t)
%tf(s,t) = —ssin(t) |,
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somit folgt aus Lemma [Z64] dass die Matrix der zweiten Fundamentalform von S
beziiglich (U, F') und N gegeben ist durch

1 0 -1
(hij(s,t))lgi,jSQ - 211 < 1 0 ) .

Daher gilt fiir die Matrix von Wg(,, in der Basis {g—fl(s, t), g—i(s, t)} von Tp(sp)S:

1 0 1
Mat(Wp(sy)) = BV ( L ) ,
s24+1

insbesondere verschwindet die mittlere Kriitmmung, d.h., S ist Minimalflache. Fiir
Bilder von S siehe [IJ.

Sei S := Graph(h), wobei h : U — R glatt ist mit U C R? offen. Ein glattes
Einheitsnormalenfeld auf S ist gegeben durch

— 2 (y)
1 Oh
No F(y) = —50. ) |
1+ ||grad,hl|? 1
Y1
wobei F : U — R3 F(y) = Yo globale Parametrisierung von S ist und
h(y)
Oh
grad,h = ( 91 Eyi ) den Gradienten von h in y bezeichnet. Beziiglich dieses N
2
lautet die Matrix A von Wg(, in der Basis {%Fl(y), g—;;(y)} von T, S:
h 02h oh 02h
A = 1 —
oa+ ngad Bll) < 8x1 72 VG, )+ 0+ 5 ) 52 )
d9°h oh 0°h
Ap = 1 2
. (1+ ||grad IBE ( 8$1 3962 >8$% )+ {1+ 0z 01109 (y))
02h Ooh d0%h
Ay = 1 2
e ngad h?) < 8:1:1 61’2 W) g2 W)+ 0+ 5 W) 500, )
1 oh Oh 0°h Oh 0°h
Ay = — 1+ — .
. (= 90 @5, W 5 @ + 0+ )55 0)

(1 + [lgrad, 2>z
Die mittlere Kriimmung von S bzgl. N wird also gegeben durch

1 oh d%h 8h 5 0%h
HoF(y) = (1 + + (14— =
PO = mat (U o 05 @ (1 5

1’2

-2

oh oh 02%h
G W) )5 (v))-

Die Bedingung, fiir S Minimalfldche zu sein, ist dquivalent zur folgenden (nichtli-
nearen) partiellen Differentialgleichung auf U:
Ooh d2h oh d2h oh Oh 0°h
14+ — 1 -2
(L4 G G @)+ (L4 S50 ~ 25 )5 W) 55)

Z.B. liefert die Einschrinkung h auf U einer affin-linearen Abbildung R? — R eine
Minimalflache (der Graph von h ist dann eine offene Teilmenge einer affinen Ebene).

=0.
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5. Die euklidische Sphére ist natiirlich keine Minimalfldche (denn je nach Wahl von N
gilt W, = +Idr,¢ fiir alle z € S?, siehe Beispiel ET3.3).

Man kann sich allerdings fragen, ob kompakte Minimalflachen iiberhaupt existieren.
Proposition 2.85 FEs existiert keine kompakte requlire Minimalfliche in R3.

Beweis: Angenommen, es gabe eine, nennen wir sie S. Dann wiirde einerseits nach Pro-
position die Ungleichung K < 0 auf S gelten, und andererseits wiirde nach Satz .82
mindestens ein Punkt = € S existieren mit K (z) > 0, Widerspruch. OJ

2.8 Einige weitere Klassen von Beispielen

2.8.1 Regelflachen

Die Regelflachen sind im Wesentlichen die Flachen, die von Geraden erzeugt werden.

Betrachte eine reguldr parametrisierte Kurve ¢ : I — R3 (wobei I C R offenes Intervall
ist) und eine weitere glatte Abbildung v : I — R3\ {0}. Setze

F:IxR — R3
y=(y1,52) — c(y1) +y0(y1).

Das Bild von F' kann so beschrieben werden: in jedem Punkt c(x;) betrachte man die
affine Gerade in R?, die durch c(z) lduft und v(z;) als Richtungsvektor besitzt. Das Bild
von F' ist dann die Vereinigung dieser Geraden.

v(t)
c(t)

Ist dies eine regulare Flache? Die Abbildung F' ist zwar C'°, i.A. aber wegen 3_51@) =

d(y1) + y2v'(y1) und g—;(y) = v(y;) keine Immersion. Setzt man aber zusétzlich voraus,
dass in jedem y; € I die Vektoren ¢/(y;) und v(y1) linear unabhdngig sind, so sind auch
g—i(yl, 0) und g—fQ(yl, 0) linear unabhéngig; aus Satz 2T folgt, dass fiir jedes y; € I offene
Umgebungen [, bzw. J,, von y; in I bzw. von 0 in R so existieren, dass F'(,, x J,,) eine
regulére Fliche und F': I, x J,, — F(I,, x J,,) Homéomorphismus ist.
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Definition 2.86 FEine requldare Flache, die sich lokal beschreiben lasst durch regulare Pa-
rametrisierungen der Form F : I x J — R3, F(y) = c(y1) + yov(y1) wobei c,v : [ — R3
C* sind mit ' (y1) # 0 und v(y1) # 0 fiir alle y = (y1,y2) € I x J, heifst Regelflache.

Beispiele 2.87

1. Sei ¢ : I — R? regulir parametrisierte ebene Kurve so, dass entweder ¢ : [ — ¢([)
Homoomorphismus oder [¢] einfach geschlossen ist (die Kurve darf keinen Selbst-
0
durchschnitt besizten) und setze v(t) := [ 0 | fiurallet € I. Setze S := F(I x R),
1
wobei F': [ xR — R F(y) := c(y1) + y2v(y1). Dann ist S eine Regelfliche, die der
verallgemeinerte Zylinder iber ¢ heifit. Beachte, dass F' keine globale Parametrisie-
rung von S ist falls [c] einfach geschlossen ist.

2. Sei c: I — R? wie oben und p € R3\ {R? x {0}} fest. Setze v(t) := p— c(t) fiir alle
t e lTund S := F(Ix]—o00,1[), wobei F : [ x]—o00,1[— R3, F(y) := c(y1)+y20(y1) =
(1 —y2)e(yr) + yop. Dann ist S eine Regelfliche, die der verallgemeinerte Kegel iiber
¢ mit Kegelspitze p heifit.

3. Das Rotationshyperboloid (oder das einschalige Hyperboloid)
S:={reR|a]+a; 15 =1}

ist eine Regelfliche. Bemerke zuerst, dass S Niveaufldche der Submersion 7 : R? \

{0} — R, w(x) := 23 + a3 — 23, ist, somit eine regulire Fliche. Setze c(t) :=
cos(t) — sin(t)
sin(¢) | und v(t) := cos(t) |, dann gilt ¢(t) + sv(t) € S fir alle s,t € R.
0 1

Ferner ist jeder Punkt auf S dieser Form. Fiir schone Bilder dazu, siehe [I].
4. Das hyperbolische Paraboloid (auch Sattelfliche genannt)
S:={r €R?| w3 =27 — 13}

ist eine Regelfliche. Als Graph der Abbildung h : R? — R, h(z) := 2?7 — 23 ist
S eine reguldre Flache. Auflerdem gilt ¢(t) + sv(t) € S fir alle s,t € R, wobei

t 1
ct):= 1 t | und v(t) := [ —1 | und jeder Punkt auf S ist dieser Form. Fiir
0 4t

schone Bilder dazu, siehe [I].

5. Das Mébiusband S := F(Rx] — 1, 1[), wobei

cos(y1) + yo cos(yy) cos(%)
1

F(y) :== | sin(y:) + y2sin(y1) cos(%)
y2sin(%)

—

fir alle y = (y1,y2) € Rx] — 1,1], ist eine Regelflache. Zuerst ist sie eine regulire
Fliche (Ubungsaufgabe), ferner gilt offenbar F(y) = c(y1) + yov(y1) mit c(y;) =
cos(y1) cos(%) cos(y1)
sin(y) | und v(yy) := | cos(%)sin(yy) |, fiir alle y = (y1,92) € Rx] — 1, 1[.

0 sin(%)
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Proposition 2.88 Sei S C R? Regelfliche. Dann gilt fiir die Gauss-Kriimmung von S
K <0.

Beweis: Wahle eine lokale Parametrisierung (U, F') von S der Form F(y) = ¢(y1)+y20(y1).

Sei y = (y1,y2) € U fest. Nach Proposition gilt K o F(y) = %, wobei
) 2V

(9i5())i; bzw. (hj(y))s; fur die Darstellung der ersten bzw. der zweiten Fundamentalform
bzgl. (U, F') steht. Da (g45(y)),; symmetrisch und positiv-definit ist, gilt det((g:;(y)):;) >
0. Wegen Z£ (/) = 0 gilt nach Lemma BB hyy(y) = 0 und somit auch

amg
det((hij(y))is) = hu(y) haa(y) —ha1(y)hi2(y)
0
hi]':hji
(it —h12(y)* <0,
woraus K o F(y) < 0 folgt. O

Aus Proposition EZ88 folgt, dass jede regulare Flache S, die mindestens einen Punkt z € .S
besitzt mit K (x) > 0, keine Regelfldche sein kann. Insbesondere ist jede kompakte regulére
Flache keine Regelfliche (wende Satz an).

2.8.2 Drehflachen

Definition 2.89 Fine Drehflache ist eine Teilmenge S C R® der Form S = F(I x R)
mat
r(y1) cos(y2)
F(y)=| r(yi)sin(y2) |,
%

wobei I C R offenes Intervall und r: I —]0, 400 C™ ist.
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Eine Drehflache, wie der Name es andeutet, entsteht durch Drehung einer Kurve um die
x3-Achse im R3.

Bemerkung 2.90 Eine Drehflache ist immer eine regulére Flache, denn Fy := Fj ,  und

F_n:=F__ sind lokale Parametrisierungen von S, die S tiberdecken (Ubungsaufgabe).

Proposition 2.91 Sei S C R? eine Drehfliche und (Ix]0,2w|[, F) lokale Parametrisie-
rung von S (Bemerkung Z90). Dann ist fir alle y € 1x]0, 27| und bzgl. des Normalenfelds

1 ~ cos(yn)
NoF(y) = ————— [ —sin(ye)
1 —|—T'<y1)2 T/(yl)
die Matriz von Wp,) in der Basis {g—fl(y), 3_52@)} gegeben durch
1 —r"(y1) 0
Mat(Wg(,)) = ——— 12 | -
U L)) < 0 ey
7' (y1) cos(y2) —7(y1) sin(y2)
Beweis: Aus g—i(y) = r’(yl)iin(yg) bzw. g—yi(y) = r(yl)((:)os(yQ) folgt die
Formel fiir N. Beim Ableiten von N o F' kommt
O(N o F) " (y1) OF O(N o F) 1 OF
= und ——=(y) = —
o W) 5 (g ) O (¥) 9, W= GG 0 (¥)
heraus, was zu beweisen war. O

Beispiele 2.92

1. Sei S die Kettenflache, die im Beispiel Z8A2 definiert wurde. Dann ist S nach
Definition eine Drehfldche mit r(y;) := cosh(y,) fiir alle y; € R.

2. Sei S das Rotationshyperboloid (Beispiel Z87.3). Dann ist S eine Drehflache mit
r(y1) == /1 + 3 fir alle y; € R.

3. Sei S :=T? = F(R?) ein sogenannter Drehtorus, wobei
cos(y1)(R + 7 cos(y2))

F(y):= [ sin(y1)(R+7cos(ya))
rsin(ys,)
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und 0 < r < R feste Parameter sind. Die Flache S entsteht durch die Drehung

R
um die z3-Achse des in der x;z3-Ebene liegenden Kreises mit Mittelpunkt 0

0
und Radius 7. Dieses Beispiel passt eigentlich zur Definition nicht, denn ein
Kreis ist nicht der Form {(¢,r(t)), t € I} mit C* Abbildung r (die Fliache S ist eine
sogenannte Réhrenfldche). Wir geben allerdings dieses Beispiel an, weil es ziemlich
wichtig ist.

T3

Es ist leicht, zu tberpriifen, dass die Einschrankungen von F' iiber endlich viele
Produkte der Form |y1, 1 + 27[X]pg, @2 + 27| (mit ¢1, po € R) lokale Parametri-
sierungen von S liefern, die S ganz iiberdecken. Somit ist S regulére Flache.

Es gilt ferner:

OF —sin(y1) OF — cos(y1) sin(y»)
a—@) = (B +rcos(ya)) cos(y1) und 6—<y) =r | —sin(y)sin(y2) |,
Y1 0 Y2 cos(ysa)
und somit wird ein C*° lokales (eigentlich globales) Einheitsnormalenfeld auf S
cos(y1) cos(y2)
gegeben durch N o F(y) = | sin(yi)cos(y2) |. Die Matrix von Wg(,) in der Basis
sin(gn)

{g—i(y), g—i(y)} lautet somit

— cos(y2) 0
Mat(Wp(y)) = R+r COOS(?/2) 1

fiir alle y € R?. Insbesondere bekommt man fiir die mittlere und die Gauss-Kriimmung:

R + 27 cos(ys)
H o F(y) ~2r(R +rcos(y))
B cos(¥ya)
KoF(y) = r(R 4+ rcos(yz))

fiir alle y € R? (Ubungsaufgabe: bestimmen Sie die Bereiche von S wo K > 0 bzw.
K <0, K =0 und zeichnen Sie sie.).
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Bemerkung 2.93 Aus Proposition 29Tl folgt, dass eine Drehflache genau dann Minimalflache
ist, wenn r folgende Differentialgleichung 16st:

r'r =1+ "

Die Abbildung r(t) := cosh(¢) ist eine Losung: die Kettenfliache ist wohl Minimalfléche.
Sie ist im Wesentlichen die einzige minimale Drehflache: fiir feste rg, 71 € R mit ro > 0 ist
die Losung der obigen Differentialgleichung mit r(0) = r¢ und 7'(0) = r; gegeben durch
t
r(t) := acosh(— + ¢)
a

. C .
fiir alle t € R, wobei a := T und ¢ := arsinh(r;).
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Auflere Geometrie von Flachen in ]Rg - Zusammenfassung

Flache := [LOKAL] Bild von Parametrisierung (U, F') (d,F injektiv Vy
und F': U — F(U) Homdomorphismus).

1. Tangentialebene

/ T,.S:= {d(0)|c:] —,e[— S, cableitbar mit c(0) =
7 r} CR3

2. Abbildungen auf Flachen:

e f differenzierbar auf S 24 f o F differenzierbar auf U

V (U, F).
e Tangentialabbildung von f : S — S’ bzw. f: S — R”

Tpf(X) := (f oc)'(0) wobei
¢:] —e,e[— Sableitbar mit ¢(0) = zund(0) = X

3. Erste Fundamentalform in z € S := (-, .>|T$S><T$S

4. Zweite Fundamentalform in x € S:
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e Orientierbarkeit von S <= 4 N (C°° Einheitsnormalen-
feld auf S (N(y) L T,S und ||[N(y)|| =1 Vy € 9)

e Weingarten-Abbildung W, := =T, N € End(T,.5)
e Zweite Fundamentalform I1,(-,-) := (W,(-), ) N(x)

5. Krimmungen in x € S:

e Hauptkriimmungen := Eigenwerte A;(x) und Ay(x) von
W,

e Gauss-Kriimmung K (x) := det(W,) = Ai(x)A2(2)
(

e Mittlere Kriimmung H(x) : ) M
Mittleres Kriimmungsfeld H (x

Kri H(z) - N(z)

(H=0 <= S minimal)

6. Weitere Beispiele (Regel- und Drehfléchen)
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Universitat Regensburg WS 2008/9
Fakultat fiir Mathematik
N. Ginoux

Geometrie (LGy)

7. ﬁbungsblatt

24. Aufgabe
Sei die Teilmenge Z von R? durch Z := {(x1, 22, 23) € R3| 22 + 22 = 1} gegeben.

1. Skizzieren Sie Z.

2. Zeigen Sie, dass Z eine requlire Flache ist und bestimmen Sie zwei lokale Parame-
tristerungen, die Z vollstandig beschreiben.

Losung:
1. Z ist der Zylinder von Radius 1 um die x3-Achse.

2. Setze U :=0,2n[xR, U" =] — 2, Z[xR, V :={z € R¥ |2y # 1} und V' := {z €

R3|zy # —1}. Die Teilmengen U und U’ sind offen und nichtleer in R?, und die
Teilmengen V und V”’ sind offen und nichtleer in R3. Definiere

F:U — R3
cos(x1)
Al .
< ) . sin(zy)
X2
X2
und
G:U — R
cos(zy)
I .
< ) b sin(xy)
L2
)

Wir zeigen, dass (U, F, V) und (U’, G, V") Parametrisierungen sind, die Z vollsténdig
beschreiben.

e Seix € Z fest. Dann gilt 71 # 1 oder x5 # —1 (sonst 23 +x3 = 2, Widerspruch),
d.h. x € V oder x € V'. Somit gilt Z Cc VU V',

e Die Abbildungen F' und G sind offenbar C'*° und es gilt, fiir alle y € U und
X € R%

dyF(X) = Xig—(y) +Xo
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so dass die Gleichung d,F'(X) = 0, dazu dquivalent ist, dass Xy = 0 (dritte
Koordinate) und X sin(y;) = Xj cos(y;) = 0; diese letzten Gleichungen sind
zu X; = 0 dquivalent (denn (sin(y;), cos(y;)) # (0,0) fiir alle y; € R). Daraus
folgt, dass d,F : R* — R? injektiv ist fiir alle y € U. Analog ist d,G injektiv
fiir alle y € U’ (der Ausdruck von G ist gleich dem von F).

e Fir alle 21 €]0,2n| gilt cos(z;) < 1, insbesondere F(U) C V. Analog gilt

sin(z2) > —1 fiir alle 2, €] — 2, 2%, somit G(U’) C V'. AuBerdem gelten wegen

cos? +sin? = 1 die Inklusionen F(U) C Z und G(U’) C Z. Betrachte nun die
Abbildungen

H:VnZ — U
o <arg(x1+ix2))

€3
bzw.

L:VInz — U

v ( arg(—mxy +iry) — § ) '
x3

Sie sind offenbar stetig mit H o F' = idy und Fo H = idzny (bzw. Lo G = idy
und G o L = idznyr). Somit sind F : U — ZNV und G : U — Z NV’
Homoomorphismen. QED

25. Aufgabe
Sei die Abbildung f : R? — R durch f(x) := (z1 + z2 + 23 — 1)? gegeben.

1. Bestimmen Sie die regularen Punkte und die reqularen Werte von f.

2. Bestimmen Sie die Werte w von f, fiir die die Niveaumenge f~*({w}) eine requldre

Flache ist.

Losung:

1. Die Abbildung f ist offenbar C* und es gilt, fiir alle z € R® und X € R3:

dmf(X) = 2(ZL‘1 + ) + r3 — ].)(Xl + X2 + Xg)

Nach Definition ist x genau dann singularer Punkt von f, wenn d,f = 0 gilt, d.h.
wenn x; + x9 + 3 — 1 = 0 (denn die Linearform X — X; + X5 + X3 ist nicht
die Nullabbildung). Daraus folgt, dass die Menge der reguldren Punkte von f die
Teilmenge {x € R3| z; + x5 + 23 — 1 # 0} ist. Der einzige singuldre Wert von f ist
dann 0 (es gilt 1 + 22 + 23 — 1 = 0 genau dann, wenn f(z) = 0 gilt). Da offenbar
f(R3) = R, = [0, +oc[ gilt, ist dann die Menge der reguliren Werte von f gleich
10, +o0.

Ist w ein regularer Wert von f, so ist nach einem Korollar aus der Vorlesung die
Niveaumenge f~'({w}) eine regulire Fliche in R?. Fiir w = 0 gilt aber f~1({0}) =
{z € R®|x; + x5+ 13— 1 =0}, insbesondere ist f~1({0}) eine affine Ebene; da eine
affine Ebene eine regulire Fliche ist (Beispiel aus der Vorlesung), ist dann f~'({w})
reguldre Flache fir alle Werte w von f, also fir alle w € [0, +o0.
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26. Aufgabe
Fiir feste gegebene a,b,c > 0 sei die Teilmenge S von R® durch

S = {(21,22,23) € R?| 2—; + 3;—2% + i—§ =1} definiert.
1. Skizzieren Sie S.
2. Zeigen Sie, dass die Abbildung

F :0,7[x]0,27] — R?
asin(xy) cos(xz)
r — bsin(xq) sin(xg)
ccos(xy)

eine Immersion ist, und dass F' ein Homoomorphismus auf sein Bild ist.
(Hinweis: die Abbildung arg: C\ {z € R, z > 0} —]0, 27|, z — arg(z) ist stetig).

Losung:

1. S ist das Ellipsoid, dessen Durchschnitt mit der zyxo-Ebene die Ellipse mit Mittel-
punkt 0 und Achsenléngen a und b ist, dessen Durchschnitt mit der x;x3-Ebene die
Ellipse mit Mittelpunkt 0 und Achsenlangen a und c ist und dessen Durchschnitt
mit der zox3-Ebene die Ellipse mit Mittelpunkt 0 und Achsenlangen b und c ist.

2. Die Abbildung F' ist offenbar C*° und es gilt, fiir alle y €]0, 7[x]0, 27[ und X € R?

LE(X) = Xior () + Xoge(y)
a(X1 cos(y1) cos(ya) — Xy sin(y1) sin(y2))
= b(X1 cos(y1) sin(yz) + Xosin(y1) cos(yz))
—cX sin(yy)

Daraus folgt, dass d,F'(X) = 0 genau dann gilt, wenn X; = 0 (dritte Koordinate und
wegen sin(y;) > 0 fiir alle y; €]0,7[) und Xy = 0 (denn (cos(yz), sin(yz2)) # (0,0) fir
alle ), d.h. wenn X = 0 gilt. Somit ist F’ eine Immersion, insbesondere ist stetig.
Setze nun U :=]0, 7[x]0, 27| und V := R*\ {x € R® |z, = 0 und x; > 0}. Sei ferner
die Abbildung G definiert durch

G:vnsS — U
arccos (%)
xr

arg (7L +1i%2)

Die Abbildung G ist offenbar stetig und es gelten F(U) C SNV, Go F = idy sowie
F o Gy,, = idsny (nachrechnen). Somit gilt F(U) = SNV mit SNV offen in S
und F : U — SNV ist ein Hombomorphismus.

Bemerkung: Mit ein wenig mehr Arbeit kann man zeigen, dass S eine regulare Flache
ist. Wir haben bereits eine lokale Parametrisierung von S gefunden: (U, F, V). Nicht aber
alle Punkte von S liegen in V: die Halbellipse S N {z € R*|zy = 0 und z; > 0} ist
nicht in V' enthalten. Um S vollstandig zu beschreiben, brauchen wir nur, eine analoge
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Parametrisierung zu definieren, in dem statt der oben definierten Halbellipse die Halbel-
lipse SN (R?\ {x € R*| 23 = 0 und z; < 0}) abgezogen wird. Dazu definieren wir die
Abbildung

H:U — R
—a cos(zs) sin(zy)
T — bcos(xy)
—ccos(xs) sin(z)

Analog wie fiir F' zeigt man, dass H : U — S NV’ ein Homéomorphismus ist wobei
V':=R3\{zx € R*| 23 =0 und z; < 0} und dass H eine Immersion ist. Es gilt auflerdem
S Cc V.UV’ (Bild malen!), somit ist S reguldre Flache, die von (U, F, V') und (U, H,V")
vollstandig beschrieben wird.

27. Aufgabe
Fiir feste gegebener, R > 0 mitr < R sei die Teilmenge T von R? durch T := {(z1, 79, x3) €

R? | (/22 + 23 — R)? + 23 = r?} definiert.
1. Skizzieren sie T.
2. Zeigen Sie, dass T eine reguldare Flache ist.

3. Zeigen Sie, dass die Abbildung
F :)0,2x[x]0,27x] — R?

(R + 7 cos(xy)) cos(zs)
T (R+r cog(:z(cl)))sin(xg)

eine lokale Parametrisierung von T liefert.
Losung:

1. T ist ein sogenannter Drehtorus: T entsteht durch Drehung um die z3-Achse des

R
in der x;z3-Ebene liegenden Kreises von Radius r und Mittelpunkt 0 |. Der
0
Mittelpunkt des gedrehten Kreises hat insbesondere stets Abstand R zum Ursprung

0 € R3.

2. Wir zeigen, dass 72 ein regulirer Wert der Funktion f : R® — R, f(z) =
(V22 + 23 — R)? + 22 ist. Daraus wird folgen, dass T = f~'({r?}) eine regulire
Flache ist (Korollar aus der Vorlesung). Die Funktion f ist C* auf Q := R?\ Res
und es gilt, fiir alle z € Q und X € R3:

X X
dof(X) =2(y/2? + 2% — R)% + 223 X3.
Vi + 23

2 2_ 2 2__
Somit gilt d,f = 0 genau dann, wenn aal \/VJ;C 1;;2% B _ “(V\/il;”;?% B gy = 0, was
noch zu % + 23 = R? und z3 = 0 dquivalent ist. Die Menge der kritischen Punkte
von f ist also der Kreis von Mittelpunkt 0 und Radius R in der x;x-Ebene, und

der einzige kritische Wert von f ist 0. Somit ist r? ein reguldrer Wert von f.
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3. Sei U :=]0, 27[x]0, 2x[. Zuerst beweisen wir, dass F': U — R? eine Immersion ist.
Die Abbildung F' ist offenbar C'*° mit

—rsin(z1) cos(xq)
oF
—(y) = | —rsin(z)sin(xs)
I r cos(z1)
und (R + 7 cos(xy)) sin(z)
— (LT + rcos(zy))sin(xs
S_F(y) — (R + rcos(xy)) cos(z)
Hi) 0

fiir alle y € U. Diese Vektoren sind linear unabhéngig fiir alle y € U: gilt alg—i(y) +
agg—f;(y) =0, so gilt ay = 0 (denn R + rcos(xy) > 0 fiir alle x;), woraus ag = 0
folgt. Somit ist F' eine Immersion.

Zweitens zeigen wir, dass F' ein Homoomorphismus auf sein Bild ist. Durch Einsetzen
bekommen wir die Inklusion F'(U) C T. Sei nun V := {z € R¥|z3 # 0 und (z; <

0 oder z9 # 0)} und G die durch

G:V — R?

arg (\/2? + 22 — R+ ix3)

arg (z1 + iz2)

xr +H——

definierte Abbildung. Dann ist V eine offene Teilmenge von R? mit F(U) C V, die
Abbildung G ist stetig mit G(V) C U. Ferner gilt G o F' = idy sowie F' o G, ., =
idpny. Daraus folgt, dass F' : U — T NV ein Homoéomorphismus ist und dass
(U, F, V) eine lokale Parametrisierung von 7 ist.
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28. Aufgabe

1. Seien S C R? eine requlire Fliche und ® : R® — R® ein unendlich oft differen-
zierbarer Diffeomorphismus. Zeigen Sie, dass ®(S) eine requlire Fldche ist.

2. Leiten Sie daraus her, dass fur alle a,b,c > 0 die Teilmenge

.12 .1'2 .12
S = {(.ﬁl}l,l’g,ﬂfg) € R3|a_; —|—b—22 —+ C—S = 1}

von R3 eine requldre Fliche ist.
Losung:

1. Sei z € ®(S) und y := & 1(x) € S. Sei (V,p) eine lokale Karte von S um .
Dann ist (®(V),p o ®71) eine lokale Karte von ®(S) um z, denn: x € ®(V), ins-
besondere ®(V) N ®(S) # @, die Teilmenge ®(V) ist offen in R® (& : R? — R3 ist
Homoomorphismus), die Abbildung ¢ o @' : ®(V) — ¢(V) ist als Verkniipfung
zweier C*° Diffeomorphismen auch ein € Diffeomorphismus, und es gilt

o @ H(P(V)NP(S)) = pod ' (B(VNS))
= p(VNnS9)
= (V)N (R* x {0})
= o7 (2(V)) N (R* x {0}),
QED. Alternativ kann die Aussage mit lokalen Parametrisierungen bewiesen werden:

man zeige, dass (U, ® o F,®(V)) eine lokale Parametrisierung von ®(S) ist, wenn
(U, F, V) eine lokale Parametrisierung von S ist.

2. Die Abbildung

?:R° — R?
axrq
T — bxs
CI3
ist linear und bijektiv, insbesondere ein C*° Diffeomorphismus von R3. Auerdem
gilt
d(S?) = {zeR*| O Y(z) € S?}

_ 3121 _
= {$6R|§+ﬁ+g—l}
= S

Aus dem 1. Teil der Aufgabe folgt, dass S eine regulédre Flache ist.



2.8. EINIGE WEITERE KLASSEN VON BEISPIELEN 151

29. Aufgabe
Entscheiden Sie, ob die folgende Teilmenge S von R? eine requlire Fliche ist oder nicht
und begrinden Sie es kurz.

1. S :={(z1,79,23) E R®| — 2% + 23+ 23 =1}.
S = {(x1, 12, 23) € R?| 23 =0 und z; > 0}.
S := F(R?), wobei F(s,t) := (scos(t),ssin(t),t) fir alle s,t € R.

S = F(R?), wobei F(s,t) := (cosh(s) cos(t), cosh(s) sin(t), sinh(s)) fir alle s,t € R.

S := F(U), wobei F(s,t):= (s,t,h(s,t)), h: U — R C*®-Abbildung und U C R?

offen und nichtleer.
6. (Bonus!) S := {(z1,79,73) ER?}| — 22 + 23+ 22 =0 und z; > 0},
Losung:

1. S ist eine reguldre Flache, denn S = f~'({1}) wobei f : R® — R, x — —a? +
r3+ x2; die Abbildung f ist C*°, hat 0 als einzigen singuliren Wert und 1 = f(eq) €
f(R?). Die Fliache S heiit einschaliges Hyperboloid.

2. Die Teilmenge S von R3, die eine abgeschlossene Halbebene ist, ist keine regulire
Flache, denn: angenommen, S ware regulare Fliache, so gabe es eine lokale Karte
(V) um den Punkt z := 0 € S. O.B.d.A. sei V ein offener Ball. Dann hétte
e(V\S) = (V)N (R?* x {0})¢ zwei Zusammenhangskomponenten, V'\ S allerdings
nur eine (Bild malen), Widerspruch (¢ : V. — ¢(V) ist ein Homdomorphismus).
Allgemeiner ist jede “Flache mit Rand” (die Definition miisste préziser gemacht
werden) keine reguldre Flache. Ein anderer Beweis war moglich, der auf folgende
Behauptung beruht:

Behauptung: Eine nichtleere Teilmenge S’ einer regularen Fliche S ist genau dann
eine regulare Flache, wenn S’ offen in S’ ist.

Beweis der Behauptung: Nichtleere offene Teilmengen regularer Flachen sind selber
regulére Flachen, sieche Vorlesung. Ist umgekehrt S’ regulire Flache, so gibt es um je-
den Punkt x € S’ eine lokale Karte (V’, ¢') von S’; da S regulére Flache ist, existiert
es eine lokale Karte (V, ¢) von S um z. Die Abbildung po ™! : o (VNV'NS) —
e(VNV'NS") ist C* und ihre Differentialabbildung ist in jedem Punkt ein Auto-
morphismus von R%. Mit dem Umkehrsatz folgt, dass o(V NV’ NS’) offen in R? ist,
somit ist VNV'N S offen in S. Da VNV'NS" eine Umgebung von x in S’ ist, folgt
insgesamt, dass S’ offen in S ist. Vv

3. S ist eine regulire Fliche, denn F ist C*°, ist eine Immersion auf R?, und F : R? —
F(R?) ist ein Homoomorphismus (Umkehrabbildung gegeben durch (zy, s, z3) €
S +—— (e7"3(zy +ixy), x3)). Die Fliache S heiit Wendelfliche.

4. S ist eine regulire Fliche, denn F ist C'°, ist eine Immersion auf R2 Fleoon
Rx]0, 27r[— F(Rx]0,27[) = S\{(cosh(s),0,sinh(s)), s € R} ist ein Hombomorphismus
(Umkehrabbildung gegeben durch (z1, xq, x3) € F(Rx]0,27[) — (arsinh(zs), arg(z;+
iz)) € Rx]0,27[) und die Abbildung G := Fj, ,  : Rx] -7, 7[— S liefert auf
analoge Weise eine zweite lokale Parametrisierung von S so, dass S vollstandig durch
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Fli 0. und G beschrieben wird (Bild malen). Die Fliche S ist ein einschaliges Hy-

perboloid, denn S = {(z1, 29, v3) € R | 2? + 25 — 22 = 1} (nachweisen).

S ist als Bild einer globalen regularen Parametrisierung eine regulare Flache, denn F
ist eine C'*° Immersion und ein Homéomorphismus auf sein Bild (Umkehrabbildung
ist gegeben durch z € F(U) —— (21, x2)).

. Die Teilmenge S von R3, die ein abgeschlossener Kegel ist, ist keine regulire Fliche,

denn: angenommen, S wére reguldre Fliache, so gébe es eine lokale Karte (V) ¢) um
den Punkt z :=0 € S. Sei zg := p(z) € ¢(V) und betrachte eine beliebige regulér
parametrisierte Kurve v :] — 1,1[— (V) N (R? x {0}) mit v(0) = z, (eine sol-
che Kurve existiert, wahle z.B. ein Geradensegment durch xy und parametrisiere es
eventuell um). Setze ¢ := ¢! o v :] —1,1[— V' N S. Dann miisste ¢ = (c1, ¢z, c3)

reguldr parametrisiert sein mit ¢(0) = 0. Wegen ¢,(0) = r]nin : (c1(t)) miisste aber
te]-1,1

1 (0) = 0 gelten. Andererseits liefert die Bedingung ¢(t) € S fiir alle ¢ nach zweima-
ligem Ableiten
—1(0)" + 5(0) + &5(0)° = 0,

was ¢} (0) = ¢4(0) = ¢4(0) = 0 implizieren wiirde, Widerspruch zur Regularitiat von
c.

Hat allgemeiner eine Fléache eine “Spitze” oder eine “Kante” (z.B. alle Polyeder-
flachen), so ist sie keine reguldre Fléche.

30. Aufgabe

Man bezeichne mit H* = {(x1,29,23) € R®| — 2} + 23 + 22 = —1 und z; > 0} die
hyperbolische Ebene. Zeigen Sie, dass die Abbildung ® : H*> — S ein wohldefinierter C>
Diffeomorphismus st fiir:

1.

S := {0} x R? und ®(x) := (0,22, x3), wobei x = (x1, T2, T3).

2. S:={yeR®|y; =0 und y2 +y2 < 1} und ®(x) := —2-(0, x5, 3).

1+x1

Losung:

1. Die Abbildung @, die offenbar wohldefiniert ist, ist die Einschrinkung auf H? der

C° Abbildung R?* — R? z +— (0, x9, x3), somit ist nach der Vorlesung C*. Die
Abbildung ¥ : {0} x R? — R3 y +—— (/1 +||y/|% y1, =) ist auch offenbar C'>
und erfiillt ¥ ({0} x R?) C H? (insbesondere muss ¥ : {0} x R? — H? nach der
Vorlesung C* sein), W o ® = idy> und ® o ¥ = idyg g2 (nachrechnen), somit ist ®
ein C*° Diffeomorphismus.

Geometrische Interpretation: ® ist die Projektion auf die xoz3-Ebene.

Sei x € H? fest. Wegen x; > 1 ist der Quotient ﬁ wohldefiniert. Ferner gilt
[P(2)|* <1 <= a3+a3<(l+x)

—= 1< (1+x)?
= r-—-1<x+1,

was fiir alle x € H? erfiillt ist, somit gilt ®(H?) C S. Die Abbildung ® ist somit
wohldefiniert. AuBerdem ist ® die Einschrankung der C* Abbildung {z € R®|z; >
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-1} — R?* z+— ﬁ(o, Tg, x3), somit ist nach der Vorlesung C*°. Die Abbildung
U:S — R yr—s W(l + |y, 2y2, 2y3) ist auch offenbar C* und erfiillt
U (S) C H? (insbesondere muss ¥ : S — H? nach der Vorlesung C™ sein), Vo ® =
idy2 und ® o ¥ = idypyxp2 (nachrechnen), somit ist ® ein C'* Diffeomorphismus.

Geometrische Interpretation: ® kann folgendermaflen definiert werden. Fiir ein z €
H? betrachte die affine Gerade, die durch x und —e; = (-1, 0, 0) geht. Diese Gerade

schneidet die Einheitscheibe S C {0} x R? in genau einem Punkt, der ®(z) ist.

31. Aufgabe

Sei S C R? eine requlire Fliche und f : S — R" eine Abbildung. Zeigen Sie, dass f
genau dann C* ist, wenn es fiir jedes © € S eine offene Umgebung V wvon x in R3 sowie
eine C®-Abbildung f : V. — R™ gibt mit

flvns = fleS'

(Hinweis: Setzen Sie f lokal mithilfe von lokalen Karten fort.)

Losung: Angenommen, es gibt fiir jedes x € S eine solche Umgebung V' und eine solche
Abbildung f : V — R". Dann ist flvns die Einschrankung auf der reguldren Flache VNS
der C°°-Abbildung f, insbesondere ist selber C* auf V' N S (nach Vorlesung). Dies gilt
um jeden Punkt von S, somit ist f: S — R™ C*.

Sei umgekehrt f : S — R" C*®. Fir # € S fest sei (V) eine lokale Karte von S
um z, d.h. V ist eine offene Umgebung von z in R3 und ¢ : V — (V) ist ein C™
Diffeomorphismus auf eine offene Teilmenge (V') von R? mit ¢(VNS) = o(V)N(R*x{0}).
O.B.d.A. sei (V) = {z € R?¥|||z]| < r} fir ein r > 0 (sonst verschiebe oder verkleinere

©(V)). Definiere f : V' — R™ durch

Fy) = foue (p1(y), ¢2(y),0)

wobei ©(y) = (01(y), ©2(y), ps(y)) fiir alle y € V (man kann f als konstante Fortset-
zung von f,.. “in der zs-Richtung” auffassen). Die Abbildung f ist wohldefiniert we-
gen (21,29,0) € (V) fur alle z = (21, 22, 23) € @(V), sie ist offenbar C*° und fiir alle
ye VNS =p (e(V)N (R x {0})) gilt

fy) = foe (o), ¢2(y),0)
= fop '(e(y))
fy),

was zu beweisen war.
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32. Aufgabe
Fiir eine gegebene nichtleere offene Teilmenge U von R? und eine gegebene C™ Abbildung
h:U — R sei S die durch S := Graph(h) definierte reguldre Fliche.

1. Zeigen Sie, dass S diffeomorph zu U x {0} ist.

Y1
2. Zeigen Sie, dass die Tangentialebene an S in einem Punkt p = Yo gege-

h(y1, ?/2)
ben ist durch

oh oh
T,S = {V € R? | 8—371(191&2) -Vi+ 8—372(191&2) Vo — V3= 0}

und bestimmen Sie eine Basis von T),S.

3. Zeigen Sie, dass T,S = R* x {0} genau dann gilt, wenn (y1,ys) ein kritischer Punkt
von h ist.

Losung:

1. Es wurde bereits in der Vorlesung bewiesen, dass S eine globale Parametrisierung
Y1
besitzt: definiert man F : U — R3 durch F(y;,y2) = Yo fir alle
h(yh y2)

y = (y1,y2) € U, soist (U, F,U x R) eine globale Parametrisierung von S. Nach der
Vorlesung ist jede (lokale oder globale) Parametrisierung stets ein C*° Diffeomor-
phismus auf sein Bild. Daraus folgt, dass F' : U — S = F(U) ein C*° Diffeomor-
phismus ist. Da U und U x {0} offenbar diffeomorph sind (siche Bemerkung in der
Vorlesung), miissen dann S und U x {0} diffeomorph sein.

2. Nach der Vorlesung bilden von die Vektoren g—i(y) und g—g(y) eine Basis von 7,5
(denn (U, F,U x R) ist globale Parametrisierung von S). Wegen
1 0
oF OF
. )= 0 und a—(y) = 1
x x
! o (y) 2 I (y)
1 0
wird eine Basis von 7,5 durch { 0 , 1 } gegeben. Desweiteren
o (y) T (y)

liegt ein Vektor V' € R? genau dann in 7,,S, wenn V eine lineare Kombination dieser
beiden Basisvektoren ist, was unmittelbar zur gesuchten Gleichung fiihrt (Linearal-
gebra 1).
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3. Nach der 2. Frage und R? x {0} = {V € R*| V3 = 0} gilt 7,S = R? x {0} genau
dann, wenn

oh oh
a—xl(yl,yz) = 8—@@1792) =0,

d.h. wenn d,h = 0, d.h. wenn y ein kritischer Punkt von h ist. Tatsachlich ist
die Tangentialebene an Graph(h) waagerecht, falls z.B. h ein Minimum oder ein
Maximum in y erreicht, vgl. 35. Aufgabe.

33. Aufgabe
Sei S durch S = {(z1, %9, 73) € R®| 2% + 23 — x3 = 0} definiert.

1. Zeigen Sie, dass S eine requlare Fldche ist.
2. Bestimmen Sie eine Basis der Tangentialebene an S in einem Punkt p € S.
Losung:

1. Es gilt S = Graph(h) wobei h : R? — R definiert ist durch h(y) := y? + y3.
Nach der Vorlesung ist der Graph einer beliebigen (auf einer offenen Teilmenge von
R? definierten) C* reellwertigen Funktion stets eine regulire Fliache. Alternativ
kann man zeigen, dass 0 ein regularer Wert der Abbildung 7 : R® — R, 7(z) :=
22413 — 13, ist. Die Fliche S kann auch mit lokalen Parametrisierungen beschrieben
werden (in der Ubung).

2. Aus der 32. Aufgabe folgt, dass eine Basis von 7,5 gegeben ist durch

1 0
{{f o). 1 |k
2y, 2ys
hn
wobei p = Yo . Die Flache S heif3t Paraboloid.
Yi + Y3

34. Aufgabe
Fiir eine gegebene requlire Fliche S und einen festen gegebenen Punkt py € R3\ S sei
f:S — R die durch f(p):= ||p — po|l definierte Abbildung.

1. Zeigen Sie, dass f C*° auf S ist.

2. Zeigen Sie, dass die Tangentialabbildung von f in einem Punkt p € S gegeben ist
durch
D — Do
lp = poll’
fir alle X € T,,S. Wie ist die Bedingung T, f = 0 geometrisch zu interpretieren?

Tpf(X) = X)

Lésung: Bemerke zuerst, dass f(p) der euklidische Abstand zwischen p und py ist.



156

1.

KAPITEL 2. AUSSERE GEOMETRIE VON FLACHEN IM R?

Die Abbildung f : R3\ {po} — R, f(2) := ||z — pol|, ist C (denn die euklidische
Norm ist eine C> Abbildung R*\ {0} — R und py ¢ S). Wegen f = fj, muss
dann f auch C'* sein.

. Nach der Vorlesung gilt dann, fiir alle p € S und alle X € 7,5,

T,f(X) = dpf (X).
Schreibt man f = \/} mit f(z) := ||lz — po||?, so gilt nach der Kettenregel

(X)) = —— 4, f(X)

21/f(p)
2(p — po, X)

21/ f(p)

b —DPo
= (— X)),
Hp—poH

was die Gleichung beweist.

Es gilt T,,f = 0 genau dann, wenn fiir alle X € 7,5 die Gleichung (p — po, X) =0
erfiillt ist, d.h. wenn der Vektor p — pog (der nach Voraussetzung wohl nicht ver-
schwindet) senkrecht auf 7,5 steht. Ist z.B. p ein Punkt maximalen oder minimalen
Abstands zu pg, so trifft die Verbindungsgerade zwischen p und po die Flache S
senkrecht. Beachte, dass dies nicht der Fall sein muss!

35. Aufgabe
Fiir eine gegebene requlire Flache S sei f: S — R differenzierbare Abbildung.

1.

Zeigen Sie, dass falls f in einem Punkt p € S ein Maximum oder ein Minimum
erreicht, so gilt T,,f = 0.

2. Zeigen Sie, dass die Tangentialabbildung von f in mindestens zwei Punkten von S
verschwindet, falls S kompakt ist.
Losung:
1. Angenommen, es gelte f(p) :Miél (f(x)). Sei X € T,S. Nach Definition von 7,5
TE

existiert ein € > 0 und eine differenzierbare Kurve ¢ :] — e,e[— S mit ¢(0) =
p und ¢(0) = X. Die Abbildung f oc¢ :] — ¢,e[— R ist dann als Verkniipfung
differenzierbarer Abbildungen selber differenzierbar und erfillt

£®) = (£ 20)(0) = Min_((F 2 )(t)).

Nach Analysis 1 folgt dann (foc)'(0) = 0, was mit der Kettenregel zu T,y f(¢'(0)) =
0 dquivalent ist, was wiederum zu 7,f(X) = 0 dquivalent ist. Dies beweist die
Gleichheit 7, f = 0. Hat f ein Maximum in p, so hat —f ein Minimum in p; aus

dem 1. Fall folgt, dass T),(—f) =0, d.h. T,,f = 0.
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2. Jede differenzierbare Funktion auf einer reguldren Flédche ist stetig (Vorlesung),
somit ist f stetig auf S. Ist aber S zusatzlich kompakt, so besitzt jede stetige re-
ellwertige Funktion (mindestens) ein Minimum und ein Maximum. Entweder sind
das Minimum und das Maximum von f gleich, ggf. ist die Funktion f konstant,
oder nicht gleich, ggf. werden sie in zwei verschiedenen Punkten angenommen. In
beiden Fallen gibt es mindestens zwei verschiedene Punkte p,, und p,; aus S mit
f(pm) :%ig (f(x)) bzw. f(pun) zl\éle%x (f(x)). Aus der 1. Frage folgt dann 7, f = 0

sowie T, f = 0, QED.

Bemerkungen:

1. Somit wird ein klassisches Ergebnis aus der Analysis auf regularen Flachen tibertragen.
2. Die Aussage in 1. gilt unter der schwécheren Voraussetzung, dass f ein lokales Mini-
mum oder Maximum in p erreicht.
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36. Aufgabe

Fiir einen reqularen Wert d einer C* Abbildung m : Q@ — R (wobei Q2 nichtleere offene
Teilmenge von R3 ist ) sei S die durch S := w1 ({d}) definierte requlire Fldiche.

1. Zeigen Sie, dass ein Einheitsnormalenfeld auf S in x € S gegeben ist durch N(x) =

on
a—ml(x)

IIgZSZE:;” , wobei grad, (m) = g—;(aj) das Gradientenfeld von m an der Stelle x
e (1)

bezeichnet.

2. Leiten Sie daraus her, dass S orientierbar ist.
Losung:

1. Bemerke erstens, dass fiir alle X € T,.S gilt

3
4 (X) = 32X, T () = (arad (), X).
j=1 J
insbesondere gilt wegen d,m # 0 auch grad,(7) # 0 fiir alle € S und daher ist N(z)
wohldefiniert. Aus einer Proposition aus der Vorlesung folgt 7,5 = Ker(d,m). Nach
der Bemerkung oben gilt dann T,.S = grad,(m)*, somit ist N(x) € T,,S* Normalen-
feld auf S. Da N(x) per Definition Norm 1 hat, ist N(z) ein Einheitsnormalenfeld
auf S'inx € S.

2. Die Abbildung grad(w) : S — R3, z +— grad,(m), ist C* (denn die Koordina-
tenfunktionen von grad(m) sind Einschréankungen der partiellen Ableitungen von m,
die selber C* sind) und verschwindet nirgends, somit ist N : S — R3 auch C°.
Somit existiert es ein stetiges Einheitsnormalenfeld auf S; per Definition ist dann S
orientierbar.

Bemerkung: Aus dieser Aufgabe konnen wir folgern, dass nichtorientierbare regulare
Flachen nie Urbilder regularer Werte glatter reeller (und auf offenen Teilmengen von R?
definierter) Funktionen sind.

37. Aufgabe

Fiir eine nichtleere offene Teilmenge U von R? und eine C* Abbildung h : U — R sei die
Y1

durch S := Graph(h) definierte requlire Fliche. Setze F: U — R3, F(y) := Yo

h(y)
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1. Berechnen Sie eine darstellende Matrixz der ersten Fundamentalform von S bezuglich
der Parametrisierung (U, F).

2. Berechnen Sie ein C* Finheitsnormalenfeld N auf S.

3. Berechnen Sie eine darstellende Matriz der zweiten Fundamentalform von S beziiglich
der Parametrisierung (U, F') und N.

Losung:

1. Es gilt, fir alle y € U,

1 0
OF OF
%(y) = 8h0 und %(y) = 8h1 )
! 5o (Y) 2 P €]
somit gelten
OF OF oh ,
<8—x1 y ,a—xl(y) = 1+8—x1(y)
OF OF oh oh
<8—a:1 Y 78—332(19» = 6—551@)6—:52@)
OF OF oh ,
<8—x2 y ,a—m(y» = 1+ 8—@(?/) :

Die Matrix der ersten Fundamentalform von S beziiglich (U, F') ist dann gegeben
durch oh (,\2  Oh [, 0h
1+ 557 50 W)
(gij<y))1gz‘,j§2 -
oWz W) 1+ 5 W)

2. Ein glattes Einheitsnormalenfeld auf S in F(y) (mit y € U) ist gegeben durch

N(F(y) = 2L (y) x 2= (y)

150 () < Sl

— 5 (y)
wobei g—i(y) X g—i(y) = —g—%(y) . Daraus folgt:
N(F(y)) = — — 5 |
\/1+a—ml(y)2+a—m(y)2 1

was noch unter der Form N(F(y)) =

! —grad, ()
1+||grad,, (h)||2 1
den kann. Beachte, dass N globaldefiniert auf .S ist.

) geschrieben wer-

3. Nach einem Lemma aus der Vorlesung gilt, fiir alle 1 <14, <2 und y € U,

(Def.) oF oF
hl(y) = ng WFy (—(y))7—(y)
0%F
= (NoF(y)
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Es gilt aber

r :
ox? W) = 92h
! 3—@(?/)
0 8
0x10 B 2
ot 89?18};2(y)
0
0%F
2 (y) = O Y
oz 2 (y)
8@‘%

somit ist die Matrix der zweiten Fundamentalform von S beziiglich (U, F)) und N
gegeben durch

2 2
1 g—;%(y) 351522 (v)

\/1—|- lgrad,, (h)]|2 92h (v) a—%(y)

(hij (y))1gz‘,j§2 -

38. Aufgabe
Berechnen Sie ein C'™° FEinheitsnormalenfeld N auf S sowie eine darstellende Matriz der
ersten und der zweiten Fundamentalform von S beziiglich (U, F') (und N ) fiir:

s cos(t)
1. S:= F(R?) und F(s,t):= | ssin(t) | fir alle s,t € R.
t
cosh(s) cos(t)
2. S:= F(R?) und F(s,t):= | cosh(s)sin(t) | fir alle (s,t) € Rx]0,2x][.
sinh(s)
Losung:
1. Es gilt, fiir alle (s,t) € U,
cos(t) —ssin(t)
a—F(s,t) = | sin(t) | und a—F(s, t)y=1| scos(t) |,
Os 0 ot 1
somit gelten
OF oF
t), —I(s,1 =1
5.1, 25,1
oF OF
<g(87 t)7 E(Sv t)> =0
oF OF )
— — = 1.
0, Tost)) =

Die Matrix der ersten Fundamentalform von S beziiglich (U, F') ist dann gegeben

durch
1 0
(gij(sat))1§i7j§2 = ( 0 s2+1 ) :
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Ein glattes Einheitsnormalenfeld auf S in F'(s,t) (mit (s,t) € U) ist gegeben durch

B B—I;(s,t) X B_I;(Svt)
N(F(s,1)) = i g_F(S,t) X g—F(s,t)H’

0s ot
sin(¢)
wobei 25 (s,t) x 25(s,t) = | —cos(t) |. Daraus folgt:
s
1 sin(t)
N(F(s,t)) = — cos(t
(Fost) = g |~ eonl)
Es gilt auflerdem
0
02F
t) = 0
55z (5:t) ’
92F — sin(t)
asat(s,t) = cos(t)
0
2 —scos(t)
88152 (s,t) = —ssin(t) |,
0

somit folgt aus einem Lemma aus der Vorlesung, dass die Matrix der zweiten Fun-
damentalform von S beziiglich (U, F') und N gegeben ist durch

1 0 -1
(hij(sat))lgi,j§2 R ( -1 0 ) '

s2+1
2. Es gilt, fur alle (s,t) € U,

88—1;<S’ t) = | sinh(s)sin(¢) | und a—F(S,t) = cosh(s)

sinh(s) cos(t) — cosh(s) sin(t)
cosh(s) ot 0

os(t) |,

somit gelten

<g(37t),g(8,t)> = 2cosh(s)® — 1
<g(37t)> E(S’t» = 0
<§(37t), E(S,t» = cosh(s)%

Die Matrix der ersten Fundamentalform von S beziiglich (U, F') ist dann gegeben
durch )
~( 2cosh(s)*—1 0
(gij(S,t))1§Z’7j§2 - ( 0 COSh($)2 ) .
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Ein glattes Einheitsnormalenfeld auf S in F'(s,t) (mit (s,t) € U) ist gegeben durch

O (s,t) x % (s,
N(F(s,1)) = 220X (D)
H%(‘Su t) X E(‘Sv t)”

— cosh(s)? cos(t)

wobei (s, 1) x 28(s,¢) = | —cosh(s)?sin(t) |. Daraus folgt:

cosh(s) sinh(s)
1 — cosh(s) cos(t)
N(F(s,t)) = — cosh(s) sin(?)

\/2cosh(s)? —1 sinh(s)

Es gilt auflerdem

, cosh(s) cos(t)
Gt = | cosh(s)sin(t)
sinh(s)

, — sinh(s) sin(t)
0°F i
950 Y = Slnh(sgcos<t)

) — cosh(s) cos(t)
0°F '

o (5:1) = | —cosh(s)sint) |,

0

somit folgt aus einem Lemma aus der Vorlesung, dass die Matrix der zweiten Fun-
damentalform von S beziiglich (U, F') und N gegeben ist durch

1 —1 0
(hij(s,8))1<; j<o = 2 cosh(s)? — 1 < 0 cosh(s)? ) '

39. Aufgabe
Sei k € R, k # 0. Zeigen Sie, dass eine zusammenhdangende orientierte requldre Fldche S

in einer Sphdre von Radius -~ enthalten ist, falls sie konstante Hauptkriimmungen gleich

k]
k hat.
(Hinweis: zeigen Sie, dass die Abbildung x +— z + @ konstant auf S ist, wobei N das
C* Einheitsnormalenfeld auf S ist, das die Orientierung von S liefert)

Losung: Angenommen, S habe konstante Hauptkriimmungen gleich . Sei N das C*
Einheitsnormalenfeld auf S, welches die Orientierung von .S definiert. Setze

f:5 — R?
N(x)
K

Die Abbildungen Idg und N sind C*, somit ist f C'*°. Die Tangentialabbildung von f ist
gegeben durch

r —— T+

LX) = Tlds(X) + STN(X)

1
= X — ~W,(X),
—Wa(X)
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fur alle xz € S und X € T,.S, wobei W, der Weingarten-Endormorphismus von S beziiglich
N an der Stelle z ist. Nach Voraussetzung hat aber W, nur einen Eigenwert, der gleich x
ist fiir alle x € S. Insbesondere gilt

1
T.f(X)=X — E(/{X) =0
fir alle X € T,S und alle x € S. Daraus folgt T,.f = 0 fir alle x € S. Nach einer

Proposition aus der Vorlesung (anwendbar da S zusammenhéngend ist) muss dann f
konstant auf S sein, d.h. es existiert ein zg € R® mit f(z) = x¢ fiir alle z € S. Dies

bedeutet aber x — zy = —@ fir alle z € S. Wegen || N(z)|| = 1 muss dann
N(x) 1
[z = ol = | = ——Il = —
K]

gelten, d.h., x liegt in der Sphéare von Radius ‘—il um den Punkt zy. QED.
Bemerkung: Hier wurde verwendet, dass T,(aif1 + asfo) = anTyf1 + aoT, fo fiir alle
differenzierbaren Abbildungen f1, fo : S — R” und alle ay, ay € R.
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11. ﬁbungsblatt

40. Aufgabe
Sei S = {x € R¥| —a}+ 25+ 22 = 0undz, > 0}. Zeigen Sie, dass S eine ori-
entierbare requldare Fldache ist und bestimmen Sie deren Gauss-Krimmung und deren
Krimmungslinien.
(Hinweis: Sie konnen die lokalen Parametrisierungen F' :]0, 0o[x]0, 27— R3, F(r, ¢) :=
r

rsin(p) | und G :]0,00[x] — 7, 7[— R3, G(r, ) := F(r,¢), verwenden.)

rcos(p)
Losung: Setze Q := {x € R3|x; > 0}. Es gilt S = 771({0}), wobei 7 : Q@ — R, 7(x) :=
—x? + 22 + 23, Submersion ist, somit ist S regulire Fache (nach dem nun berithmten
Korollar aus der Vorlesung) und orientierbar (nach der 36. Aufgabe). Nach der 36. Aufgabe

ist ein C™° Einheitsnormalenfeld auf S gegeben durch N(z) = ngg”g” fir alle z €
—I —I
S. Wegen grad, (m) = 2| 2 gilt N(x) = ﬁ T2 mit ||z = z1v/2 wegen
T3 T3
x5 + 25 = 2% fiir alle x € S. Die Abbildung N ist die Einschrankung auf S der C*
Abbildung N : Q — R3, z ﬁ 9 |, somit gilt fiir alle X € T, S
I3
wa(x) " —nNx)
—d,N(X)
. _X
1 T 1 1
= _{ - 2 <i7 X> ) + — X2 }
ERE o TR
—X1 —T1
1 1 =z
=t ) e 2 )
X3 I3

Nach der 36. Aufgabe gilt T,S = grad,(7)+, somit gilt
TxS = {X € Rs | — .T1X1 + .’L'QXQ + .§L’3X3 = 0}

0
Eine Basis von T,S wird dann gegeben durch {z,| x3 |} (nachrechnen). Es gilt
2
0 0
W,(z) = 0 sowie W,([ z3 |) = —ﬁ x3 |, insbesondere sind die Hauptkriim-

—XT2 —X2
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mungen von S in x gleich 0 und —ﬁ = —ﬁ und die Hauptkriimmungsrichtungen von
0
S in x sind Rx und R x3 . Daraus folgt auch, dass die Gauss-Kriimmung von S

identisch verschwindet. Die Kriimmungslinien von S sind die waagerechten Kreise (bzw.
Kreisbogen) und die von 0 ausgehenden Halbgeraden (bzw. Geradenstrecken) auf S.
Alternativ kann S (das ein spitzenloser Kegel ist) als Graph der Abbildung h : R?\{0} —
R, h(y) := ||y, aufgefasst werden. Die Formeln fiir die Fundamentalformen kénnen dann
angewendet werden. Eine andere Moglichkeit besteht darin, S lokal mit F' und G zu pa-
rametrisieren und die entsprechenden Formeln zu benutzen.

Bemerkung: Somit bekommen wir (nach Ebenen und Zylindern) ein weiteres Beispiel
von Flache verschwindender Gauss-Kriimmung.

41. Aufgabe
Zeigen Sie, dass S := {x € R®|x,xy — 23 = 0} eine orientierbare regulire Fliche ist und
berechnen Sie deren mittlere und Gauss-Kriimmung nach Wahl einer Orientierung.

Losung: Es gilt S = Graph(h), wobei h : R? — R definiert ist durch h(y) = yi1y»

Y1
fir alle y € R% Die Abbildung F : R? — R3, F(y) := y2 |, ist eine globale
h(y)
Parametrisierung von S. Wegen g—yhl(y) = yo und g—y’;(y) =y gilt
1 0
oF oF
—() =10 und —(y) = ,
o () o ()
Y2 Y1

somit gilt fiir die Matrix der ersten Fundamentalform von S beziiglich (R?, F)

1+ y: iy
(gw (y))lgi,j§2 - < Y1Y2 1+ y% ’

deren Inverses gegeben ist durch

a1 L+yi —nys
(.QZJ(y))lgi,ng T 14 HyHQ —1n1Yys 1 +y§ .

Wegen ||grad, (h)||*> = [ly||* ist nach der 37. Aufgabe ein C* Einheitsnormalenfeld auf S
gegeben durch
1 Y2
NoF(y)= ———| —u

VIi+lyl* \ g

fiir alle y € R?, insbesondere S ist orientierbar. Sei von hier aus die Orientierung von S

durch N festgelegt. Wegen giy?(y) = giyg(y) =0 und 83?12§y2 (y) = 1 gilt wiederum nach der

37. Aufgabe fiir die Matrix der zweiten Fundamentalform von S beziiglich (R?, F) und N

oL (o
(hij(y)>1§i,j§2 o 1+ ”y”2 ( 10 ) .
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Aus der Vorlesung folgt, dass die Matrix der Weingarten-Abbildung von S beziiglich
(R% F) und N gegeben ist durch

-1 1 —p1ys 1+y7
(gj(y))1§w§2 ( J(y))1§w§2 (1+ ”y”Q)g 1+ y% —Y1Ys

Daraus folgt fiir die Gauss-Krimmung K und die mittlere Krimmung H von S

1
KoF(y) = ————
*FW = ~TyEe
Y1Y2
HoF = 777
&) 1+ y2)3

Bemerkung: Die Flache S ist eine Sattelflache (oder noch ein hyperbolisches Parabo-
loid). Denn: setze ¥ : R® — R? U(u,v,w) := (%(u +v), %(u —v),w), dann ist ¥
Isometrie von R3 mit S = U ({(u,v,w) € R?|u? —v? = 2w}).

42. Aufgabe
Sei S C R3 orientierte requlire Fliche mit mittlerer Kriimmung H und Gauss-Kriimmung
K. Sei ® : R? — R? ecuklidische Bewegung.

1. Zeigen Sie, dass ®(S) orientierbare reguldre Fldche ist.

2. Zeigen Sie, dass nach geeigneter Wahl der Orientierung auf ®(S) fir die mittlere
Krimmung H und die Gauss-Krimmung K von ®(S) gilt:

H=Hod® "' wund K=Kod

Losung:

1. Da ® ein C* Diffeomorphismus von R? ist, muss ®(S) regulire Fliche sein (siehe 28.

Aufgabe). Schreibe nun ®(z) = A(z) + a mit A € O3 und a € R3. Setze S := &(9).
Behauptung: Ist N stetiges Einheitsnormalenfeld auf S, so ist Ao N o ®~! stetiges
Einheitsnormalenfeld auf S.
Beweis der Behauptung: Setze N := Ao N o @1, Dann ist N stetig (wegen A und
® stetig) und hat Norm 1 (wegen A € Os). Sei # € S fest. Da ® ein C* Dif-
feomorphismus ist, muss 7,9 : 7,5 — Tq)(x)g linearer Isomorphismus sein. Wegen
T,® = A, gilt dann Tq>(m)5’ = A(T,S). Da A orthogonale Abbildung ist, gilt wegen
N(z) L T,S auch A(N(x)) L A(T,S). Somit ist N stetiges Einheitsnormalenfeld
auf S. vV
Da es ein stetiges Einheitsnormalenfeld auf S existiert, muss S orientierbar sein.
Bemerke, dass N nach Vorlesung automatisch C*° auf S ist.

2. Sei die Orientierung von S durch N festgelegt und 2 € S fest. Nach Definition
und Anwendung der Kettenregel ist die Weingarten-Abbildung von S in ®(z) € S
gegeben durch

Wo@ = TN
—Tq;(z) (A oNo (I)fl)
—T,(Ao N) o Tpu(®7H).
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Wir wissen schon, dass T, (®1) = A"Tl . gilt. Seinun X € 7,5 und ¢ :]—¢,e[—

S ableitbare Kurve mit ¢(0) = 2 und ¢/(0) = X. Dann gilt nach Definition der
Tangentialabbildung und wegen der Linearitat von A

T.(AoN)(X) = (AoNoc)(0)
= A((Noc)(0))
= A(TN(X))
= —AW.(X)),

somit gilt ch(x AoW, o A ! . Daraus folgt fiir die mittlere und die Gauss-

i T .
Kriimmung H(®(z)) = tr(W,) = H(z) bzw. K(®(z)) = det(W,) = K(z), was zu

2
beweisen war.

43. Aufgabe

1. Zeigen Sie, dass jede zusammenhangende orientierbare requldre Fldache mit identisch
verschwindender zweiter Fundamentalform in einer affinen Ebene enthalten ist.
(Hinweis: Man akzeptiere ohne Beweis, dass es zwischen je zwei Punkten von S eine
regulér parametrisierte Kurve auf S gibt.)

2. Gilt die Aussage unter der schwicheren Voraussetzung, dass die Gauss-Krimmung
identisch verschwindet?

Losung:

1. Sei S regulére Flache mit /7 = 0 auf S. Sei N C*° Einheitsnormalenfeld auf S. Nach
Voraussetzung gilt 7, N = 0 fiir alle p € S, somit ist nach Vorlesung die Abbildung
N konstant auf S. Wir bezeichnen diese Konstante weiterhin mit N. Sei x € S
fest. Fir y € S sei ¢ : [0,1] — S regular parametrisierte Kurve mit ¢(0) = = und
¢(1) = y. Dann gilt nach der Produktregel

(N.o)(t) = (N,d(t))
= 0,

somit ist die Abbildung ¢ — (N, ¢(t)) konstant gleich (N, z) auf [0, 1]. Insbesondere
liegt y in der affinen Ebene FE, die durch x geht und N als Normalenvektor besitzt.
Da dies fiir alle y € S gilt, muss dann S C E gelten.

2. Die Aussage gilt natiirlich nicht, falls lediglich die Gauss-Kriimmung identisch ver-
schwindet. Als Gegenbeispiele konnen fiir S der Zylinder Z := {x € R? |2+ 23 = 1}
oder die Flache S aus der 40. Aufgabe angegeben werden.

Bemerkungen:

1. Die Aussage gilt allerdings ohne die Orientierbarkeitsvoraussetzung an S. Ist ndmlich
S zusammenhangende regulare Flache mit verschwindender zweiter Fundamental-
form, so kann auf analoge Weise gezeigt werden, dass auf jeder zusammenhangenden
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Umgebung eines vorgegebenen Punktes xz € S, woraus ein stetiges Einheitsnorma-
lenfeld auf S existiert, dieses Vektorfeld konstant sein muss. Fiir ein ng € R?® mit
no L TS und ||ng|| = 1 definiere man dann die Relation

y~ 2z :<= dzusammenhangende Umgebung W von y und z

und ein stetiges Einheitsnormalenfeld auf W s.d. N(y) = no.

Die obige Uberlegung impliziert, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf S ist. Da es lokal
immer ein stetiges Einheitsnormalenfeld gibt (siehe z.B. Vorlesung fiir eine explizite
Formel fiir ein solches Normalenfeld, die von einer lokalen Parametrisierung (U, F')
von S abhangt; verkleinere evtl. U s.d. U zusammenhangend wird und setze W :=
F(U)), muss jede Aquivalenzklasse offen sein, somit auch abgeschlossen. Daraus
folgt, dass die Aquivalenzklasse von = ganz S gleicht, insbesondere S ist orientierbar.

. Ist allgemeiner jeder Punkt einer zusammenhangenden reguldren Flache S Nabel-

punkt (d.h., die Fliche hat in jedem Punkt nur eine Hauptkrimmung), so ist S
entweder in einer affinen Ebene oder in einer (euklidischen) Sphére enthalten.
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44. Aufgabe

ei ¢ : I — R3 eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve nirgendsverschwindender
Krimmung k und mit Frenet-Dreibein (¢, n,b). Man nehme an, dass entweder ¢ : I —
c(I) Homéomorphismus oder [c] einfach geschlossen ist. Sei S definiert durch S := F (I X
R), wobei

F:IxR — R?
(t,0) —— c(t) + r(cos(@)n(t) + sin(0)b(t))

und 0 <r <ir11f (%) eine Konstante ist. Man nehme an, dassr > 0 so klein gewahlt werden

kann, dass S eine orientierbare regulire Fliche und (U := I1'x]0,2x[, F},) eine lokale
Parametrisierung von S ist, wobei I' = I im ersten Fall und I' =]0, L[c|[ im zweiten. Die
Fldche S heifst Rohrenflache von Radius r um die Kurve c.

1. Zeigen Sie, dass die Matriz der Weingarten-Abbildung von S beziglich (U, F},) und
eines der beiden stetigen Einheitsnormalenfelder N gegeben ist durch

___K(t) cos(8) 0
Mat(Wge) = 1"’?83) cos(®) [ E
r(l—rk(t) cos()) r
fir alle (t,0) € U, wobei T die Windung von ¢ bezeichnet.

2. Leiten Sie die mittlere und die Gauss-Krimmung von S beziglich (U, F},) (und N)
her.

3. Zeigen Sie, dass S weder minimal noch positiver Gauss-Krimmung sein kann.
Losung:

1. Wir bestimmen erstens die Matrix der ersten Fundamentalform von S beziiglich
(U, F,,). Sei (t,0) € U. Nach den Frenet-Gleichungen fiir ¢ gilt

OF
ot

~—

—(t,0) = (t)+ r(cos(0)n'(t) + sin(0)V(t)
A (t) 4+ rcos(0)(—r(t)d (t) + T()b(t)) — rsin(0)7(t)n(t)
(1 — rr(t) cos(0)) (t) — rsin(0)7(t)n(t) + r cos(0)7(¢)b(t).

Wegen 25(t,0) = r(—sin(0)n(t) + cos(8)b(t)) gilt

I (i R L

7 (t) r?
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Da (¢, n,b) ein Frenet-Dreibein fiir ¢ ist, gelten ¢ xn =b,nxb=c und bx d =n,

somit
861;(75 ) x 88—1;(15 0) = —rsin(0)(1 — rk(t)cos(0))b(t) — rcos(0)(1 — rr(t) cos(0))n(t)
—r?sin(6) cos(0)7(t)c (t) + r*sin(6) cos(0)T(¢)c' ()
)-

= —r(1 —rk(t) cos(f))(cos(d)n(t) + sin(0)b(t
Nach Voraussetzung gilt rx(t) < 1 fiir alle ¢ und somit rx(t) cos(f) < 1 fur alle
(t,0) € U. Daraus folgt
OF
—(t, 6
12 1.0y < o,

Ein C* Einheitsnormalenfeld N auf F/(U) C S ist damit gegeben durch

N(F(t,0)) = —(cos(0)n(t) + sin(0)b(t)).

Nach nochmaliger Anwendung der Frenet-Gleichungen fiir ¢ gilt

t,0)|| = r(1 —rk(t) cos(d)).

%t2 (t,0) = (1 —rr(t)cos(9))"(t) —rk'(t) cos(6)c (t)
—rsin(0)7'(t)n(t) — rsin(0)7(t)n'(t)
+1r cos(0)7' (£)b(t) + r cos(0)T(t)b' (1)
= K(t)(1 —r(t) cos(0))n(t) — rr'(t) cos(6)c' (1)
—rsin(0)7(t)(—K(t)d (t) + 7(£)b(t)) — 7 cos(0)7(t)*n(1)
—rsin(0)7' (t)n(t) + rcos(0)7' (¢)b(t)
= r(sin(0)k(t)7(t) — cos(9)r (1)) (¢)
+(k(t)(1 — rr(t) cos(A)) — rcos(0)T(t)* — rsin(0)7'(t))n(t)
+r(cos(0)7'(t) — sin(0)7%(¢))b(t)
und analog
O°F (t,0) = r(k(t)sin(0)c (t) — cos(8)7(t)n(t) — sin(0)7(¢)b(t))
315289
292 (t,0) = —r(cos(O)n(t) + sin(0)b(t)).
Daraus folgt fiir die Matrix der zweiten Fundamentalform von S beziiglich (U, F,)
und N
hii(t,0) = —cos(0)(k(t)(1 —rr(t)cos(f)) — rcos(0)(t)* — rsin()7'(t))
—rsin(0)(cos(0)7'(t) — sin()7(t)?)
= 77(t)* — K(t) cos(8)(1 — rx(t) cos(0))
und analog
hio(t,0) = r7(t)
hoo(t,0) = r

fir alle (¢,6) € U. Aus

N3

(0t 007} = 1 : .
a0 TVid =2 = ra(t) cos(0))2 \ —r27() (1= ri(t) cos(9))? + rir(t)?
und der Formel Mat(Wpg.0)) = (g45(t, 0))&1 +(hij(t,0)), ; folgt die gesuchte Identitét.
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2. Die Matrix Mat(WF(w)) ist eine untere Dreiecksmatrix mit Diagonaleintragen

und 1. Da diese Zahlen verschieden voneinander sind (fiir alle (¢,6) € U), stellen sie
die Eigenwerte von Mat(WF(w)) dar, d.h., sie sind die Hauptkriimmungen von S in
F(t,0). Daraus folgt fiir die mittlere Kriimmung H von S

HoF(t,0) = 21— r/-f(t) cos(0)) (1 — rr(t) cos(0) — rr(t) cos(0))

1 — 2rk(t) cos(0)
2r(1 — rr(t) cos())

und fiir die Gauss-Kriitmmung K von S

K(t) cos(0)
r(1 — rk(t) cos(0))

KoF(t0)=—

fur alle (¢,0) € U.
3. Ist die Fliche S minimal, so gilt insbesondere H o F' = 0 auf U, d.h. x(t) cos() = =+

fir alle (¢,0) € U. Da die rechte Seite dieser Gleichung konstant ist, muss in2s7;
besondere die Funktion cos konstant auf ]0, 27| sein, Widerspruch. Daraus folgt,
dass S nicht minimal sein kann. Hat S positive Gauss-Kriimmung, so gilt analog
k(t) cos(f) < 0 fir alle (¢,0) € U, d.h. cos(0) < 0 fiir alle # €]0, 27|, Widerspruch.

Daraus folgt, dass S nicht iiberall positive Gauss-Kriimmung haben kann.

45. Aufgabe
Fiir feste gegebene r, R > 0 mit r < R sei die requlire Fliche T von R? definiert durch

T = {(z1, 22, 23) ER3 | (V22 + 22 — R)? + 23 = r?}.

1. Bestimmen Sie die Gauss-Krimmung K und das mittlere Krimmungsfeld HvonT
beziiglich (U, F) fir U =0, 27 R[x]0, 27| und

F:U — R
(R — rcos(ya)) cos(£)
Yy (R —rcos(ys)) sin(%)

rsin(ys)

oS mls

(Hinweis: Sie konnen die Ergebnisse der 44. Aufgabe mit geeigneter Wahl der Kurve
¢ verwenden. )

2. Bestimmen Sie die Bereiche von T, wo K >0, K <0 und K =0 und zeichnen Sie

sie an.
Losung:
Rcos(%)
1. Setze, fiir alle t € R, ¢(t) :== | Rsin(%) |. Dann ist ¢ nach Bogenlénge parame-
0
cos(%)
trisierte Kurve mit Krimmung x = %, Normalenfeld n(t) = — sin(%) und

0

—k(t) cos(0)
1—rk(t) cos(0)
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0
Binormalenfeld b(t) = | 0 |]. Die lokale Parametrisierung /' von T ist der Form
1

F(y) = c(y1) + r(cos(y2)n(y1) + sin(y2)b(y1))

fiir alle y € U: die Flache T ist die Rohrenflache von Radius » um die Kurve ¢. Nach
der 44. Aufgabe ist ein C'* Einheitsnormalenfeld auf F'(U) gegeben durch

NoF(y) = —(cos(y2)n(y1)+ sin(y2)b(y1))

cos(yq) cos(%
= cos(ys) sin(

— sin(ya)

DSl

)
)

und die mittlere bzw. Gauss-Kriimmung von S beziiglich (U, Fj,)) und N sind gege-
ben durch

1 — 2rk(y1) cos(y)

2r(1 = ri(y1) cos(y2))
R — 2r cos(ys)

2r(R — rcos(ys))

Ho F(y)

bzw.

k(1) cos(yz)
r(1 = rr(y1) cos(yz))
— cos(y)
r(R — rcos(yz2))

KoF(y) = -

(2.6)

fir alle y € U. Daraus folgt fiir das mittlere Kriimmungsfeld von S beziiglich
(U7 FU)

HoF(y) = (HoF(y))NoF(y)
R — 21 cos(ys) cos(ya) cos(zﬁl)

- 2r(R — rcos(yz)) Cosﬁysgi)ns(iynz()i})

Der Nenner in der rechten Seite von (28) ist stets positiv nach der Wahl von r, somit
ist das Vorzeichen von K (F(y)) gegeben durch das von — cos(yz), d.h., K(F(y)) >0
fiir alle y € U mit y» €]%,2[, K(F(y)) = 0 fiir y € U mit y» = Z oder y, = &,

K(F(y)) <0 fir y € U mit ys €0, 5[ oder yo €], 27].
Bild in der Ubung.



Kapitel 3

Klausuraufgaben

Aufgabe 1 (10 Punkte)
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind (keine Begriindung er-
forderlich):

Ist ¢ eine reguldr parametrisierte Kurve im R”, so exi- | WAHR
stiert eine Umparametrisierung nach Bogenlange von c.

Ist ¢ eine nach Bogenlénge parametrisierte Raumkurve, | FALSCH
so ist ihre Krimmung positiv.

Ist ¢ nach Bogenlange parametrisierte ebene Kurve, so | WAHR
stehen ¢/(t) und ¢’(t) bei jedem t senkrecht aufeinander.

Sei eine C*° Funktion f : I — R (wobei I C R In- | FALSCH
tervall ist) gegeben. Dann existiert eine eindeutige nach
Bogenlinge parametrisierte ebene Kurve ¢ : I — R?
mit Krimmung f.

Ist F: R? — R? eine C* Immersion, so ist F(R?) eine | FALSCH
regulare Flache.

Es existiert keine kompakte regulare Flache verschwin- | WAHR
dender Gauss-Kriimmung.

Die Kettenflache ist eine minimale Drehflache. WAHR

Haben zwei regulire Flachen die dieselbe Gauss- | FALSCH
Kriimmung, so sind sie diffeomorph.

Das Parallelenaxiom ist im sphéarischen Modell erfillt. | WAHR

Zu jedem € > 0 existiert ein hyperbolisches Dreieck mit | FALSCH

Winkelgrofien 7 —e, 7 — ¢ und 2¢.

173
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Aufgabe 2 (10 Punkte)

Sei ¢ gegeben durch c(t) = < cos() sin(t)

) + In(tan(%)) ) fiir alle t €]0, 7.

L
2
1. Zeigen Sie, dass c eine reqular parametrisierte ebene Kurve definiert.

2. Berechnen Sie die Lange der Kurve ¢ zwischent =7 und t =

e

3. Berechnen Sie die Krimmung von c.

1. Fir alle ¢ €]0, %[ ist wegen £ €]0, %[ die Zahl tan(4) wohldefiniert und sie liegt
n ]0, 1], somit ist auch ¢(¢) wohldefinierte parametrisierte Kurve im R?. Da beide
Koordinatenfunktionen von ¢ C* sind, ist ¢ C*°. Desweiteren gilt fiir alle ¢ €0, 5|

nach der Kettenregel und tan’ = 1 + tan?:

oo cos(t) .
c(t) = ( —sin(t) + g (G0 )

mit
1 1 + tan($)? , 1
— t = — t
sin(t) + Qtan(%)( 2 ) sin(t) + 2tan(%) cos(%)?
0+ 53—
= —sin
2sin(%) cos(3)
1
— —sin(t
sin(t) + sin(t)
_ cos(t)?
~ sin(t)
= cos(t) cot(t),
so dass (t) = cos(t < ) Wegen cos(t) # 0 fiir alle ¢ €]0, 7] gilt auch
d(t) # 0 fiir alle t €]0, 5, somlt ist ¢ regular parametrisierte ebene Kurve.

2. Berechne zuerst ||c/(¢)|| fiir alle ¢ €]0, §[. Es gilt

e = Teost) (i )1

= cos(t)V/TF ot (cos(t) > 0Vt €0, 7

_ Zi’jég (sin(t) > 0t €0, )

= cot(t).

Nach Definition gilt
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= /TS cot(t)dt
= [in(sin(1))]2
1
- Iln(ﬁ)
= 3 In(2)
3. Fiir alle t €]0, [ gilt ¢”(t) = —sin(t) ( cotl(t) ) + cos(t) ( B .O%t)Q ) Daraus folgt

fiir die Kriimmung x von ¢

det(c(t),"(t))
l'(@)1I?

cos(t)? 1 0
= det
cot(1)3 e (cot(t) ——Sin%t)Q )

= —tan(t),

k(t) =

fiir alle ¢ €]0, 5.
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Aufgabe 3 (10 Punkte)
Sei die Abbildung f : R® — R durch f(x1,z9,x3) := 1129235 gegeben.

1. Bestimmen Sie die reqularen Punkte und die requldaren Werte von f.

2. Bestimmen Sie die Werte w von f, fiir die die Niveaumenge f~1({w}) eine reguldre
Fldche ust.

1. Die Abbildung f ist C* und es gilt fiir alle z € R3:
d.f = ( ToTs 1175 271793 ) ,

insbesondere gilt d,f = 0 g.d.w. x12x3 = Tox3 = w1x9w3 = 0 gilt. Dies ist aber
dazu aquivalent, dass 1 = x5 = 0 oder z3 = 0 gilt. Der Punkt x ist somit genau
dann kritisch fiir f, wenn x auf der x3-Achse (x; = xo = 0) oder in der z;xo-Ebene
(x3 = 0) liegt. Die Menge der reguldren Punkte von f ist dann dessen Komplement,
d.h., sie ist {z € R¥|x3 # 0 und (z; # 0 oder x5 # 0)}. Der einzige kritische Wert
fir f ist 0. Wegen f(R3) = R muss dann R \ {0} die Menge der regulidren Werte
von f sein.

2. Fiir alle regulidren Werte w von f ist nach einem Korollar aus der Vorlesung f~!({w})
eine reguldre Fliche. Somit ist f~!({w}) eine reguldre Fliche fiir alle w € R\ {0}.
Fir w = 0 gilt f~'{w}) = {z € R*|z; = 0 oder z, = 0 oder z3 = 0}, d.h,,
S71({0}) ist die Vereinigung der x1xs-, x123- und zox3-Ebenen. Sie ist insbesondere
keine regulare Flache.

Daraus folgt, dass die Menge der Werte w von f, fiir die die Niveaumenge f~!({w})
eine regulire Fliche ist, die Menge R \ {0} ist.
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Aufgabe 4 (10 Punkte)

s cos(t)
Sei F': R? — R3, F(s,t) := | ssin(t) |. Zeigen Sie, dass S := F(R?) eine minimale
t
Regelfliche ist.
0
Die Abbildung ist der Form F(s,t) = c(t) + sv(t) mit ¢(t) = 0 | und v(t) =
t
cos(t)
sin(t) |. Die Abbildungen ¢ und v sind offenbar C*° von R nach R3. Es bleibt, zu
0

zeigen, dass I : R? — R3 eine C°° Immersion und ein Homéomorphismus auf S ist und
dass das mittlere Krimmungsfeld von S identisch verschwindet.

cos(t) —ssin(t)
Fir alle (s,t) € R? gilt 25(s,¢) = [ sin(f) | und & (s,t) = scos(t) |, insbeson-
0 1
dere ist F' eine Immersion (die Vektoren 2 (s, ¢), 9 (s, t) sind linear unabhéngig fiir alle

(s,t) € R?). Die Abbildung 7 : R® — C x R, (21,22, 23) := ((z1 + ix2)e " x3), ist
offenbar stetig und erfiillt 7 o F' = Idg> sowie I o |, = Idg, somit ist F: R? — S ein
Homoomorphismus. Daraus folgt schon, dass S eine regulére Regelflache ist.

Fiir die Berechnung des mittleren Krimmungsfeldes von S wéhle man das C'*° Einheits-
normalenfeld

B a—f(s,t) X Sr(s,t)
No F(s,t) = | ?2_5(87t) x 9 (s, 1)||
sin(¢)
— cos(t)
- sin(t)
|| —cos(t) ||
sin(t)
1
- S+l \ C(;S<t)

Fiir die Berechnung der Matrix der Weingarten-Abbildung braucht man die der ersten
Fundamentalform und die der zweiten Fundamentalform bzgl. N. Die Matrix der ersten

Fundamentalform von S bzgl. (R?, F') ist gegeben durch < é &2 0+ L) somit ist deren In-
1 0 0 — sin(t)
verses durch 1 gegeben. Wegen %2—5(3, t)y=1 0 |, %(s, t) = cos(t)
O ) o) "~ 0
—s cos(t)
und %%f(s,t) = | —ssin(t) | gilt fir die Matrix der zweiten Fundamentalform von S
0

bzgl. (R?, F) und N: (hi;(s,1)),; = ﬁ < _01 _01 ) Daraus folgt fiir die Matrix der
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Weingarten-Abbildung von S bzgl. (R? F) und N:

1

Mat(Wp(s,t)) = (gz’j(svt));j '(hiJ'(Svt))i,j

1 (0 —1)
s2+1 _ﬁ 0/

Die Spur dieser Matrix verschwindet fiir alle (s,t) € R?, somit verschwindet die mittlere
Kriimmung von S bzgl. N, d.h., S ist Minimalflache.
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Aufgabe 5 (10 Punkte)
Die Inzidenz- und Anordnungsaxiome seien fir P, G, T und A erfillt. Sei L eine feste
gegebene Gerade. Fur zwei Punkte p,q nicht auf L definiere man

p~q << LNpg=2.

1. Zeigen sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Punkte definiert, die
nicht auf L liegen.

2. Zeigen Sie, dass es beziiglich dieser Aquivalenzrelation genau zwei Aquivalenzklassen
qibt.

Aufler den Inzidenz- und Anordnungsaxiomen darf man nur folgendes Ergebnis aus der
Vorlesung verwenden: gegeben ein Punkt s auf einer Geraden L', dann definiert die Re-
lation “siRsy <= s ¢ 5753" eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Punkte, die
auf L' liegen aber ungleich s sind, und es gibt genau zwei Aquivalenzklassen (“Seiten”)
beziiglich R.)

1. Seien p,q,7 € P. Wegen pp = @ (nach A;) gilt LNpp = & und somit p ~ p:
die Relation ist reflexiv. Gilt L Npg = &, so gilt wegen gp = pg (nach As) auch
L Ngp = @: die Relation ist symmetrisch. Gelten L Npg = @ sowie L Ngr = &, so
miissen zwei Falle unterschieden werden:

a. Die Punkte p, ¢, r sind auf einer Geraden L’: schneidet L’ die Gerade L nicht,
so gilt offenbar L Npr = @. Schneidet L’ die Gerade L, so ist es in genau einem
Punkt (nach I), den wir mit s bezeichnen. Die Voraussetzungen L Npg = @
und L Nqr = @ sind dann dazu aquivalent, dass p und ¢ auf derselben Seite
von s auf der Geraden L’ liegen bzw., dass ¢ und r auf derselben Seite von s
auf der Geraden L’ liegen. Da diese Relation (die im Hinweis mit R bezeichnet
ist) eine Aquivalenzrelation ist (Vorlesung), miissen dann p und 7 auf derselben
Seite von s auf L’ liegen; insbesondere gilt s ¢ pr, d.h., auch L' Npr gilt.

b. Die Punkte p, q,r sind nicht auf einer Geraden: Da L keinen der drei Punkte
p, q,r enthilt, kann sie die Strecke pr nicht schneiden, sonst wiirde sie nach Aj
entweder pq oder qr schneiden, Widerspruch. Damit gilt auch L Npr = @.

In beiden Fallen gilt p ~ r: die Relation ist transitiv. Insgesamt definiert sie eine
Aquivalenzrelation.

2. Sei p € P nicht auf L (nach I existiert ein solcher Punkt). Sei s ein Punkt auf L
(nach I existiert ein solcher Punkt). Sei ¢ € P so, dass s € pg (ein solcher Punkt
existiert nach Aj). Nach Konstruktion gilt L Npg = {s}, insbesondere definieren
p und ¢ verschiedene Aquivalenzklassen bzgl. ~. Wir zeigen nun, dass es nur diese
beiden gibt. Sei r € P mit p ~ r. Wir unterscheiden nochmal in zwei Falle:

a. Die Punkte p, r, ¢ sind auf einer Geraden L’: Dann gilt s € pr, d.h., r liegt nicht
auf derselben Seite von s wie p auf L’. Da ¢ nicht auf derselben Seite von s wie
p auf L liegt, muss dann r auf derselben Seite von s wie ¢ auf L' liegen (es
gibt nach der Vorlesung nur zwei Seiten von einem Punkt auf einer Geraden).
Insbesondere gilt LNqr = @, d.h., ¢ ~ r.
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b. Die Punkte p,r, ¢ sind nicht auf einer Geraden: die Gerade L, die keinen der
Punkte p, g, 7 enthélt, schneidet pg und pr, somit kann sie nach Aj die Strecke
qr nicht schneiden, Insbesondere gilt g ~ 7.

In beiden Fallen gilt ¢ ~ r, d.h., ¢ und r liegen in derselben Aquivalenzklasse. QED.
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Aufgabe 6 (10 Punkte)

0 oz
Gegeben sind die Punkte Py :== | 0 | und P, := g der Sphdre S%. Der Punkt Py
1 0

sei der Bildpunkt von Py bei einer Drehung um die x3-Achse mit dem Winkel ¢ € [0, 27].

1. Fir welche Werte von ¢ bilden die Punkte Py, Py, P3 ein spharisches Dreieck in
S22

2. Bestimmen Sie fir ¢ = % die Seitenlingen und die Innenwinkelgrofien des spharischen
Dreiecks PPy Ps.

3. Zeigen Sie, dass falls die Punkte Py, Py, P3 ein gleichseitiges spharisches Dreieck
bilden, so bilden sie auch ein gleichseitiges euklidisches Dreieck im R3.

1. Der Punkt P; kann explizit berechnet werden: es gilt nach Definition

cos(p) —sin(p) 0 g
Py = sin(p) cos(e) 0O g
0 0 1 0

1 cos(p) — sin(yp)

= — | cos(p)+sin(p)

V2 0

Die Punkte P;, P5, P; bilden genau dann ein sphérisches Dreieck, wenn det( Py, Py, P3) #
0 gilt, d.h., wenn sin(¢) # 0. Dies ist aber dquivalent zu ¢ € [0, 27 [\7Z =]0, = [U]7, 27].

Es gilt dg(P1, ;) = arccos((Py, P»)) = arccos(0) = 7. Da Drehungen sphérische
Isometrien sind und P; in der Fixpunktmenge der betrachteten Drehung ist, gilt
ds(Py, Ps) = ds(Py, Py) = % (dies gilt fiir alle ¢ €0, w[U]7, 27[). Per Konstruktion
gilt (P, P3) = cos(yp), somit gilt fiir ¢ = §: dg(FP, P3) = §. Die Innenwinkelgrofen
von P; P, P; konnen direkt, mit dem sphérischen Seitenkosinussatz oder aus einem
Bild (!) ausgerechnet werden: £(Py, P, P3) = £(Ps, P35, P1) = 5, £(Ps, P, %) = 3.

Es ist hauptséichlich zu bemerken, dass dg(P, Q) = dg(Py, Q1) genau gilt, wenn
(P,Q) = (P1,Qu) gilt. Wegen ds(P1, P2) = ds(P1, P3) gilt dann (P, Po) = (Py, Ps).
Gilt zusatzlich dg(P1, Py) = ds(Py, Ps), so gilt (Py, Po) = (P», P3). Daraus folgt fiir
die Seitenlangen des euklidischen Dreiecks P P Ps:

[Py = Pof> = [|P]* + | P> = 2(Py, Py)
= 2-2(P,P)
= 2-2(P, P)
= || P)® + || B> — 2(P2, Py)
= ||P, - B5%,

d.h., ”P1 - P2H = ”P2 - P3H Analog gllt HPI - P2” = HPI - Pg”, somit ist P1P2P3
gleichseitiges euklidisches Dreieck.
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Aufgabe 1 (10 Punkte)
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind (keine Begrindung er-
forderlich):

Ist ¢ eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve im | FALSCH
R", so gibt es keine weitere Umparametrisierung nach
Bogenlange von c.

Gegeben sei L > 0. Dann sind die Kreisscheiben von | FALSCH
Radius i die kleinstmoglichen Gebiete, die von einer
einfach geschlossenen ebenen Kurve der Lange L beran-

det sind.

Es existiert eine ebene geschlossene Kurve, deren Total- | FALSCH
krimmung 37 gleicht.

Sei eine C*° Funktion f : I — R gegeben mit f > 0 auf | WAHR
I (wobei I C R Intervall ist). Dann existiert eine regulér

parametrisierte Raumkurve ¢ : I — R® mit Kriimmung
und Windung gleich f.

Sei f: R — R eine C* Abbildung und d € f(R?). Ist | WAHR
f7Y{d}) keine regulire Fliche, so ist d kritischer Wert
von f.

Hat eine requlare Fldache negative Gauss-Krimmung, so | WAHR
18t sie nicht kompakt.

Es existiert eine Drehfliche positiver Gauss-Krimmung. | WAHR

Sei p ein Punkt aus einer requldaren Flache S. Dann ver- | FALSCH
schwindet das mittlere Krummungsfeld von S in p genau
dann, wenn die beiden Hauptkrimmungen von S in p
entgegengesetzte Vorzeichen haben.

Das Parallelenaxiom 1ist nur im kartesischen Modell | FALSCH
erfullt.

FEs existiert ein spharisches Dreieck mit Seitenlingen 3, | FALSCH
™ und 3.
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Aufgabe 2 (10 Punkte)

Fiir ein festes a > 1 sei ¢ : R — R? durch c(t) := (

1.

a cos(t) + sin(t)

a(cos(t) + sin(?)) ) gegeben.

Zeigen Sie, dass ¢ eine periodische requldar parametrisierte ebene Kurve definiert und
dass [c] einfach geschlossen ist.

(Hinweis: schreibe ¢ in der Form ¢(t) = cos(t)v; + sin(t)ve, mit geeigneten Vektoren
U1,V € RQ)

Zeigen Sie, dass fir die Linge von [c] gilt: Lc]* > 47%a(a — 1).

Bestimmen Sie die Umlaufzahl von |c|.

. Die Abbildung c ist offenbar C*°, mit Werten im R?, und es gilt fiir alle t € R: ¢(t) =

cos(t) ( ’ )—i—sin(t) ( ! ) und somit ¢(£) = — sin(t) ( ’ )—l—cos(t) ( ! ) Wegen

a > 1 sind die Vektoren Z und clL linear unabhéingig, somit gilt ¢/(¢t) = 0

g.d.w. cos(t) = sin(t) = 0, was natiirlich nie passiert. Daraus folgt ¢/(t) # 0 fiir alle
t € R, d.h., ¢ ist regular parametrisiert. Desweiteren ist ¢ genau 27-periodisch: gilt
c(t) = c(t') fir t, ¢’ € [0, 2n[, so gilt wegen der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren

)
( Z ) und < clz ) cos(t) = cos(t') und sin(t) = sin(t’), woraus t = t’' folgt. Damit
hat man auch bewiesen, dass [c] einfach geschlossen ist.

Da ¢ einfach geschlossen ist, kann die isoperimetrische Ungleichung angewendet
werden: sei 2 das von ¢ umschlossene Gebiet im R?, dann gilt L[c]> > 47 A[Q)],
wobei A[Q)] der Flacheninhalt von Q ist. Dieser Flacheninhalt ldsst sich aber hier
explizit ausrechnen: es gilt

AlQ] = %|/Oﬂdet(c(t),c’(t))dt|

-5 " (con(t)? + sin(0)?) det (&)

= ma(a—1).
Daraus folgt die Behauptung.

Da [c] einfach geschlossen ist, muss nach dem Umlaufsatz entweder niy = 1 oder
nyg = —1 gelten. Das Vorzeichen von njg kann durch das der Kriimmung mit der
Formel 27n(g = fo% k(t)dt bestimmt werden. Wegen det(c'(t),c"(t)) = ala—1) >0
gilt k > 0 auf R, somit gilt auch ny) > 0. Damit folgt niy = 1.
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Aufgabe 3 (10 Punkte)

Fiir eine orientierte requlire Fliche S und einen Punkt p auf S seic: I — R? eine nach
Bogenlinge parametrisierte Kurve mit c(0) = p und c(t) € S fir allet € I, wobei I C R
ein offenes Intervall ist. Man nehme an, dass S positive Gauss-Krimmung habe.

1.

Zewgen Sie mit Hilfe der Produktregel, dass folgende Identitdt fir alle t € I gilt:
(Noc(t),d'(t)) = (Wew(c(t)),c(t)), wobei N das stetige Einheitsnormalenfeld ist,
welches die Orientierung von S liefert und W die Weingarten-Abbildung von S
beztiglich N ist.

(Hinweis: leiten Sie die Funktion ¢ — ((N o ¢)(t),c/(t)) ab.)

Zeigen Sie, dass fir alle X € T),S gilt
[(W(X), X)| = min(] ], [a]) - | X%,
wobei k1 und ko die Hauptkrimmungen von S in p und beziiglich N sind.

Leiten Sie mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung her, dass fir die Krimmung
k von ¢ gilt £K(0) > min(|k1], |K2|).

Fiir alle t € I gilt (N oc(t),c(t)) = 0 (denn ¢/(t) € Tey)S und N o ¢(t) L Ty1)S).
Das Ableiten dieser Identitét nach t liefert nach der Produktregel:

0 = ((Noe,d))(1)
= ((Noc)(t),d(t)) + (Noc(t), (1))

Nach Definition der Tangentialabbildung gilt (N o ¢)’(¢ ) T.»N(c'(t)) und nach
Definition der Weingarten-Abbildung gilt T.)N(c'(t)) = cv)(c(t)), was zu be-
welsen war.

Sei { X7, X5} eine Orthonormalbasis von 7,5, in der W), diagonal ist, d.h., W,(X;) =
r; X; fir alle i = 1,2 (die Eigenwerte r; sind dann die Hauptkriitmmungen von S
in p und bzgl. N). Sei X € T,S. Zerlege X in der Basis {X;, Xo}: es existieren
eindeutige ay,as € R mit X = a; X + a2 X5. Dann gilt

|(Wp(X), X)| = [{aaWp(X1) 4 aaW3(X3), a1 Xy 4 a2 X))
= {a1k1 X1 + agkaXo, a1 X1 + as Xy)|
= |kia] + Kpa3|.
Wegen der Voraussetzung K > 0 auf S miissen die Hauptkrimmungen beide po-

sitiv oder beide negativ sein. O.B.d.A. seien k1, ks > 0, dann gilt offenbar Hia? >
min(ky, ko)a? fiir alle i = 1, 2. Damit folgt

|k1a? + koa3| > min(ky, k2)|a] + a3

= min(|r], ko) || X?

und die Behauptung.
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3. Nach 1. und 2. gilt [(Noc¢(0),”(0))| > min(|x1], |x2])||¢'(0)]]*. Da ¢ nach Bogenlinge
parametrisiert ist, muss ||¢/(0)|| = 1 gelten. Auerdem gilt nach der Definition der
Kriimmung fiir nach Bogenlénge parametrisierte Raumkurven ¢”’(t) = x(t)n(t) fir
alle t € I. Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und wegen « > 0 gilt

[(N 0c(0),"(0)] < ([N ocO)f - I"(0)]

= |x(0)]
= #(0),

was unmittelbar zum Ergebnis fiihrt.
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Aufgabe 4 (10 Punkte)

V1= llyll?

Sei die lokale Parametrisierung (U, F') von S := S? gegeben durch F(y) := Y1

Y2
fiir alle y € U, wobei U := {y € R*|||y]] < 1}.

1. Zeigen Sie, dass die erste Fundamentalform von S beziiglich (U, F') gegeben ist durch

B 1 1—vy2 1y
(9i3);5 = 1 —[lyl? ( viye 1—ui )

2. Zeigen Sie, dass fir die zweite Fundamentalform von S beziglich (U, F') und eines
der beiden stetigen Einheitsnormalenfelder N gilt:

1 1—ys
(hij)z‘,j: ( e )

1= wlP\ vy 1-wt

Leiten Sie daraus her, dass die Weingarten-Abbildung von S beziglich (U, F') und
desselben N gegeben ist durch

10
Mat(WF(y)) == < 0 1 ) .

3. Bestimmen Sie das mittlere Kriummungsfeld von S.

— Y1 _ Y2
. e or e - ‘
L. Es gilt 5-(y) = 1 und 5-(y) = 0 , somit ist die Matrix
0 1

der ersten Fundamentalform von S bzgl. (U, F') gegeben durch

y2 Yi1y2 9
)= | PTEBE TRE ) o1 L=y
J/4,g Y1y2 14 2 1 — Hsz Yiys 1 — y%

1=[lyll? 1=yl

. . 2E (y)x ££ (y)
2. Als C* Einheitsnormalenfeld auf F'(U) wihle man N o F(y) = ” S =

TM(Q)X@@”

— 5 o 1-y3 __ Y1y2
V1=lyl RENDS (-Jlyll?)?

9*°F _ 9*°F _
Y1 - Wegen 75 (y) = 0 s Boow V) = 0
Y2 0 0
_ 1—y3
025 (1-llyl?)? e . .
und a—yg(y) = 0 gilt fiir die Matrix der zweiten Fundamentalform
0

von S bzgl. (U, F') und N:

1-y3 Y1y2 9
(his), . = [ TP TP ) 1 l—y; e )
v /i,g Y192 1—y7 1 — Hy”2 V1Yo 1— y%

1=yl 1=yl
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p— 2 p—
Da das Inverse zu (g;;), ; gegeben ist durch I=n yly% ), ist die Matrix der
7 —y2 1—y;
Weingarten-Abbildung von S bzgl. (U, F') und N gegeben durch

Mat(Wr,)) = (gij)i_,J'l : (hij>i,j
o (1—% —y1y2)-<1—y§ Y112 )
L=yl \ =y 1- Y5 yiya 1—yf
! (1—HyH2 0 )
1—lyl]? 0 1—|lyl?

:_<(1](1J).

. Die mittlere Kriimmung von S bzgl. N ist in der lokalen Parametrisierung (U, F')

gegeben durch H o F(y) = —1 und somit ist das mittlere Kriimmungsfeld von S
bzgl. (U, F') gegeben durch
, V1I=lyl?
HoF(y)=(HoF(y) NoF(y) = - n

Y2
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Aufgabe 5 (10 Punkte)

Die Inzidenz-, Anordnungs- und Kongruenzaxiome seien fir P, G, T, A, SK und WK
erfillt. Seien p,q,r Punkte auf einer Geraden L mit p # q und p # r. Man nehme an,
dass q und r auf derselben Seite von p auf L liegen mit pqg = pr.

1. Nach 14 gibt es einen Punkt s nicht auf L. Zeigen Sie mit Hilfe von Kg, dass
Z(p,s,q) = L(p, s, r) gilt.

2. Zeigen Sie mit Hilfe von Ks, dass Z(p,s,q) = Z(p, s,r) und leiten Sie daraus her,
dass q =1 gilt.

1. Da die Kongruenzrelation auf Strecken eine Aquivalenzrelation ist (Folgerung aus
K; und Ky, siehe Satz in der Vorlesung), gilt ps = ps. Da p, r auf L und auf derselben
Seite von p liegen, muss weiter Z(s,p,q) = Z(s, p,r) und somit Z(s,p,q) = Z(s,p, )
(nach Ky) gelten. Da nach Voraussetzung zusétzlich pg = pr erfiillt ist, folgt aus Kg,
dass Z(p, s,q) = Z(p, s,r) gilt.

2. Nach der Eindeutigkeit in der Winkelabtragung (Axiom Kj;) und weil ¢, r auf der-
selben Seite von L(p,s) liegen (denn p ¢ gr) muss wegen Z(p,s,q) = Z(p,s,r)
auch Z(p, s, q) = Z(p, s,r) gelten. Daraus folgt, dass s, ¢, r auf einer Geraden liegen.
Wiéren ¢ # r, so wiirde s auf L(q,r) = L liegen, Widerspruch zur Konstruktion von
s. Somit gilt g = r.
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Aufgabe 6 (10 Punkte)
Im kartesischen Modell der ebenen euklidischen Geometrie sei die Abbildung M, : R? —

R? durch
- (43) (2)5(8) o

gegeben, fur alle x = ( il ) € R?, wobei py, py € R Konstanten sind.
2

1. Bestimmen Sie alle Paare reeller Zahlen (a,b), fir die M, eine euklidische Bewe-
gung ist.

2. Geben Sie fiir eines der von Ihnen in 1. angegebenen Paare (a,b) eine Darstellung

der Form BJ) fiir M,y o M,y an.

3. Geben Sie fir eines der von Ihnen in 1. angegebenen Paare (a,b) eine Darstellung
der Form BJl) fir Ma_b1 an.

0 a 1 —b L0
t . — . — p—
1. Essollen ‘A- A = I, gelten mit A ( 1 b ),d.h., ( b a4 ) ( 0 1 )

Dies ist zu b = 0 und a? = 1 dquivalent, d.h., @ = —1 oder a = 1. Die einzigen reellen
Paare (a,b), fir die M, eine euklidische Bewegung ist, sind also (—1,0) und (1,0).

2. Es gilt fiir alle z € R?:

Moo M o(x) = A2~:1:+A-p—|—p

_ -1 0 P11+ D2
- (0 —1) H(m—pl)'

Mig(x) = Az —A""p

() ()

3. Es gilt fiir alle z € R?:



Axiome der ebenen euklidischen Geometrie

Inzidenzaxiome:

L
I
I3

Iy

Durch je zwei Punkte geht eine Gerade.
Durch je zwei verschiedene Punkte geht hochstens eine Gerade.
Jede Gerade enthalt mindestens zwei Punkte.

Es gibt drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen.

Anordnungsaxiome:

Liegt ein Punkt g zwischen zwei Punkten p und r, so sind p, ¢, r paarweise verschie-
dene Punkte auf einer Geraden.

Liegt ein Punkt ¢ zwischen zwei Punkten p und r, so liegt ¢ zwischen r und p.

Zu je zwei verschiedenen Punkten p und ¢ gibt es einen Punkt r so, dass q zwischen
p und r liegt.

Unter je drei Punkten liegt hochstens einer zwischen den beiden anderen.

Seien p, ¢, r Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen. Sei L eine Gerade, die keinen
dieser drei Punkte enthalt. Schneidet L die Strecke pq, so schneidet L genau eine
der beiden anderen Strecken gr oder pr.

Kongruenzaxiome:

Ky

Ko

Seien p # q, p1 # r1 vier Punkte. Dann existiert ein Punkt ¢; auf L(p;,r), auf
derselben Seite von p; wie r so, dass pq = p1q;-

Seien p # q, p1 # q1 und py # o sechs Punkte. Gelten pig; = pg und p2qz = pq, so
gilt p1q1 = paga.

Seien (p,q,r) und (p1,q1,s1) zwei Tripel von Punkten, die jeweils paarweise ver-
schiedene Punkte auf einer Geraden sind mit pg N gr = @ und pigt N1y = <.
Gelten pq = p1q1 und qr = qq7rq, so gilt pr = pyry.

Die Kongruenzrelation zwischen Winkeln bildet eine Aquivalenzrelation auf der
Menge der Winkel.

Seien (p,q,r) und (p1,qi, s1) zwei Tripel von Punkten, die jeweils nicht auf einer
Geraden liegen. Dann gibt es einen Punkt ry, auf derselben Seite von L(qy,p;) wie
sy so, dass Z(p,q,r) = Z(p1,q1,71). Ist ferner ry ein Punkt auf derselben Seite von
L(q1,p1) wie sy mit Z(p,q,r) = Z(p1,q1,72), so gilt L(p1,q1,71) = Z(p1,q1,72)-



K¢ Seien (p,q,r) und (p1,qi,71) zwei Tripel von Punkten, die jeweils nicht auf einer
Geraden liegen. Gelten gp = qip1, qr = qur1 und Z(p,q,7) = Z(p1,q1,71), so gilt
A(vaﬂﬂ) = A(Chaplarl)-

Parallelenaxiom:

P Sei L eine Gerade und p ein Punkt nicht auf L. Dann gibt es hochstens eine Parallele
zu L durch p.

Vollstandigkeitsaxiome:

V1 Seien pg und 7s zwei Strecken. Dann existiert eine natiirliche Zahl n so, dass die
Strecke 718, die durch n-maliges Abtragen der Strecke 7s auf der Geraden L(p, q)
entsteht, ausgehend von p in Richtung ¢, die Strecke pq enthalt.

V5, Das vorlaufige Modell der ebenen euklidischen Geometrie sei maximal.
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