
Geometrie (Lehramt Gymnasium)

Nicolas Ginoux

Universität Regensburg - WS 2008/9

1. Dezember 2009



2



Inhaltsverzeichnis
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Einführung

Dieses Skript enthält den ersten Teil der Vorlesung, wo die äußere Geometrie von Kur-
ven und Flächen behandelt wird. Es bezieht sich größtenteils auf [1], unterscheidet sich
aber davon für (beispielweise) die Definition regulärer Flächen, siehe Abschnitt 2.1. Als
weitere Literatur wird [3] stark empfohlen, siehe eventuell auch Bände 2 und 3 von [8]. Ler-
nen geht ohne Üben nicht: dementsprechend wurde eine Reihe von korrigierten Übungs-
und Klausuraufgaben zusammengestellt, darunter auch ein paar zum Thema Axiomatik
(prüfungsrelevanter Stoff!).
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Kapitel 1

Kurven

1.1 Parametrisierungen und Länge

1.1.1 Parametrisierungen

Definition 1.1 Sei n ∈ N \ {0}. Eine parametrisierte Kurve im Rn ist eine C∞- (d.h.,
unendlich oft differenzierbare) Abbildung

c : I −→ Rn,

wobei I ⊂ R ein Intervall ist und n ∈ N, n ≥ 1.

Erinnerung: Sei c : I −→ Rn eine Abbildung. Dann lässt sich für jedes t ∈ I der Punkt
c(t) in der kanonischen Basis von Rn darstellen in der Form

c(t) =




c1(t)
...

cn(t)


 ,

wobei cj(t) ∈ R für alle 1 ≤ j ≤ n. Die cj sind dann Abbildungen I −→ R und heißen
die Koordinatenfunktionen von c. Die Abbildung c ist genau dann C∞, wenn für alle
j ∈ {1, . . . , n} die Funktion cj C

∞ ist, und in diesem Fall gilt

c(k)(t) =




c
(k)
1 (t)

...

c
(k)
n (t)




für alle k ∈ N und t ∈ I.

Definition 1.2 Eine regulär parametrisierte Kurve ist eine parametrisierte Kurve
c : I −→ Rn mit

c′(t) 6= 0

für alle t ∈ I.

7



8 KAPITEL 1. KURVEN

Beispiele 1.3

1. Sei n = 1: jede C∞-Funktion f : R −→ R ist eine parametrisierte Kurve; jede C∞-
Funktion f : R −→ R mit f ′(t) 6= 0 für alle t ∈ R ist eine regulär parametrisierte
Kurve.

2. Sei n = 2. Die Abbildung

c : R −→ R2

t 7−→ p+ tv

wobei p, v ∈ R2, ist eine parametrisierte Kurve. Ferner gilt c′(t) = v für alle t ∈ R,
somit ist c genau dann regulär parametrisiert, wenn v 6= 0.

3. Sei nochmal n = 2. Die Abbildung

c : R −→ R2

t 7−→
(

cos(t)
sin(t)

)

ist eine regulär parametrisierte Kurve, denn c ist C∞ und es gilt c′(t) =

(
− sin(t)
cos(t)

)
6=

0 für alle t ∈ R.

3.’ Sei nochmal n = 2. Die Abbildung

d : R −→ R2

t 7−→
(

cos(2t)
sin(2t)

)

ist ebenfalls eine regulär parametrisierte Kurve.

4. Sei für n = 2 die Abbildung c : R −→ R2 durch c(t) :=

(
t2

t2

)
definiert. Wegen

c′(0) = 0 ist c nicht regulär parametrisiert.

Die Beispiele 3 und 3′ will man im Wesentlichen nicht unterscheiden.

Definition 1.4 Seien c : I −→ Rn und d : J −→ Rn regulär parametrisierte Kurven.
Man sagt, dass d eine Umparametrisierung von c ist, g.d.w. ein Diffeomorphismus

ϕ : J −→ I

existiert mit d = c ◦ ϕ.

Erinnerung: Eine Abbildung ϕ : J −→ I heißt Diffeomorphismus g.d.w. sie eine C∞-
Bijektion und ihre Umkehrabbildung ϕ−1 : I −→ J auch C∞ ist. Dies hat Sinn selbst
wenn I und J keine offenen Intervalle sind.
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Beispiel 1.5 Setze I := J := R und ϕ(t) := 2t. Dann gilt für die Beispiele 3. und 3.′

oben d(t) = c ◦ ϕ(t) für alle t ∈ R. Da ϕ ein Diffeomorphismus ist, ist d eine Umparame-
trisierung von c.

VON HIER AUS BETRACHTEN WIR NUR REGULÄR PARAMETRISIERTE KUR-
VEN

1.1.2 Kurven als geometrische Objekte

Definition 1.6 Auf der Menge der regulär parametrisierten Kurven wird die Relation
“∼” definiert durch

c ∼ d :⇐⇒ d ist eine Umparametrisierung von c,

d.h., g.d.w. ein Diffeomorphismus ϕ : J −→ I so existiert, dass d = c ◦ ϕ, wobei
c : I −→ Rn und d : J −→ Rn regulär parametrisierte Kurven sind.

Proposition 1.7 Die Relation “∼” ist eine Äquivalenzrelation auf der Menge der regulär
parametrisierten Kurven.

Beweis: Man prüft die Reflexivität, die Symmetrie, und die Transitivität von “∼” nach:
• Reflexivität: sei c : I −→ Rn eine regulär parametrisierte Kurve. Wähle J := I und
ϕ := IdI , dann ist ϕ : J −→ I ein Diffeomorphismus und es gilt c ◦ ϕ = c, d.h. c ∼ c.
• Symmetrie: seien c : I −→ Rn und d : I −→ Rn regulär parametrisierte Kurven s.d.
c ∼ d. Aus der Definition von “∼” folgt die Existenz eines Diffeomorphismus
ϕ : J −→ I mit d = c ◦ ϕ. Aber dann gilt c = d ◦ ϕ−1, und ϕ−1 : I −→ J ist ebenfalls ein
Diffeomorphismus. Somit gilt d ∼ c.
• Transitivität: seien c : I −→ Rn, d : J −→ Rn und e : K −→ Rn regulär parametri-
sierte Kurven mit c ∼ d und d ∼ e. Aus der Definition von “∼” folgt die Existenz zweier
Diffeomorphismen ϕ : J −→ I und ψ : K −→ J mit d = c ◦ ϕ und e = d ◦ ψ. Aber dann
gilt e = c ◦ (ϕ ◦ ψ) und ϕ ◦ ψ : K −→ I ist als Verknüpfung zweier Diffeomorphismen
auch ein Diffeomorphismus. Somit gilt c ∼ e. �

Definition 1.8 Eine Kurve im Rn ist eine Äquivalenzklasse bzgl. “∼” von regulär para-
metrisierten Kurven. Wir bezeichnen mit [c] die Äquivalenzklasse von c.

Definition 1.9 Die Spur einer Kurve ist die Menge c(I) ⊂ Rn, wobei c : I −→ Rn eine
reguläre Parametrisierung der Kurve ist.

Bemerke, dass die Spur von [c] wohldefiniert ist, denn: ist d : J −→ Rn eine Umparame-
trisierung von c : I −→ Rn, so existiert ein Diffeomorphismus ϕ : J −→ I mit d = c ◦ ϕ,
und somit gilt d(J) = c(ϕ(J)) = c(I), d.h., die Spur hängt nicht von der Wahl der Para-
metrisierung der Kurve ab.
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Beispiele 1.10

1. Sei n = 2 und c : I = R −→ R2 definiert durch c(t) := p + tv wobei p, v ∈ R2 mit
v 6= 0. Die Spur von [c] ist dann eine Geradenstrecke in R2, die p enthält und v als
Richtungsvektor besitzt.

b

p v

2. Sei n = 2 und c : I = R −→ R2 definiert durch c(t) :=

(
cos(t)
sin(t)

)
. Die Spur von [c]

ist der Kreis von Radius 1 um 0. Dieser wird üblicherweise mit S1 bezeichnet. Also:

S1 := {
(
x1

x2

)
∈ R2, x2

1 + x2
2 = 1}.

b 0

1

Bemerkung 1.11 Eine Kurve wird im Allgemeinen nicht durch ihre Spur festgelegt!

Betrachte z.B. c :]0, 4π[−→ R2 definiert durch c(t) :=

(
cos(t)
sin(t)

)
und andererseits d :

]0, 4π[−→ R2 definiert durch d(t) :=

(
cos(2t)
sin(2t)

)
. Die Abbildungen c und d sind regulär

parametrisierte Kurven und besitzen dieselbe Spur (nämlich den Kreis S1), stellen aber
nicht dieselbe Kurve dar. Denn: gäbe es einen Diffeomorphismus ϕ :]0, 4π[−→]0, 4π[ mit
d = c ◦ ϕ, so würde ein k ∈ Z so existieren, dass

ϕ(t) = 2t+ 2kπ

für alle t ∈]0, 4π[, woraus ϕ(]0, 4π[) * ]0, 4π[ folgen würde, Widerspruch. Es gilt also:
[c] 6= [d], d.h., [c] und [d] sind verschiedene Kurven. Beachte insbesondere, dass der Begriff
von Umparametrisierung wohl von dem Definitionsintervall der parametrisierten Kurven
abhängt.
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Anders ausgedrückt: die Abbildung

{Kurven} −→ {Spuren von Kurven}
[c] 7−→ Spur([c])

ist surjektiv aber nicht injektiv.

1.1.3 Orientierung einer Kurve

Seien I und J Intervalle und ϕ : J −→ I ein Diffeomorphismus. Da J ein Intervall ist,
ϕ′ stetig auf J ist und wegen ϕ′(t) 6= 0 für alle t ∈ J muss entweder ϕ′ > 0 auf J oder
ϕ′ < 0 auf J gelten.

Definition 1.12

1. Ein Diffeomorphismus ϕ : J −→ I heißt orientierungserhaltend bzw. orientierungs-
umkehrend g.d.w. ϕ′ > 0 bzw. ϕ′ < 0 auf J gilt.

2. Eine Umparametrisierung d = c◦ϕ einer regulär parametrisierten Kurve c heißt ori-
entierungserhaltend bzw. orientierungsumkehrend g.d.w. ϕ orientierungserhaltend
bzw. orientierungsumkehrend ist.

Proposition 1.13 Die Relation “∼
+
” auf der Menge der regulär parametrisierten Kurven,

die durch

(c : I −→ Rn) ∼
+

(d : J −→ Rn) :⇐⇒ ∃ϕ : J −→ I orientierungserhaltender

Diffeomorphismus mit d = c ◦ ϕ

definiert ist, ist eine Äquivalenzrelation.

Beweis: Übungsaufgabe! �

Definition 1.14 Eine orientierte Kurve ist eine Äquivalenzklasse bzgl. “∼
+
” von regulär

parametrisierten Kurven.

Von hier aus wird unter orientierter Parametrisierung einer orientierten Kurve [c] stets
ein Element aus der Äquivalenzklasse bzgl. “∼

+
” von c verstanden.

Bemerkungen 1.15 Aus ϕ′ > 0 oder ϕ′ < 0 auf J für jeden festen Diffeomorphismus
ϕ : J −→ I folgt, dass jede Kurve genau zwei orientierte Kurven liefert. Man sagt, dass
eine Kurve zwei Orientierungen besitzt. Die Orientierung wird im Allgemeinen durch den
Durchlaufsinn auf der Spur der Kurve bezeichnet.
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1.1.4 Parametrisierungen nach Bogenlänge

Definition 1.16 Das Geschwindigkeitsvektorfeld einer regulär parametrisierten Kurve
c : I −→ Rn ist die Abbildung

c′ : I −→ Rn.

c′(t)
b

c(t)

Die Motivation dieses Abschnitts ist die Suche nach einer Umparametrisierung c̃ einer
vorgegebenen regulär parametrisierten Kurve c s.d. c̃ “mit konstanter Geschwindigkeit”
durchlaufen wird.

Notationen: Auf Rn sei das kanonische Skalarprodukt stets mit “〈· , ·〉” bezeichnet, d.h.

〈x, y〉 :=

n∑

i=1

xiyi

für alle x := (x1, . . . , xn) und y := (y1, . . . , yn) aus Rn. Die entsprechende Norm wird mit
“‖ · ‖” bezeichnet, d.h.,

‖x‖ :=
√
〈x, x〉

für alle x ∈ Rn.

Definition 1.17 Die Länge einer Kurve [c] ist definiert durch

L[c] :=

∫

I

‖c′(s)‖ds,

wobei c : I −→ Rn eine reguläre Parametrisierung von [c] ist.
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Bemerkungen 1.18

1. Die Länge von [c] ist wohldefiniert, denn sei d := c ◦ ϕ : J −→ Rn eine Umparame-
trisierung von c. Nach der Transformationsformel für Integrale gilt

∫

J

‖d′(s)‖ds =

∫

J

‖c′(ϕ(s))ϕ′(s)‖ds

=

∫

J

‖c′(ϕ(s))‖|ϕ′(s)|ds

(u:=ϕ(s))
=

∫

I

‖c′(u)‖du,

d.h., die Zahl L[c] hängt nicht von der Wahl der Parametrisierung von [c] ab.

2. Gilt ‖c′(s)‖ = 1 für alle s ∈ I, so gilt für die Länge:

L[c] =

∫

I

‖c′(s)‖︸ ︷︷ ︸
=1

ds = |I|,

d.h., die Länge von [c] stimmt mit der Länge des Intervalls überein, auf welchem die
Parametrisierung c definiert ist.

Beispiele 1.19

1. Sei c(t) := p + tv mit p, v ∈ R2, v 6= 0, und t ∈ I := R. Sei t0 ∈ R+. Aus c′(t) = v
für alle t folgt für die Länge:

L[c|[0,t0]
] =

∫ t0

0

‖v‖ds = ‖v‖t0.

2. Sei c(t) :=

(
cos(t)
sin(t)

)
mit t ∈ I := R. Aus

‖c′(t)‖ = ‖
(

− sin(t)
cos(t)

)
‖ =

√
sin2(t) + cos2(t) = 1

folgt für die Länge:

L[c|[0,2π]
] = 2π.

Definition 1.20 Eine regulär parametrisierte Kurve c : I −→ Rn heißt nach Bogenlänge
parametrisiert g.d.w. für alle t ∈ I gilt

‖c′(t)‖ = 1.
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Eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve ist insbesondere immer regulär parametri-
siert.

Übungsaufgabe: Sei c : I −→ Rn regulär parametrisiert und t0 ∈ I fest. Für t ∈ R
bezeichne It0,t entweder [t0, t] falls t0 ≤ t oder [t, t0] falls t < t0. Zeigen Sie, dass c genau
dann nach Bogenlänge parametrisiert ist, wenn für alle t ∈ I gilt

L[c|It0,t
] = |t− t0|.

Proposition 1.21 Sei c : I −→ Rn eine regulär parametrisierte Kurve. Für ein festes
t0 ∈ I sei ϕ die Umkehrabbildung von

ψ : I −→ R

t 7−→
∫ t

t0

‖c′(s)‖ds.

Dann ist c ◦ ϕ eine orientierungserhaltende Umparametrisierung nach Bogenlänge von c.
Außerdem unterscheiden sich zwei Umparametrisierungen nach Bogenlänge von c durch
eine affine Parametertransformation der Form t 7−→ ±t+ r für ein r ∈ R. Anders ausge-
drückt: ist c̃ : I ′ −→ Rn Umparametrisierung nach Bogenlänge von c, so gibt es ein r ∈ R
s.d. entweder c̃(t) = (c◦ϕ)(t+r) für alle t ∈ I ′ oder c̃(t) = (c◦ϕ)(−t+r) für alle t ∈ I ′ gilt.

Beweis: Die Abbildung ψ ist C∞ und es gilt ψ′(t) = ‖c′(t)‖ > 0 für alle t ∈ I. Daraus
folgt, dass ψ ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus I −→ ψ(I) =: J ist. Setze
d := c ◦ ϕ : J −→ Rn. Dann ist d eine orientierungserhaltende Umparametrisierung von c
und es gilt für alle t ∈ J :

d′(t) = c′(ϕ(t))ϕ′(t) mit ϕ′(t) =
1

ψ′(ϕ(t))

=
c′(ϕ(t))

‖c′(ϕ(t))‖ ,

so dass ‖d′(t)‖ = 1 für alle t ∈ J . Somit ist die erste Aussage bewiesen.
Sei nun c̃ : I ′ −→ Rn eine andere Umparametrisierung nach Bogenlänge von c. Dann ist c̃
auch Umparametrisierung von d, d.h., es existiert ein Diffeomorphismus χ : I ′ −→ J mit
c̃ = d ◦ χ. Aus 1 = ‖c̃ ′‖ = ‖d′(χ)‖︸ ︷︷ ︸

1

|χ′| folgt |χ′| = 1, d.h., es gilt entweder χ′ = 1 auf I ′

oder χ′ = −1 auf I ′. Die zweite Aussage ist somit bewiesen. �

Bemerke insbesondere, dass alle orientierungserhaltenden (bzw. orientierungsumkehren-
den) Umparametrisierungen nach Bogenlänge von c der Form t 7→ (c ◦ ϕ)(t + r) (bzw.
t 7→ (c ◦ ϕ)(−t+ r)) sind, wobei r ∈ R eine Konstante und ϕ die in der Proposition 1.21
definierte Funktion ist.

Beispiele 1.22
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1. Sei c(t) := p+ tv, mit p, v ∈ R2, v 6= 0, und t ∈ I := R. In diesem Fall lautet die in
der Proposition 1.21 angegebene Funktion ψ

ψ(t) =

∫ t

t0

‖v‖ds = (t− t0)‖v‖,

also ψ−1(t) = ϕ(t) = t0 + t
‖v‖ . Somit ist ϕ : R −→ R eine affine Parametertrans-

formation und die durch c̃(t) := (c ◦ ϕ)(t) = p + t0v + t v
‖v‖ (∀ t ∈ R) definierte

Abbildung c̃ ist eine orientierungserhaltende Umparametrisierung nach Bogenlänge
von c.

2. Sei c(t) :=

(
cos(t)
sin(t)

)
mit t ∈ I := R. Wegen ‖c′(t)‖ = 1 für alle t ∈ I ist c bereits

nach Bogenlänge parametrisiert, es gibt also nichts zu tun!

3. Sei c(t) :=

(
cos(2t)
sin(2t)

)
mit t ∈ I :=]0, 2π[, und setze t0 := π. Dann gilt für alle

t ∈ I:

ψ(t) =

∫ t

π

2ds = 2(t− π),

somit gilt ψ(I) =] − 2π, 2π[ und

ϕ :] − 2π, 2π[ −→ ]0, 2π[

t 7−→ t

2
+ π,

so dass die durch c̃(t) := (c ◦ ϕ)(t) =

(
cos(t+ 2π)
sin(t+ 2π)

)
=

(
cos(t)
sin(t)

)
(für alle

t ∈]− 2π, 2π[) definierte Abbildung c̃ eine orientierungserhaltende Umparametrisie-
rung nach Bogenlänge von c ist.

Definition 1.23 Sei c : I −→ Rn eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve. Das
Beschleunigungsvektorfeld von c wird definiert durch

c′′ : I −→ Rn.

c′(t)

c′′(t)

b
c(t)
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1.1.5 Geschlossene und einfach geschlossene Kurven

Definition 1.24

1. Eine regulär parametrisierte Kurve c : R −→ Rn heißt genau dann periodisch, wenn
eine positive reelle Zahl T so existiert, dass c(t+ T ) = c(t) für alle t ∈ R gilt.

2. Die Periode einer periodischen regulär parametrisierten Kurve c : R −→ Rn ist die
einzige positive reelle Zahl T mit





c(t+ T ) = c(t) ∀t ∈ R

(
c(t+ T ′) = c(t) ∀t ∈ R

)
=⇒ T ′ ∈ TZ.

Erinnerung: Für eine beliebige stetige Abbildung f : R −→ Rn ist die Menge Tf :=
{τ ∈ R | f(t + τ) = f(t) ∀t ∈ R} eine abgeschlossene Untergruppe von R. Da jede
Untergruppe von R entweder dicht oder diskret (bzgl. der Standardtopologie) in R ist,
muss T entweder gleich R oder der Form TZ sein für ein eindeutiges T ≥ 0. Die Menge
Tf gleicht aber genau dann R, wenn f konstant ist, und gleicht genau dann {0}, wenn
f nicht periodisch ist. Außerdem ist jede regulär parametrisierte Kurve nichtkonstant,
sonst würde ihre erste Ableitung identisch verschwinden. Daraus folgt, dass es für jede
gegebene regulär parametrisierte periodische Kurve c : R −→ Rn ein eindeutiges T > 0
gibt mit Tc = TZ. Somit ist die Periode einer regulär parametrisierten periodischen Kurve
wohldefiniert.

Definition 1.25 Eine Kurve in Rn heißt genau dann geschlossen, wenn sie eine periodi-
sche Parametrisierung besitzt.

Ist c : R −→ Rn periodische regulär parametrisierte Kurve, so gilt
∫

R
‖c′(s)‖ds = ∞

(denn ‖c′(s)‖ ≥ c0 > 0 für eine gewisse positive Konstante c0). Dies motiviert eine neue
Definition der Länge einer geschlossenen Kurve.

Definition 1.26 Die Länge einer geschlossenen Kurve in Rn ist definiert durch

∫ T

0

‖c′(s)‖ds,

wobei c : R −→ Rn eine periodische Parametrisierung mit Periode T der Kurve ist.

Wie in der Bemerkung 1.18 überprüfe man, dass die Länge wohldefiniert ist, d.h., sie
hängt nicht von der Wahl der periodischen Parametrisierung ab (Übungsaufgabe).

Bemerkungen 1.27

1. Ist eine Kurve geschlossen, so muss nicht jede Parametrisierung der Kurve periodisch

sein. Betrachte z.B. c̃ : R −→ R2, c̃(t) :=

(
cos(sinh(t))
sin(sinh(t))

)
. Dann ist c̃ wohl eine

Parametrisierung von [c] mit c(t) :=

(
cos(t)
sin(t)

)
für alle t ∈ R; die Abbildung c̃ ist

aber nicht periodisch.
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2. Es gilt allerdings: ist c : R −→ Rn Parametrisierung nach Bogenlänge einer geschlos-
senen Kurve, so muss c periodisch sein mit Periode gleich der Länge der Kurve (siehe
5. Übungsaufgabe im 2. Übungsblatt).

Definition 1.28 Eine Kurve in Rn heißt genau dann einfach geschlossen, wenn sie eine
periodische Parametrisierung c : R −→ Rn mit Periode T besitzt, die auf [0, T [ injektiv
ist.

Jede einfach geschlossene Kurve ist offenbar geschlossen, die Umkehrung gilt aber nicht
(siehe Beispiele 1.30 unten). Beachte auch, dass c dann auf jedem Intervall der Form
[t0, t0 + T [ (das wir mit halboffener Periode bezeichnen) injektiv ist, falls c eine periodi-
sche Parametrisierung mit Periode T der einfach geschlossenen Kurve ist.

Bemerkung 1.29 Ist eine Kurve einfach geschlossen, so muss jede periodische Parame-
trisierung der Kurve auf einer halboffenen Periode injektiv sein (Übungsaufgabe).

Beispiele 1.30

1. Die Kurve [c], wobei c(t) :=

(
cos(t)
sin(t)

)
für alle t ∈ R, ist einfach geschlossen.

2. Die Kurve [c], wobei c(t) :=

(
sin(2t)
sin(t)

)
für alle t ∈ R, ist geschlossen aber nicht

einfach geschlossen. Denn die Periode von c ist 2π, es gilt aber c(0) = c(π) = 0.

1.2 Ebene Kurven

Definition 1.31 Eine ebene Kurve ist eine Kurve in R2.

Ebene Kurven lassen sich durch eine bestimmte geometrische Größe beschreiben, nämlich
die Krümmung.

1.2.1 Normalenfeld und Krümmung

Von hier aus nenne man eine Basis {v1, . . . , vn} von Rn positiv orientiert, falls

det(v1, . . . , vn) > 0

gilt, wobei die Determinante in der kanonischen Basis von Rn berechnet wird.

Definition 1.32 Sei c : I −→ R2 eine regulär parametrisierte Kurve. Das Normalenfeld
zu c ist die Abbildung

n : I −→ R2

t 7−→ n(t) := der Vektor von R2 s.d. { c′(t)

‖c′(t)‖ , n(t)} eine positiv orientierte

orthonormale Basis (p.o.n.B.) von R2 ist.
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+

c′(t)
‖c′(t)‖

n(t)

b
c(t)

Bemerkung 1.33 Der Vektor n(t) ist also das Bild von c′(t)
‖c′(t)‖ unter der Drehung um

den Ursprung 0 mit Winkel π
2
. Insbesondere gelten ‖n(t)‖ = 1, n(t) ⊥ c′(t) und (in der

kanonischen Basis von R2) det( c′(t)
‖c′(t)‖ , n(t)) = 1 für alle t ∈ I.

Als unmittelbare Folgerung der Bemerkung 1.33 bekommt man folgende Formel für die
Berechnung von n(t):

Proposition 1.34 Sei c : I −→ R2 eine regulär parametrisierte Kurve und sei n das
Normalenfeld zu c. Dann lässt sich für alle t ∈ I der Vektor n(t) in der kanonischen

Basis {e1 :=

(
1
0

)
, e2 :=

(
0
1

)
} von R2 schreiben als

n(t) =

(
0 −1
1 0

)
c′(t)

‖c′(t)‖ .

Beweis: Sei r die Drehung um 0 mit Winkel π
2
, dann gilt r(e1) = e2 und r(e2) = −e1, also

Mat{e1,e2}(r) =

(
0 −1
1 0

)
,

woraus das Ergebnis folgt. �

Bemerkungen 1.35

1. Das Normalenfeld ist insbesondere eine C∞-Abbildung I −→ R2.

2. Das Normalenfeld hängt vom Durchlaufsinn ab: sei c die durch c(t) := c(−t) (t ∈
−I) definierte Abbildung, dann ist c ebenfalls regulär parametrisierte Kurve; das
Normalenfeld n zu c ist gegeben durch

n(t) = −n(−t)

für alle t ∈ −I.
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c′(−t)

n(−t)

c ′(t)

n(t)

b
c(t) = c(−t)

Beispiele 1.36

1. Sei c(t) := p + tv, wobei p, v ∈ R2 mit v 6= 0. Dann ist c regulär parametrisierte

Kurve auf I := R. Setze w :=

(
0 −1
1 0

)
v

‖v‖ (in der kanonischen Basis von R2),

dann gilt n(t) = w für alle t ∈ R.

b

p v
‖v‖

w

2. Sei c(t) :=

(
cos(t)
sin(t)

)
. Dann ist c nach Bogenlänge parametrisierte Kurve auf I :=

R. Das Normalenfeld n zu c ist gegeben durch

n(t) =

(
0 −1
1 0

)(
− sin(t)
cos(t)

)
=

(
− cos(t)
− sin(t)

)
= −c(t)

für alle t ∈ R.

c′(t)
n(t)



20 KAPITEL 1. KURVEN

Jetzt wollen wir messen, wie stark der Geschwindigkeitsvektor mit der Zeit variiert.

Definition 1.37 Sei c : I −→ R2 eine regulär parametrisierte Kurve. Die Krümmung
von c ist die Abbildung

κ : I −→ R

t 7−→ κ(t) :=
det(c′(t), c′′(t))

‖c′(t)‖3
.

Beachte, dass die Krümmung wohldefiniert und C∞ ist.

Beispiele 1.38

1. Sei c(t) := p + tv, wobei p, v ∈ R2 mit v 6= 0. Wegen c′(t) = v für alle t gilt dann
c′′ = 0, und somit κ = 0.

2. Sei c(t) :=

(
cos(t)
sin(t)

)
für t ∈ R. Wegen n = −c und c′′(t) =

(
− sin
cos

)′
(t) =

(
− cos(t)
− sin(t)

)
= −c(t) gilt dann

κ(t) =

det

(
− sin(t) − cos(t)
cos(t) − sin(t)

)

1
= 1

für alle t ∈ R.

3. Sei c(t) :=

(
cos(2t)
sin(2t)

)
für t ∈ R, dann gilt c′(t) = 2

(
− sin(2t)
cos(2t)

)
und c′′(t) =

4

(
− cos(2t)
− sin(2t)

)
. Somit ist die Krümmung von c gegeben durch

κ(t) =

8 det

(
− sin(2t) − cos(2t)
cos(2t) − sin(2t)

)

8
= 1

für alle t ∈ R.

4. Für feste p ∈ R2 und k ∈ R \ {0} sei c : R −→ R2 definiert durch c(t) :=

p + 1
k

(
cos(kt)
sin(kt)

)
für alle t ∈ R. Anders ausgedrückt, c ist eine Parametrisie-

rung nach Bogenlänge des Kreises mit Mittelpunkt p und Radius 1
|k| , wobei der

Kreis im positiven mathematischen Sinne durchlaufen wird falls k > 0 und im

negativen mathematischen Sinne falls k < 0. Wegen c′(t) =

(
− sin(kt)
cos(kt)

)
und

c′′(t) = k

(
− cos(kt)
− sin(kt)

)
gilt nach ähnlichen Rechnungen wie oben

κ(t) = k

für alle t ∈ R.
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Proposition 1.39 Ist c̃ = c ◦ ϕ : J −→ R2 orientierungserhaltende Umparametrisie-
rung einer regulär parametrisierten Kurve c : I −→ R2, so gilt für die entsprechenden
Krümmungen die Beziehung

κ̃ = κ ◦ ϕ.

Beweis: Nach der Kettenregel gelten für alle t ∈ J

c̃′(t) = ϕ′(t)c′(ϕ(t))

c̃′′(t) = ϕ′(t)2c′′(ϕ(t)) + ϕ′′(t)c′(ϕ(t)).

Daraus folgt für alle t ∈ J :

κ̃(t) =
det(c̃′(t), c̃′′(t))

‖c̃′(t)‖3

=
det
(
ϕ′(t)c′(ϕ(t)), ϕ′(t)2c′′(ϕ(t)) + ϕ′′(t)c′(ϕ(t))

)

‖ϕ′(t)c′(ϕ(t))‖3

=
1

ϕ′(t)3‖c′(ϕ(t))‖3
ϕ′(t) ·

{
ϕ′(t)2 det

(
c′(ϕ(t)), c′′(ϕ(t))

)

+ ϕ′′(t) det (c′(ϕ(t)), c′(ϕ(t)))︸ ︷︷ ︸
0

}

=
det (c′(ϕ(t)), c′′(ϕ(t)))

‖c′(ϕ(t))‖3

= κ(ϕ(t))

wobei die Bilinearität und die Schiefsymmetrie der Determinante verwendet wurden. Dies
beweist die Behauptung. �

Bemerkung 1.40 Ist c̃ = c ◦ ϕ : J −→ R2 orientierungsumkehrende Umparametrisie-
rung einer regulär parametrisierten Kurve c : I −→ R2, so gilt für die entsprechenden
Krümmungen κ̃ = −κ ◦ ϕ (Übungsaufgabe).

Proposition 1.41 Sei c : I −→ R2 eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve und n
das Normalenfeld zu c. Dann gilt

c′′ = κn.

Beweis: Wegen ‖c′(t)‖2 = 1 für alle t ∈ I gilt beim Ableiten (und unter Verwendung der
Produktregel)

0 = (‖c′‖2)′(t)

= (〈c′, c′〉)′(t)
= 〈c′′(t), c′(t)〉 + 〈c′(t), c′′(t)〉
= 2〈c′′(t), c′(t)〉,
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d.h. 〈c′′(t), c′(t)〉 = 0 für alle t ∈ I. Andererseits lässt sich jeder Vektor w ∈ R2 schreiben
als

w = 〈w, c′(t)〉c′(t) + 〈w, n(t)〉n(t)

(dies folgt aus der Tatsache, dass {c′(t), n(t)} eine Orthonormalbasis von R2 ist). Es gilt
insbesondere für w = c′′(t):

c′′(t) = 〈c′′(t), c′(t)〉︸ ︷︷ ︸
0

c′(t) + 〈c′′(t), n(t)〉n(t)

= 〈c′′(t), n(t)〉n(t).

Das Einsetzen dieser Gleichung in die Definition der Krümmung liefert

κ(t) =
det(c′(t), c′′(t))

‖c′(t‖3

= 〈c′′(t), n(t)〉 det(c′(t), n(t))︸ ︷︷ ︸
1

,

was zu beweisen war. �

1.2.2 Geometrische Interpretation der Krümmung

Proposition 1.42 Sei c : I −→ R2 eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve, n das
Normalenfeld zu c und κ die Krümmung von c. Sei t0 ∈ I. Dann gilt für alle t ∈ I:

c(t) = c(t0) + (t− t0)c
′(t0) +

(t− t0)
2

2
κ(t0)n(t0) + (t− t0)

2ε(t− t0),

wobei ε(t− t0) −→
t→t0

0.

Beweis: Entwickle c in t0 bis um die zweite Ordnung und verwende die Definition von κ.
�

Geometrische Interpretation:

c

b

c(t)

b

c(t0)+(t− t0)c′(t0)+
(t−t0)2

2
κ(t0)n(t0)

b

c(t0) + (t− t0)c′(t0) c′(t0)

n(t0)

b

c(t0)
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Gilt κ(t0) > 0 bzw. κ(t0) < 0, so biegt c in Richtung des Normalenfelds bzw. in die andere
Richtung. Andererseits betrachte die im Rahmen {c′(t0), n(t0)} gegebene Abbildung:

t 7−→ (t, κ(t0)
(t− t0)

2

2
).

Ihre Spur ist im Fall κ(t0) 6= 0 eine Parabel (die tangential bis um mindestens die
zweite Ordnung an der Kurve in t0 liegt, siehe Abbildung oben), und je größer |κ(t0)|
ist, desto stärker biegt diese Parabel. Insbesondere misst die Krümmung, wie stark sich
eine Kurve biegt. Für eine andere aber ähnliche Interpretation mit dem sogenannten
Krümmungskreis, siehe 9. Aufgabe im 3. Übungsblatt.

Bemerkung 1.43 Verschwindet die Krümmung von c in t0, so ist keine Aussage über

die Gestalt der Kurve in der Nähe von c(t0) möglich! Betrachte z.B. c(t) :=

(
t

f(t)

)
,

wobei f : I −→ R eine C∞ Funktion ist. Dann ist c regulär parametrisiert und eine kurze
Rechnung liefert für die Krümmung von c

κ(t) =
f ′′(t)

(1 + f ′(t)2)
3
2

,

für alle t ∈ I. Die Wahlen f(t) = t3, f(t) = ±t4 oder f(t) = 0 liefern stets κ(0) = 0, die
Kurven sehen aber jeweils ganz anders aus.

1.2.3 Die Frenet-Gleichungen

Satz 1.44 (Frenet-Gleichungen) Sei c : I −→ R2 eine nach Bogenlänge parametri-
sierte Kurve, n das Normalenfeld zu c, und κ die Krümmung von c. Dann gilt

(
c′

n

)′
=

(
0 κ
−κ 0

)
·
(
c′

n

)
,

d.h., {
c′′ = κn
n′ = −κc′.

Beweis: Die Gleichung c′′ = κn ist die Aussage von Proposition 1.41. Zur Zweiten: für alle
t ∈ I lässt sich n′(t) schreiben als

n′(t) = 〈n′(t), c′(t)〉c′(t) + 〈n′(t), n(t)〉n(t)

(denn {c′(t), n(t)} ist eine o.n.B. von R2). Wegen c′ ⊥ n gilt aber 〈c′, n〉 = 0 und dann
beim Ableiten dieser Gleichung

0 = (〈c′, n〉)′ = 〈c′′, n〉 + 〈c′, n′〉,
woraus 〈c′, n′〉 = −〈c′′, n〉 = −κ folgt. Analog gilt wegen ‖n‖2 = 1

0 = (‖n‖2)′ = 2〈n, n′〉,
d.h., 〈n′, n〉 = 0. Die zweite Gleichung ist damit bewiesen. �
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1.2.4 Der Hauptsatz der Theorie der ebenen Kurven

Erinnerung:

• Eine euklidische Bewegung in Rn ist eine Abbildung Rn −→ Rn der Form

F (x) := B(x) + b,

wobei B ein orthogonaler Endormorphismus von Rn ist (d.h., 〈B(x), B(y)〉 = 〈x, y〉
für alle x, y ∈ Rn; die orthogonalen Endormorphismen von Rn bilden eine Unter-
gruppe der Gruppe der invertierbaren Endomorphismen von Rn, die üblicherweise
orthogonale Gruppe genannt und mit On bezeichnet wird) und b ein Vektor aus Rn

ist. Beachte, dass diese Darstellung für F wohl eindeutig ist.

• Eine euklidische Bewegung in Rn heißt genau dann orientierungserhaltend, wenn
det(B) > 0 gilt, d.h., wenn det(B) = 1 gilt (denn det(B) = 1 oder −1 für alle
B ∈ On, was aus der Gleichung B∗B = Id folgt). Die Menge der B ∈ On mit
det(B) = 1 ist eine Untergruppe von On, die üblicherweise spezielle orthogonale
Gruppe genannt und mit SOn bezeichnet wird.

• Eine euklidische Bewegung in Rn heißt genau dann orientierungsumkehrend, wenn
det(B) < 0 gilt, d.h., wenn det(B) = −1 gilt.

Proposition 1.45 Sei c : I −→ R2 eine regulär parametrisierte Kurve. Sei F eine ori-
entierungserhaltende euklidische Bewegung vom R2. Setze c̃ := F ◦ c : I −→ R2.
Dann ist c̃ ebenfalls eine regulär parametrisierte Kurve und es gilt für ihre Krümmung

κ̃ = κ.

Beweis: Schreibe F (x) = B(x)+b für ein B ∈ SO2 und ein b ∈ R2. Wegen c̃(t) = B(c(t))+b
für alle t ∈ I gilt beim Ableiten

c̃ ′ = B ◦ c′ und c̃ ′′ = B ◦ c′′.

Aus der Injektivität von B folgt, dass c̃ auch regulär parametrisiert ist. Für die Krümmung
gilt dann, für alle t ∈ I,

κ̃(t) =
det(c̃′(t), c̃′′(t))

‖c̃′(t)‖3

=
det(B(c′(t)), B(c′′(t)))

‖B(c′(t))‖3

= det(B) · det(c′(t), c′′(t))

‖c′(t)‖3

= κ(t),

was zu beweisen war. �
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Bemerkung 1.46 Ist F orientierungsumkehrende euklidische Bewegung, so gilt in den
gleichen Bezeichnungen

κ̃ = −κ.
Dies kann man schon an einem Beispiel sehen (die unten abgebildete Kurve c ist nach
Bogenlänge parametrisiert):

∆

c

n(t0)

c′(t0)

bc(t0)

κ(t0) < 0

c̃ := s∆(c)

en(t0)

ec′(t0)

bec(t0)

κ̃(t0) > 0

Satz 1.47 (Hauptsatz der Theorie der ebenen Kurven) Sei I ⊂ R ein Intervall
und f : I −→ R eine C∞-Funktion. Dann existiert eine nach Bogenlänge parametrisierte
Kurve c : I −→ R2 mit Krümmung

κ = f.

Diese nach Bogenlänge parametrisierte Kurve ist bis auf Dahinterschaltung von orien-
tierungserhaltenden euklidischen Bewegungen eindeutig: sind c und c̃ Lösungen (d.h.,
κ = κ̃ = f), so existiert eine eindeutige orientierungserhaltende euklidische Bewegung
F mit c̃ = F ◦ c.

Beweis: Durch Anwendung des folgenden wichtigen Satzes aus der Theorie der Differen-
tialgleichungen werden separat die Existenz und die Eindeutigkeit von c bis auf Dahin-
terschaltung orientierungserhaltender euklidischer Bewegungen bewiesen:

Satz: Sei A : I −→ End(Rn) eine C∞-Abbildung, wobei I ⊂ R ein Intervall ist. Seien
t0 ∈ I und y0 ∈ Rn. Dann existiert genau eine C∞-Abbildung y : I −→ Rn s.d.

{
y′(t) = A(t)y(t)
y(t0) = y0.

Hierbei bezeichnet End(Rn) den (endlich-dimensionalen) Vektorraum aller Endomorphis-
men von Rn (für jedes t ∈ I ist A(t) eine lineare Abbildung Rn −→ Rn). Für einen Beweis,
siehe z.B. [2] oder [6, Kap. 8].
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Vorüberlegung: Wenn c existieren würde, dann würde entsprechend c′ und n die Frenet-
Gleichungen (Satz 1.44) erfüllen. Die Krümmung muss aber f sein, die Frenet-Gleichungen
müssen also folgendermaßen aussehen:

{
c′′ = fn
n′ = −fc′,

was nichts anderes als eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung in (c′, n) ist. Nach
dem obigen Satz besitzt aber jede lineare Differentialgleichung 1. Ordnung eine globale
Lösung, die eindeutig bestimmt wird durch ihren Wert an einem festen Zeitpunkt. Die
Strategie ist also: löse diese Differentialgleichung (mit “guten” - aber festzulegenden -
Anfangsbedingungen) und bekomme dann insbesondere c′; integriere dann wieder und be-
komme c.

Zur Existenz: Sei t0 ∈ I fest. Löse die Differentialgleichung 1. Ordnung

(
v
w

)′
=

(
0 f
−f 0

)(
v
w

)
, (1.1)

d.h., {
v′ = fw
w′ = −fv,

(wobei v, w : I −→ R2 die Unbekannten sind) mit den Anfangsbedingungen





v(t0) := e1 =

(
1
0

)

w(t0) := e2 =

(
0
1

)
.

Da diese Differentialgleichung linear ist, existiert nach dem obigen Satz eine eindeutige
C∞ Lösung (v, w) : I −→ R2 × R2. Jetzt wollen wir zeigen, dass für jedes t die Fami-
lie {v(t), w(t)} (die “Kandidatin” für {c′(t), n(t)} ist) eine p.o.n.B. von R2 bildet. Beim
Ableiten kommt heraus:

〈v, v〉′ = 2〈v′, v〉 (1.1)
= 2f〈v, w〉

〈w,w〉′ = 2〈w′, w〉 (1.1)
= −2f〈v, w〉

〈v, w〉′ = 〈v′, w〉 + 〈v, w′〉 (1.1)
= f(〈w,w〉 − 〈v, v〉),

insbesondere gilt (〈v, v〉 + 〈w,w〉)′ = 0 und

(
〈v, v〉 − 〈w,w〉

〈v, w〉

)′
=

(
0 4f
−f 0

)(
〈v, v〉 − 〈w,w〉

〈v, w〉

)
. (1.2)

Dies ist eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung auf R2. Es gilt aber

{
(〈v, v〉 − 〈w,w〉)(t0) = ‖e1‖2 − ‖e2‖2 = 0
〈v, w〉(0) = 〈e1, e2〉 = 0,
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so dass, wiederum durch Anwendung des obigen Satzes (diesmal auf das System (1.2)),

(
〈v, v〉 − 〈w,w〉

〈v, w〉

)
=

(
0
0

)

gilt auf I. Zusammen mit (〈v, v〉+ 〈w,w〉)′ = 0 ergibt sich

‖v(t)‖ = ‖e1‖ = 1

‖w(t)‖ = ‖e2‖ = 1

〈v(t), w(t)〉 = 0

für alle t ∈ I, d.h., v(t), w(t) bilden eine o.n.B. von R2 für jedes t ∈ I. Ferner gilt

det(v(t), w(t)) = 1 ∀ t ∈ I,

weil die Funktion t 7−→ det(v(t), w(t)) stetig ist, ihre Werte in {−1, 1} hat, I Intervall
ist, und det(v(t0), w(t0)) = 1. Somit haben wir bewiesen, dass für jedes t ∈ I die Familie
{v(t), w(t)} eine p.o.n.B. von R2 ist.
Setze nun, für alle t ∈ I,

c(t) :=

∫ t

t0

v(s)ds.

Die Abbildung c : I −→ R2 ist C∞, und es gilt: c(t0) = 0, c′ = v (wegen ‖v‖ = 1 ist
insbesondere c nach Bogenlänge parametrisiert) und c′′ = v′ = fw. Es gilt aber w = n,
weil die Familie {v(t), w(t)} für alle t ∈ I eine p.o.n.B. von R2 ist. Daraus folgt

c′′ = fn,

d.h., die Kr̈ummung von c ist gleich f . Die Existenz von c ist damit bewiesen.

Zur “Eindeutigkeit”: Wie betrachten zwei Fälle.
1. Fall: Seien zuerst c und c̃ nach Bogenlänge parametrisierte Kurven mit Krümmung
κ = κ̃ = f und c(t0) = c̃(t0), c

′(t0) = c̃′(t0) (daraus folgt, dass auch n(t0) = ñ(t0) gilt).
Nach den Frenet-Gleichungen gilt dann:

(
c′ − c̃′

n− ñ

)′
=

(
0 f
−f 0

)(
c′ − c̃′

n− ñ

)
,

mit (c′ − c̃′)(t0) = (n − ñ)(t0) = 0. Durch Anwendung des obigen Satzes bekommen wir
dann c′ − c̃′ = n− ñ = 0 auf I, und daher, für alle t ∈ I,

c̃(t) = c̃(t0) +

∫ t

t0

c̃′(s)ds

= c̃(t0) +

∫ t

t0

c′(s)ds

= c(t0) +

∫ t

t0

c′(s)ds

= c(t),

d.h., c = c̃.
2. Fall: Im Allgemeinen Fall seien c, c̃ nach Bogenlänge parametrisierte Kurven mit
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Krümmung κ = κ̃ = f . Sei t0 ∈ I fest. Sei F : R2 −→ R2, F (x) := B(x) + b, definiert
durch 




F (c(t0)) = c̃(t0)
B(c′(t0)) = c̃′(t0)
B(n(t0)) = ñ(t0).

Dann ist F wohldefinierte euklidische Bewegung von R2 (insbesondere gilt b = c̃(t0)−c(t0))
[Übungsaufgabe: warum ist F wohldefiniert und warum ist F orientierungserhaltende eu-
klidische Bewegung von R2?]. Nach Proposition 1.45 gilt

κF◦c = κ = f,

und der 1. Fall angewandt auf F ◦ c und c̃ liefert F ◦ c = c̃. Jede Lösung c̃ lässt sich
also durch Dahinterschaltung einer orientierungserhaltenden euklidischen Bewegung auf
c herleiten. Die Eindeutigkeit von c in diesem Sinne ist damit bewiesen. �

Bemerkung 1.48 Tatsächlich gibt es eine explizite Formel, die jede ebene nach Bo-
genlänge parametrisierte Kurve durch ihre Krümmung beschreibt. Seien I, f wie im Satz

1.47 und seien t0 ∈ I, p, v ∈ R2 mit ‖v‖ = 1 fest. Schreibe v =

(
cos(θ0)
sin(θ0)

)
für ein θ0 ∈ R

(die reelle Zahl θ0 ist nur bis auf ein ganzes Vielfaches von 2π festgelegt). Dann ist die
eindeutige ebene nach Bogenlänge parametrisierte Kurve c : I −→ R2 mit





κ = f
c(t0) = p
c′(t0) = v

gegeben durch

c(t) = p+

∫ t

t0

(
cos(θ0 +

∫ s
t0
f(u)du)

sin(θ0 +
∫ s
t0
f(u)du)

)
ds. (1.3)

(Übungsaufgabe: Beweisen Sie die Eindeutigkeit von c und überprüfen Sie, ob das angege-
bene c alle verlangten Bedingungen erfüllt.) Diese Formel kommt daher, dass in diesem Fall
die Frenet-Gleichungen explizit integriert werden können. Dies ist mit den entsprechen-
den Frenet-Gleichungen von Raumkurven zu vergleichen, wofür jene allgemeine explizite
Integration unmöglich ist.

Wir haben schon in den Beispielen 1.38 zwei Beispiele von ebenen Kurven mit konstanter
Krümmung gesehen; im Wesentlichen sind sie die Einzigen.

Proposition 1.49 Sei c : I −→ R2 eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve. Ange-
nommen, die Krümmung κ von c sei konstant.

1. Ist κ = 0, so ist c der Form c(t) = p + tv mit p, v ∈ R2 und ‖v‖ = 1 (die Spur von
[c] ist insbesondere eine Geradenstrecke),

2. Ist κ 6= 0, so ist c der Form

c(t) = p+
1

κ

(
cos(κt+ θ0)
sin(κt+ θ0)

)



1.2. EBENE KURVEN 29

für ein p ∈ R2 und ein θ0 ∈ R (die Spur von [c] ist insbesondere ein Kreisbogen von
Radius 1

|κ| um p).

Beweis: Unmittelbare Folgerung aus (1.3). �

1.2.5 Umlaufzahl und Totalkrümmung

In diesem Abschnitt wollen wir globale Eigenschaften ebener Kurven untersuchen.

Lemma 1.50 Sei c : I −→ R2 eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve. Dann exi-
stiert eine C∞-Funktion θ : I −→ R s.d. für alle t ∈ I gilt

c′(t) =

(
cos(θ(t))
sin(θ(t))

)
.

Ferner, ist θ̃ : I −→ R eine andere C∞-Funktion mit c′(t) =

(
cos(θ̃(t))

sin(θ̃(t))

)
für alle t, so

existiert ein eindeutiges k ∈ Z s.d.

θ̃ = θ + 2kπ

auf I gilt.

Beweis: Wegen ‖c′‖ = 1 kann c′ als Abbildung nach S1 :=
{( x1

x2

)
∈ R2 | x2

1 + x2
2 = 1

}

aufgefasst werden. Sei

π : R −→ S1

t 7−→
(

cos(t)
sin(t)

)
.

Es ist zu zeigen, dass eine C∞-Funktion θ : I −→ R so existiert, dass

π ◦ θ = c′

gilt. Anders ausgedrückt: es existiert eine C∞-Funktion θ : I −→ R so, dass das folgende
Diagramm kommutiert:

R

π

��
I

θ
??

�
�

�
�

�
�

�
� c′ // S1

Zur Eindeutigkeit: Angenommen, es gelte

(
cos(θ̃(t))

sin(θ̃(t))

)
=

(
cos(θ(t))
sin(θ(t))

)
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für alle t ∈ I. Dann gibt es zu jedem t ∈ I ein eindeutiges k(t) ∈ Z s.d. θ̃(t) = θ(t)+2k(t)π.
Da aber die Funktion θ̃−θ auf dem Intervall I stetig ist und ihre Werte in 2πZ annimmt,
muss sie konstant auf I sein, d.h., es existiert ein eindeutiges k ∈ Z s.d.

θ̃ = θ + 2kπ

gilt, was insbesondere die zweite Aussage im Lemma beweist.

Zur Existenz: Wir geben zwei Beweise an. Der erste ist recht kurz: wähle t0 ∈ I, schreibe

c′(t0) =

(
cos(θ0)
sin(θ0)

)
für ein θ0 ∈ R (dies ist möglich wegen ‖c′(t0)‖ = 1) und setze

θ(t) := θ0 +

∫ t

t0

κ(s)ds

für alle t ∈ I. Die Abbildung θ ist offenbar C∞ auf I. Aus (1.3) folgt, dass c′(t) =(
cos(θ(t))
sin(θ(t))

)
gilt, für alle t ∈ I. Dies zeigt die Existenz von θ.

Im zweiten Beweis betrachten wir zwei Fälle.
1. Fall: Angenommen, die Menge c′(I) sei in einem der folgenden offenen Halbkreise
enthalten:

SR :=
{( x1

x2

)
∈ S1, | x1 > 0

}
SL := {

(
x1

x2

)
∈ S1, | x1 < 0

}

SO :=
{( x1

x2

)
∈ S1, | x2 > 0} SU :=

{( x1

x2

)
∈ S1 | x2 < 0

}
.

SO

SU

SL SR

O.B.d.A. sei c′(I) ⊂ SR, d.h. es gilt c′1 > 0 auf I. Setze dann

θ := arcsin(c′2).

Dann ist θ eine C∞-Funktion auf I und wegen c′1 =
√

1 − (c′2)
2 (c′1 > 0) gilt

c′(t) =

(
cos(θ(t))
sin(θ(t))

)
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für alle t ∈ I. Aus der obigen Überlegung über Eindeutigkeit folgt, dass jedes andere θ̃ der
Form θ + 2kπ ist für ein k ∈ Z. Dies zeigt insbesondere, dass sogar unter der Annahme,
dass θ̃ stetig ist, ist dann θ̃ automatisch C∞.

2. Fall: Im Allgemeinen kann man nicht voraussetzen, dass c′(I) ⊂ SR bzw. SL, SO, oder
SU . Seien t0 < t1 in I fest. Dann existiert eine Teilung {t0 =: s0 < s1 < . . . < sN := t1}
von [t0, t1] so, dass für alle i ∈ {0, 1, . . . , N −1} die Menge c′([si, si+1]) in genau einem der
offenen Halbkreise SR, SL, SO, SU enthalten ist. Die Existenz dieser Teilung folgt aus der
Gleichmäßigstetigkeit von c′ auf dem kompakten Intervall [t0, t1]. Wende den 1. Fall auf

c′|[s0,s1]
an: es existiert eine C∞-Funktion θ0 : [s0, s1] −→ R s.d. c′(t) =

(
cos(θ0(t))
sin(θ0(t))

)
für

alle t ∈ [s0, s1] gilt. Wende dann wiederum den 1. Fall auf c′|[s1,s2]
an mit der Bedingung

θ1(s1) = θ0(s1) (θ1 : [s1, s2] −→ R wird die Funktion, die man aus dem 1. Fall bekommt).
Rekursiv wende den 1. Fall auf c′|[si,si+1]

mit der Bedingung θi(si) = θi−1(si), und bekomme

am Ende eine stetige Funktion
θ : [t0, t1] −→ R,

die durch θ
[si,si+1]

:= θi definiert ist. Die Funktion θ erfüllt

c′(t) =

(
cos(θ(t))
sin(θ(t))

)

für alle t ∈ [t0, t1], da die θi’s diese Eigenschaft besitzen. Eine solche Funktion θ ist auch
notwendigerweise C∞ (siehe 1. Fall). Dies gilt für alle t0 < t1 in I. Durch wiederholte
Anwendung der Eindeutigkeit wird damit die Existenz von θ auf I bewiesen. �

Bemerkung 1.51 Die Funktion θ aus Lemma 1.50 ist insbesondere eindeutig durch ihren
Wert in einem Punkt festgelegt. Sind nämlich θ und θ̃ zwei solche Funktionen für c mit
θ(t0) = θ̃(t0) für ein gegebenes t0 ∈ I, so gibt es nach der Eindeutigkeitsaussage aus
Lemma 1.50 ein (notwendigerweise eindeutiges) k ∈ Z mit θ̃ − θ = 2kπ auf I. In t = t0
gilt dann 0 = 2kπ, woraus k = 0 und somit θ̃ = θ folgen.

Definition 1.52 Sei c eine T -periodische nach Bogenlänge parametrisierte ebene Kurve.
Die Umlaufzahl von c ist definiert durch

nc :=
θ(T ) − θ(0)

2π
,

wobei θ : R −→ R eine C∞-Funktion ist mit c′(t) =

(
cos(θ(t))
sin(θ(t))

)
für alle t ∈ R.

Bemerkungen 1.53

1. Die reelle Zahl nc ist wohldefiniert, denn: eine solche Funktion θ existiert nach
Lemma 1.50, und nc hängt auch nicht von der Wahl eines solchen θ ab, denn ist
θ̃ ein anderes solches θ, so existiert nach Lemma 1.50 ein (eindeutiges) k ∈ Z mit
θ̃ = θ + 2kπ, somit gilt

θ̃(T ) − θ̃(0) = θ(T ) − θ(0).
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2. Die Zahl nc ist eine ganze Zahl wegen der Periodizität von c. Ist nämlich c (regulär
parametrisiert und) periodisch mit Periode T , so ist auch c′ periodisch mit Periode
T (Übungsaufgabe), insbesondere gilt für alle t ∈ R:

(
cos(θ(t+ T ))
sin(θ(t+ T ))

)
=

(
cos(θ(t))
sin(θ(t))

)
.

Daraus folgt, dass θ(t+ T ) − θ(t) ∈ 2πZ gilt für alle t ∈ R, insbesondere liegt nc in
Z.

3. Wie bereits im Beweis von Lemma 1.50 bemerkt wurde ist die Funktion t 7→ θ(t +
T ) − θ(t) stetig und nimmt ihre Werte in 2πZ an, was eine diskrete Teilmenge von
R ist. Daraus folgt, dass diese Funktion konstant sein muss. Insbesondere gilt

nc =
θ(r + T ) − θ(r)

2π

für alle r ∈ R.

Beispiele 1.54

1. Sei c(t) :=

(
cos(t)
sin(t)

)
, dann ist θ(t) = t+ π

2
+ 2kπ für ein k ∈ Z. Daraus folgt für

die Umlaufzahl: nc = 1.

2. Sei c(t) := 1
2

(
cos(2t)
sin(2t)

)
, dann ist θ(t) = 2t+ π

2
+2kπ für ein k ∈ Z. Da die Periode

von c diesmal π gleicht, gilt für die Umlaufzahl auch nc = 1.

3.

nc = 2

4.

nc = 0
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Lemma 1.55 Sei c̃ eine Umparametrisierung nach Bogenlänge einer periodischen nach
Bogenlänge parametrisierten ebenen Kurve c.

1. Ist c̃ orientierungserhaltende Umparametrisierung von c, so gilt für die Umlaufzahlen
nc̃ = nc.

2. Ist c̃ orientierungsumkehrende Umparametrisierung von c, so gilt für die Umlauf-
zahlen nc̃ = −nc.

Beweis: Aus Proposition 1.21 folgt, dass ein r ∈ R existiert mit c̃(t) = c(t+r) für alle t ∈ R
(im Fall, wo c̃ orientierungserhaltende Umparametrisierung von c ist) oder c̃(t) = c(−t+r)
für alle t ∈ R (im Fall, wo c̃ orientierungsumkehrende Umparametrisierung von c ist).
Hat insbesondere c Periode T , so hat auch c̃ Periode T . Wie oben bezeichnen wir mit

θ : R −→ R eine C∞ Funktion s.d. c′(t) =

(
cos(θ(t))
sin(θ(t))

)
für alle t ∈ R gilt.

1. Wegen c̃′(t) = c′(t+ r) definiert θ̃(t) := θ(t+ r) eine C∞ Funktion θ̃ : R −→ R mit

c̃′(t) =

(
cos(θ̃(t))

sin(θ̃(t))

)
für alle t ∈ R. Nach Bemerkung 1.53.3 folgt für die Umlaufzahl

von c̃:

nc̃ =
θ̃(T ) − θ̃(0)

2π
=
θ(T + r) − θ(r)

2π
= nc.

2. Wegen c̃′(t) = −c′(−t + r) definiert θ̃(t) := θ(−t + r) + π eine C∞ Funktion θ̃ :

R −→ R mit c̃′(t) =

(
cos(θ̃(t))

sin(θ̃(t))

)
für alle t ∈ R. Nach Bemerkung 1.53.3 folgt für

die Umlaufzahl von c̃:

nc̃ =
θ̃(T ) − θ̃(0)

2π
=
θ(−T + r) − θ(r)

2π
=
θ(0) − θ(T )

2π
= −nc.

�

Lemma 1.55 motiviert folgende Definition.

Definition 1.56 Sei [c] eine orientierte geschlossene ebene Kurve. Die Umlaufzahl von
[c] ist definiert als die Umlaufzahl einer (orientierten) Parametrisierung nach Bogenlänge
von [c] und wird mit n[c] bezeichnet.

Bemerkung 1.57 Sind ĉ und c̃ zwei orientierte Parametrisierungen nach Bogenlänge von
[c], so gilt nach Lemma 1.55 nĉ = nc̃. Somit ist n[c] wohldefiniert.

Satz 1.58 (Umlaufsatz) Jede orientierte einfach geschlossene ebene Kurve hat Umlauf-
zahl 1 oder −1.

Der Beweis von Satz 1.58 beruht auf ein allgemeines Lemma aus der mengentheoretischen
Topologie.

Lemma 1.59 Sei X ⊂ Rn nichtleer und sternförmig bezüglich eines x0 ∈ X (d.h., ∀x ∈
X gilt (1 − t)x0 + tx ∈ X für alle t ∈ [0, 1]). Sei F : X −→ S1 stetige Abbildung. Sei

θ0 ∈ R mit F (x0) =

(
cos(θ0)
sin(θ0)

)
. Dann existiert es eine eindeutige stetige Abbildung

θ : X −→ R s.d. F (x) =

(
cos(θ(x))
sin(θ(x))

)
für alle x ∈ X und θ(x0) = θ0.
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Beweis: Wir betrachten zwei Fälle.

1. Sei n = 1 und X = I (Intervall). Da wurde die Aussage i.W. im Lemma 1.50
bewiesen, mit dem Unterschied, dass hier c nur stetig vorausgesetzt wird. Der Beweis
lässt sich aber wortwörtlich zum Fall stetiger Kurven übertragen. Zuerst folgt die
Eindeutigkeit von θ aus der Tatsache, dass jede auf einem Intervall definierte stetige
Funktion mit Werten in einer diskreten Menge konstant ist. Die Existenz folgt aus
einer ähnlichen Konstruktion wie im Beweis von Lemma 1.50: für ein festes x1 ∈ I
mit x0 < x1 (der Fall x1 < x0 ist analog) zerlege [x0, x1] =

⋃
0≤j≤m−1

[sj , sj+1] mit x0 =

s0 < s1 < . . . < sm = x1 und s.d. F ([sj, sj+1]) ⊂ SO oder ⊂ SU , SL, SR gilt (siehe
Beweis von Lemma 1.50). Mit Hilfe von arccos oder arcsin bestimme θ auf [s0, s1]
mit θ(s0) = θ0 und setze θ sukzessiv auf [sj , sj+1] fort mit Stetigkeitsbedingung in
sj. Man bekommt ein stetiges θ auf [x0, x1]. Da dies für alle x1 gilt, ist θ auf ganz I
definiert.

2. Sei n ≥ 1 beliebig und X ⊂ Rn sternförmig bzgl. x0 ∈ X. Wir konstruieren θ mit
Hilfe des 1. Falls. Für ein beliebiges x ∈ X liegt nach Voraussetzung die Strecke
[x0, x] := {(1 − t)x0 + tx | t ∈ [0, 1]} in X. Definiere

Fx : [0, 1] −→ S1

t 7−→ F ((1 − t)x0 + tx).

Dann ist Fx stetig. Nach dem 1. Fall existiert ein eindeutiges stetiges θx : [0, 1] −→ R

mit Fx(t) =

(
cos(θx(t))
sin(θx(t))

)
für alle t ∈ [0, 1] und θx(0) = θ0. Erfüllt ferner θ :

X −→ R die gewünschten Bedingungen, so erfüllt die stetige Funktion [0, 1] −→ R,
t 7→ θ((1 − t)x0 + tx) die Bedingung

Fx(t) =

(
cos(θ((1 − t)x0 + tx))
sin(θ((1 − t)x0 + tx))

)
=

(
cos(θx(t))
sin(θx(t))

)

mit θ(x0) = θ0 = θx(0); die Eindeutigkeit aus dem 1. Fall impliziert dann

θ((1 − t)x0 + tx) = θx(t)

für alle t ∈ [0, 1]. Somit ist die Eindeutigkeit bewiesen.
Zum Beweis der Existenz zeigen wir nun, dass die Abbildung X −→ R, x −→ θx(1),
stetig ist. Wegen

F (x) = Fx(1) =

(
cos(θx(1))
sin(θx(1))

)

und θx0(1) = θ0 wird damit der Beweis von Lemma 1.59 abgeschlossen. Lege x ∈ X
fest sowie ε > 0. Dann existiert eine Teilung 0 = s0 < s1 < . . . < sm = 1 s.d. für alle
j ∈ {0, 1, . . . , m − 1} gilt Fx([sj, sj+1]) ⊂ SO oder SU , SR, SL. Wegen der Stetigkeit
von F auf X ist (t, x) 7→ Fx(t) gleichmäßig stetig auf [0, 1]×K, für jedes Kompak-
tum K ⊂ X mit x ∈ K. Daraus folgt, dass eine Umgebung U von x in X so existiert,
dass ‖Fx(t) − Fy(t)‖ < ε gilt für alle y ∈ U und alle t ∈ [0, 1]. Desweiteren können
ε und U so gewählt werden, dass Fy([sj, sj+1]) im selben offenen Halbkreis liegt wie
Fx([sj, sj+1]) für alle y ∈ U und alle j ∈ {0, 1, . . . , m − 1}. Schreibe nun Fy(t) =(

(Fy(t))1

(Fy(t))2

)
und F (y) =

(
(F (y))1

(F (y))2

)
. Dann gibt es für jedes j ∈ {0, 1, . . . , m−1}
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ein kj ∈ Z s.d. für alle y ∈ U und t ∈ [0, 1] gilt entweder θy(t) = arcsin((Fy(t))2) +
2kjπ (im Fall Fy([sj , sj+1]) ⊂ SR) oder θy(t) = π − arcsin((Fy(t))2) + 2kjπ (im Fall
Fy([sj , sj+1]) ⊂ SL) oder θy(t) = arccos((Fy(t))1) + 2kjπ (im Fall Fy([sj , sj+1]) ⊂
S0) oder θy(t) = 2π − arccos((Fy(t))1) + 2kjπ (im Fall Fy([sj, sj+1]) ⊂ SU). Ins-
besondere gilt θx(1) − θy(1) = arcsin((Fy(t))2) − arcsin((Fx(t))2) (bzw. θx(1) −
θy(1) = − arcsin((Fy(t))2) + arcsin((Fx(t))2), θx(1) − θy(1) = arccos((Fy(t))1) −
arccos((Fx(t))1), θx(1)− θy(1) = − arccos((Fy(t))1) + arccos((Fx(t))1) je nach Fall),
was ein stetiger Ausdruck in y ist.

�

Beweis des Umlaufsatzes: Sei c periodische Parametrisierung nach Bogenlänge der Kurve
und L ihre Länge (die dann mit der Periode von c übereinstimmt, siehe 5. Aufgabe im
2. Übungsblatt). Da die erste Koordinatenfunktion c1 von c stetig auf dem kompakten
Intervall [0, L] ist, existiert es ein t0 ∈ [0, L] mit c1(t0) = max

t∈[0,L]
(c1(t)). Bis auf eine Pa-

rametertransformation der Form t 7→ t + t0 kann angenommen werden, dass t0 = 0 gilt.

Wegen c′1(0) = 0 gilt entweder c′(0) =

(
0
1

)
oder c′(0) =

(
0
−1

)
. Bis auf eine Parame-

tertransformation der Form t 7→ −t kann angenommen werden, dass c′(0) =

(
0
1

)
= e2

gilt. Setze

X :=
{(

t1
t2

)
∈ R2 | 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ L

}
.

Die Teilmenge X von R2 ist sternförmig bzgl. 0 =

(
0
0

)
. Definiere die Abbildung

F : X −→ S1

(
t1
t2

)
7−→





c(t2)−c(t1)
‖c(t2)−c(t1)‖ falls t2 > t1 und (t1, t2) 6= (0, L)

c′(t) falls t1 = t2 = t
−c′(0) falls (t1, t2) = (0, L).

Beachte, dass nach Voraussetzung an c die Abbildung F wohldefiniert ist.
Behauptung: die Abbildung F ist stetig.

Beweis der Behauptung: Auf
{( t1

t2

)
∈ X | t2 > t1 und (t1, t2) 6= (0, L)

}
ist F per

Konstruktion stetig, auf der Diagonale
{( t

t

)
∈ X

}
ist F per Definition der Ableitung

stetig und im Punkt

(
0
L

)
ist F wegen

lim
t1→0+

t2→L−

c(t2) − c(t1)

‖c(t2) − c(t1)‖
= lim

t1,t2→0+

c(L− t2) − c(t1)

‖c(L− t2) − c(t1)‖

= lim
t1,t2→0+

c(−t2) − c(t1)

‖c(−t2) − c(t1)‖

= − c′(0)

‖c′(0)‖
= −c′(0)
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auch stetig.
√

Aus Lemma 1.59 folgt die Existenz einer stetigen Abbildung θ : X −→ R mit F (x) =(
cos(θ(x))
sin(θ(x))

)
für alle x ∈ X und θ(x0) = π

2
. Wegen c′(t) = F (t, t) gilt für die Umlaufzahl

von c die Identität

2πnc = θ(L,L) − θ(0, 0) = θ(L,L) − θ(0, L) + θ(0, L) − θ(0, 0).

Behauptung: Es gelten θ(L,L) − θ(0, L) = θ(0, L) − θ(0, 0) = π.
Beweis der Behauptung: Betrachte die Abbildung [0, L] −→ R, t 7→ F (0, t). Würde
F (0, t) = e1 für ein t ∈]0, L[ gelten, so würde es insbesondere ein t ∈]0, L[ geben für wel-
ches c1(t) > c1(0) gilt, Widerspruch zu c1(0) = max

t∈[0,L]
(c1(t)). Außerdem gelten F (0, 0) =

c′(0) = e2 6= e1 sowie F (0, L) = −c′(0) = −e2 6= e1. Somit gilt e1 /∈ F (0, [0, L]), insbeson-
dere F (0, [0, L]) ⊂ R2 \ R+e1. Die Abbildung f : [0, L] −→]0, 2π[, f(t) := arg(F (0, t)), ist
daher auch wohldefiniert, stetig und erfüllt

(
cos(f(t))
sin(f(t))

)
= F (0, t) =

(
cos(θ(0, t))
sin(θ(0, t))

)

für alle t ∈ [0, L] mit f(0) = π
2

= θ(0, 0); nach der Eindeutigkeit im Lemma 1.59 muss
dann f(t) = θ(0, t) für alle t ∈ [0, L] gelten. Daraus folgt

θ(0, L) = arg(F (0, L)) = arg(−e2) =
3π

2

und θ(0, L) − θ(0, 0) = π. Analog zeige man, dass −e1 /∈ F ([0, L], L) und somit auch
θ(L,L) − θ(0, L) = π gelten.

√

Aus der letzten Behauptung folgt 2πnc = 2π, was zu beweisen war. �

Bemerkung 1.60 Es existieren geschlossene aber nicht einfach geschlossene ebene Kur-
ven mit Umlaufzahl 1, siehe 17. Aufgabe im 5. Übungsblatt.

And now, something completely different würde mancher sagen:

Definition 1.61 Sei c : R −→ R2 eine nach Bogenlänge parametrisierte periodische
Kurve mit Periode T > 0. Die Totalkrümmung von c ist definiert durch

∫ T

0

κ(t)dt.

Bemerkung 1.62 Da c periodisch mit Periode T ist, gilt auch für κ

κ(t+ T ) = κ(t)
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für alle t ∈ R, und somit, für jedes t0 ∈ R:
∫ t0+T

t0

κ(t)dt =

∫ 0

t0

κ(t)dt+

∫ T

0

κ(t)dt+

∫ t0+T

T

κ(t)dt

u:=t−T
= −

∫ t0

0

κ(t)dt+

∫ T

0

κ(t)dt+

∫ t0

0

κ(u+ T )du

= −
∫ t0

0

κ(t)dt+

∫ T

0

κ(t)dt+

∫ t0

0

κ(u)du

=

∫ T

0

κ(t)dt,

d.h., die Totalkrümmung kann auf einem beliebigen Intervall der Länge T berechnet wer-
den.

Dies motiviert folgende Definition.

Definition 1.63 Die Totalkrümmung einer orientierten geschlossenen ebenen Kurve ist
definiert als die Totalkrümmung einer orientierten Parametrisierung nach Bogenlänge der
Kurve.

Die Totalkrümmung einer orientierten geschlossenen ebenen Kurve ist wohldefiniert, denn:
zwei orientierte Parametrisierungen nach Bogenlänge einer orientierten Kurve unterschei-
den sich um eine Parametertransformation der Form t 7→ t + r (für ein r ∈ R, siehe

Proposition 1.21) und Bemerkung 1.62 impliziert
∫ T
0
κ(t)dt =

∫ T+r

r
κ(t)dt.

Totalkrümmung und Umlaufzahl hängen eng zusammen:

Satz 1.64 Sei c eine T -periodische nach Bogenlänge parametrisierte ebene Kurve mit
Krümmung κ und Umlaufzahl nc. Dann gilt:

2πnc =

∫ T

0

κ(t)dt.

Beweis: Nach Lemma 1.50 existiert eine C∞-Funktion θ : R −→ R mit c′(t) =

(
cos(θ(t))
sin(θ(t))

)

für alle t ∈ R. Beim Ableiten kommt dann

c′′(t) = θ′(t)

(
− sin(θ(t))
cos(θ(t))

)

heraus für alle t ∈ R. Andererseits gilt für alle t:

n(t) =

(
0 −1
1 0

)(
cos(θ(t))
sin(θ(t))

)
=

(
− sin(θ(t))
cos(θ(t))

)
,

so dass κ = θ′. Daraus folgt:
∫ T

0

κ(t)dt =

∫ T

0

θ′(t)dt

= θ(T ) − θ(0),
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was zu beweisen war. �

Insbesondere bleibt die Totalkrümmung einer geschlossenen Kurve invariant, wenn wir
ihr “Beulen” versetzen.

nc = 1 nc = 1 nc = 1

1.2.6 Die isoperimetrische Ungleichung

Erinnerung:

• Ein Gebiet in Rn ist eine nichtleere offene zusammenhängende Teilmenge von Rn,
wobei “zusammenhängend” bedeutet, dass es außer ∅ und Ω keine Teilmenge von
Ω gibt, die gleichzeitig offen und abgeschlossen ist. Der Rand eines Gebiets Ω in
Rn wird mit ∂Ω bezeichnet (nach Definition gilt also ∂Ω = Ω \ Ω, wobei Ω der
Abschluss von Ω in Rn ist). Der Rand von Ω heißt glatt, wenn er das Urbild eines
regulären Werts einer glatten Abbildung Rn −→ R ist, vgl. Korollar 2.22 aus Kapitel
2. Zu jedem glatten Rand eines beschränkten Gebiets existieren genau zwei glatte
Einheitsnormalenfelder, das sogenannte innere und das sogenannte äußere Norma-
lenfeld. Beide stehen “orthogonal” auf ∂Ω, haben Länge 1, und das äußere zeigt
nach “außen”. Falls glatt trägt der Rand eines Gebiets automatisch ein kanonisches
Maß, vgl. Kapitel am Ende der Vorlesung.

• Ein Vektorfeld auf einem Gebiet Ω ist eine Abbildung V : Ω −→ Rn. Die Divergenz
eines differenzierbaren Vektorfeldes V auf Ω ist die Funktion Ω −→ R, div(V ) :=

−
∑n

j=1
∂Vj

∂xj
, wobei V = (V1, . . . , Vn) (Zerlegung in der kanonischen Basis).

Der folgende Satz steht im Mittelpunkt des Beweises der isoperimetrischen Ungleichung
(siehe z.B. [8]).

Satz 1.65 (Gauss’scher Divergenzsatz) Seien Ω ein Gebiet mit glattem Rand in Rn

und V : Ω −→ Rn ein C1 Vektorfeld. Sei N : Ω −→ Rn das äußere Einheitsnormalenfeld
zu Ω. Dann gilt ∫

Ω

div(V )dx1 . . . dxn = −
∫

∂Ω

〈V,N〉dσ,

wobei dσ das kanonische Maß auf ∂Ω ist.

Satz 1.65 liefert eine Formel für die Berechnung des Flächeninhalts eines ebenen Gebiets.

Korollar 1.66 Sei Ω ⊂ R2 ein von einer einfach geschlossenen ebenen Kurve umschlos-
senes Gebiet. Sei c eine periodische Parametrisierung mit Periode T und mit nc = 1 von
∂Ω. Dann gilt:

A[Ω] =
1

2

∫ T

0

det(c(t), c′(t))dt,
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wobei A[Ω] den Flächeninhalt von Ω bezeichnet.

Beweis: Bemerke erstens, dass Ω wohl beschränkt ist. Dies folgt aus dem Satz von Jor-
dan, der besagt, dass das Komplement jeder einfach geschlossenen ebenen Kurve in R2

genau zwei Zusammenhangskomponenten besitzt, von den eine beschränkt und eine un-
beschränkt ist. Betrachte zweitens die Abbildung V : Ω −→ R2, V (x) := x. Dann ist V
ein C1 Vektorfeld auf Ω und es gilt

div(V ) = −∂V1

∂x1
− ∂V2

∂x2
= −2.

Ferner werden das äußere Einheitsnormalenfeld sowie das kanonische Maß von ∂Ω gegeben
durch N(c(t)) = −n(t) und dσ = ‖c′(t)‖dt, wobei dt das Lebesgue-Maß auf R ist. Aus
Satz 1.65 folgt

∫

Ω

div(V )dx1dx2 = −
∫ T

0

〈V (c(t)), N(c(t))〉‖c′(t)‖dt

=

∫ T

0

〈c(t), n(t)〉‖c′(t)‖dt

=

∫ T

0

〈c(t),
(

0 −1
1 0

)
c′(t)

‖c′(t)‖〉‖c
′(t)‖dt

= −
∫ T

0

det(c(t), c′(t))dt,

und wegen
∫
Ω

div(V )dx1dx2 = −2
∫
Ω
dx1dx2 = −2A[Ω] ist damit die Identität bewiesen. �

Bemerkungen 1.67

1. Partielle Integrationen liefern auch die Formeln (Übungsaufgabe)

A[Ω] =

∫ T

0

c1(t)c
′
2(t)dt = −

∫ T

0

c′1(t)c2(t)dt,

wobei c(t) =

(
c1(t)
c2(t)

)
für alle t.

2. Im Fall nc = −1 gilt A[Ω] = −1
2

∫ T
0

det(c(t), c′(t))dt (Übungsaufgabe).

Satz 1.68 (Isoperimetrische Ungleichung) Sei Ω ein von einer einfach geschlosse-
nen Kurve [c] umschlossenes ebenes Gebiet. Dann gilt

L[c]2 ≥ 4πA[Ω]. (1.4)

Ferner ist (1.4) genau dann eine Gleichheit, wenn [c] ein Kreis ist.

Die Kurve [c] heißt Kreis, wenn sie eine Parametrisierung folgender Form besitzt: es gibt

ein p ∈ R2, ein κ ∈ R\{0} und ein θ0 ∈ R mit c(t) = p+ 1
κ

(
cos(κt+ θ0)
sin(κt+ θ0)

)
für alle t ∈ R.
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Beweis der isoperimetrischen Ungleichung: Sei c Parametrisierung nach Bogenlänge der
Randkurve mit nc = 1 (bemerke, dass (1.4) nicht von der Orientierung von c abhängt).
Setze L := L[c]. Definiere die Abbildung

z : R −→ C

t 7−→ x(
L

2π
t) + iy(

L

2π
t),

wobei c(t) =

(
x(t)
y(t)

)
für alle t ∈ R. Nach Voraussetzung ist z periodisch mit Periode

2π. Betrachte die Fourier-Koeffizienten von z: setze, für alle k ∈ Z,

ck :=
1

2π

∫ 2π

0

z(t)e−iktdt ∈ C.

Da (eikt)k∈Z eine vollständige Orthonormalbasis vom Hilbertraum (L2([0, 2π]), (· , ·)L2([0,2π]))
bildet, gelten

z =
∑

k∈Z

cke
ikt und z′ =

∑

k∈Z

ikcke
ikt. (1.5)

Wir drücken nun L und A[Ω] durch die Fourier-Koeffizienten von z aus. Es gilt einerseits
nach Definition von z

1

2π

∫ 2π

0

|z′(t)|2dt =
1

2π

∫ 2π

0

L2

4π2
‖c′( L

2π
t)‖2

︸ ︷︷ ︸
1

dt

=
L2

4π2
,

andererseits liefert (1.5) die Identität

1

2π

∫ 2π

0

|z′(t)|2dt = (z′, z′)L2([0,2π])

=
∑

k∈Z

|ikck|2

=
∑

k∈Z

k2|ck|2,

woraus
L2 = 4π2

∑

k∈Z

k2|ck|2

folgt. Für den Flächeninhalt wenden wir Korollar 1.66 an: es gilt

A[Ω] =
1

2

∫ L

0

det(c(t), c′(t))dt

=
1

2

∫ L

0

(x(t)y′(t) − x′(t)y(t))dt

=
1

2

∫ L

0

ℜe (i(x(t) + iy(t))(x′(t) − iy′(t))) dt (setze u :=
2π

L
t)

=
1

2
ℜe
(∫ 2π

0

i(x(
L

2π
u) + iy(

L

2π
u))(x′(

L

2π
u) − iy′(

L

2π
u))

L

2π
du

)
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=
1

2π
ℜe
(∫ 2π

0

iz(u)z′(u)du

)

= πℜe((z, iz′)L2([0,2π]))

(1.5)
= πℜe

(
∑

k∈Z

ick · (−ikck)
)

= π
∑

k∈Z

k|ck|2.

Es gilt aber ∑

k∈Z

k|ck|2 ≤
∑

k∈Z

k2|ck|2,

somit ist (1.4) bewiesen. Die Gleichheit gilt in (1.4) genau dann, wenn die letzte Unglei-
chung eine Gleichheit ist, d.h., wenn ck = 0 für alle k ∈ Z \ {0, 1} (denn k2 = k g.d.w.
k = 0 oder 1). Dies ist genau dann der Fall, wenn z(t) = c0 + c1e

it gilt, d.h., wenn [c] ein
Kreis ist. �

Geometrische Interpretation der isoperimetrischen Ungleichung: Gegeben sei eine positive
reelle Zahl A. Dann sind die kürzesten einfach geschlossenen ebenen Kurven, die ein Ge-

biet von Flächeninhalt A umschließen, die Kreise von Radius
√

A
π
. Anders ausgedrückt:

sei eine positive reelle Zahl L gegeben, dann sind die größten ebenen Gebiete, die von
einfach geschlossenen ebenen Kurven der Länge L umschlossen werden, die Kreisscheiben
von Radius L

2π
.

Beispiel 1.69 Kann ein 80qm-großes flaches Feld von einem 30m-langen Draht umzäunt
werden? Nein! Denn es gilt: 302

4π
= 225

π
< 80, Widerspruch zur isoperimetrischen Unglei-

chung.

1.3 Raumkurven

Definition 1.70 Eine Raumkurve ist eine Kurve im R3.

Wir behalten dieselben Bezeichnungen für das kanonische euklidische Skalarprodukt “〈· , ·〉”
und die kanonische Norm “‖ · ‖” auf R3.

1.3.1 Krümmung

Definition 1.71 Sei c : I −→ R3 eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve und t ∈ I.
Die Krümmung von c in t ist definiert durch

κ(t) := ‖c′′(t)‖.

Bemerkungen 1.72
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1. Die Krümmung von c ist somit eine reellwertige Funktion auf I, die nichtnegativ ist
(vergleiche mit der Krümmung ebener Kurven, die sowohl positive als auch negative
Werte annehmen kann). Ferner, verschwindet c′′ nirgends auf I, so ist κ C∞.

2. Aus der Definition von κ folgt, dass κ invariant unter Orientierungswechsel ist:
sei c : −I −→ R3 die durch c(t) := c(−t) definierte Abbildung, dann ist c nach
Bogenlänge parametrisiert und ihre Krümmung κ ist gegeben durch

κ(t) = κ(−t)

für alle t ∈ −I.

Beispiele 1.73

1. Sei c(t) := p+ tv wobei p, v ∈ R3 mit ‖v‖ = 1, und für t ∈ I := R. Aus c′′ = 0 folgt
κ = 0.

b

p v

2. Sei c(t) :=




cos(t)
sin(t)

0


, für t ∈ I := R. Wegen c′(t) =




− sin(t)
cos(t)

0


 gilt ‖c′(t)‖ = 1

für alle t ∈ R, d.h., c ist nach Bogenlänge parametrisiert. Ferner, wegen c′′(t) =


− cos(t)
− sin(t)

0


 = −c(t) gilt κ(t) = ‖ − c(t)‖ = 1 für alle t ∈ R.

b

0
1

Spur([c])

R2

3. Jede ebene Kurve kann als Raumkurve gesehen werden vermöge

Φ : R2 −→ R3

(
x1

x2

)
−→




x1

x2

0



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Ist nämlich c : I −→ R2 nach Bogenlänge parametrisiert, so ist auch c̃ := Φ ◦ c :
I −→ R3 nach Bogenlänge parametrisiert. Es gilt ferner für die entsprechenden
Krümmungen κ bzw. κ̃ von c bzw. c̃ (Übungsaufgabe):

κ̃ = |κ|.

4. Sei c(t) := 1√
2




cos(t)
sin(t)
t



 für t ∈ I := R. Aus c′(t) = 1√
2




− sin(t)
cos(t)

1



 folgt

‖c′(t)‖ = 1 für alle t ∈ R, d.h., c ist nach Bogenlänge parametrisiert. Aus c′′(t) =

1√
2




− cos(t)
− sin(t)

0


 folgt für die Krümmung κ(t) = 1√

2
.

Die Spur von [c] heißt die Schraubenlinie:

1.3.2 Das Frenet-Dreibein

Definition 1.74 Sei c : I −→ R3 eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve mit κ > 0
auf I.

• Das Normalenfeld zu c ist definiert durch

n :=
1

κ
c′′.
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• Das Binormalenfeld zu c in t ∈ I ist der eindeutige Vektor b(t) von R3 s.d. {c′(t), n(t), b(t)}
eine p.o.n.B. von R3 ist.

• Das Frenet-Dreibein zu c in t ∈ I ist die Familie {c′(t), n(t), b(t)}.

c′(t)

n(t)
b(t)

b

c(t)

Bemerkungen 1.75

1. Wegen ‖c′‖ = 1 gilt 〈c′′, c′〉 = 0, insbesondere steht n(t) senkrecht auf c′(t) für alle
t ∈ R.

2. Aus der Definition von n folgt, dass n : I −→ R3 C∞ ist.

Das Binormalenfeld b kann explizit durch c′ und n berechnet werden:

Proposition 1.76 Sei c : I −→ R3 eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve mit
κ > 0 auf I. Seien n bzw. b das Normalenfeld bzw. Binormalenfeld von c. Dann gilt, für
jedes t ∈ I:

b(t) = c′(t) × n(t),

wobei “×” für das Vektorprodukt im R3 steht. Insbesondere ist b : I −→ R3 C∞.

Beweis: folgt direkt aus den Eigenschaften des Vektorprodukts in R3. �

Erinnerung: Das Vektorprodukt im R3 ist definiert durch




x
y
z


×




x′

y′

z′


 =




yz′ − y′z
zx′ − xz′

xy′ − x′y


 .

Desweiteren gilt, für alle Vektoren u, v, w ∈ R3,

〈u× v, w〉 = det(u, v, w).
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Beispiele 1.77

1. Sei c(t) := p + tv wobei p, v ∈ R3 mit ‖v‖ = 1 und t ∈ I := R. Wegen κ = 0 darf
man n nicht definieren! Und tatsächlich gibt es keine kanonische Wahl für n, wie
man auf folgender Abbildung sehen kann:

Spur([c])

v

b

x

x+ v⊥

2. Sei c(t) :=




cos(t)
sin(t)

0


, für t ∈ I := R. Wegen c′(t) =




−sin(t)
cos(t)

0


 und c′′(t) =

−c(t) gilt:

n(t) =
1

κ(t)
c′′(t) = −c(t)

b(t) = c′(t) × n(t) =




0
0
1


 .

c′(t)

n(t)
b(t)

x3

b

c(t)

R2
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3. Sei c(t) := 1√
2




cos(t)
sin(t)
t


 für t ∈ I := R. Aus c′(t) = 1√

2




− sin(t)
cos(t)

1


 und c′′(t) =

1√
2




− cos(t)
− sin(t)

0


 folgt:

n(t) =
1

κ(t)
c′′(t) =




− cos(t)
− sin(t)

0




b(t) = c′(t) × n(t) =
1√
2




sin(t)

− cos(t)
1



 .

1.3.3 Frenet-Gleichungen und Windung

Proposition 1.78 Sei c : I −→ R3 eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve mit
κ > 0 auf I. Dann existiert eine eindeutige C∞ Funktion τ : I −→ R mit




c′

n
b




′

=




0 κ 0
−κ 0 τ
0 −τ 0


 ·




c′

n
b


 ,

d.h., 




c′′ = κn
n′ = −κc′ + τb
b′ = −τn.

(1.6)

Beweis: Per Definition von n gilt c′′ = κn. Da {c′(t), n(t), b(t)} eine (positiv-orientierte)
Orthonormalbasis von R3 ist, zerlegen sich für alle t ∈ I die Vektoren n′(t) und b′(t) auf
folgende Weise:

n′(t) = 〈n′(t), c′(t)〉c′(t) + 〈n′(t), n(t)〉n(t) + 〈n′(t), b(t)〉b(t)
b′(t) = 〈b′(t), c′(t)〉c′(t) + 〈b′(t), n(t)〉n(t) + 〈b′(t), b(t)〉b(t).

Durch Ableiten der Skalarprodukte zwischen den Vektoren der Basis {c′(t), n(t), b(t)}
bekommt man:

0 = (〈n, c′〉︸ ︷︷ ︸
konstant

)′(t) = 〈n′(t), c′(t)〉 + 〈n(t), c′′(t)〉,

d.h., 〈n′(t), c′(t)〉 = −〈n(t), c′′(t)〉 = −κ(t). Analog gelten

0 = (〈n, n〉)′(t) = 〈n′(t), n(t)〉 + 〈n(t), n′(t)〉 = 2〈n′(t), n(t)〉
0 = (〈n, b〉)′(t) = 〈n′(t), b(t)〉 + 〈n(t), b′(t)〉
0 = (〈b, c′)′(t) = 〈b′(t), c′(t)〉 + 〈b(t), c′′(t)〉
0 = (〈b, b〉)′(t) = 2〈b′(t), b(t)〉,
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d.h.,

〈n′(t), n(t)〉 = 0

〈n′(t), b(t)〉 = −〈n(t), b′(t)〉
〈b′(t), c′(t)〉 = −〈b(t), c′′(t)〉 = −κ(t) 〈b(t), n(t)〉︸ ︷︷ ︸

0

= 0

〈b′(t), b(t)〉 = 0.

Setze τ(t) := 〈n′(t), b(t)〉. Dann ist τ : I −→ R C∞ und erfüllt die obigen Bedingungen
(insbesondere sind die Gleichungen erfüllt). Die Eindeutigkeit von τ ist klar. �

Definition 1.79 Sei c : I −→ R3 eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve mit κ > 0
auf I.

• Die in Proposition 1.78 definierte Funktion τ := 〈n′, b〉 heißt Windung (oder auch
Torsion) von c.

• Die Gleichungen (1.6) heißen die Frenet-Gleichungen von c.

Bemerkung 1.80 In der Literatur wird manchmal eine andere Konvention für die Win-
dung verwendet, nämlich τ := 〈n, b′〉 (mit dem entgegengesetzten Vorzeichen).

Beispiele 1.81

1. Sei c(t) :=




cos(t)
sin(t)

0


 für t ∈ R. Wegen c′′ = −c, n = −c und b(t) =




0
0
1




für alle t, bekommt man n′ = −c′, insbesondere τ = 〈n′, b〉 = −〈c′, b〉 = 0. Die
Frenet-Gleichungen lauten in diesem Fall:




c′

n
b




′

=




0 1 0
−1 0 0
0 0 0


 ·




c′

n
b


 .

2. Sei c(t) := 1√
2




cos(t)
sin(t)
t


 für t ∈ R. Aus n(t) =




− cos(t)
− sin(t)

0


 und b(t) =

1√
2




sin(t)

− cos(t)
1



 bekommt man n′(t) =




sin(t)

− cos(t)
0



, also

τ = 〈n′, b〉 =
1√
2
(sin2(t) + cos2(t)) =

1√
2
.

Die Frenet-Gleichungen lauten in diesem Fall:



c′

n
b




′

=
1√
2




0 1 0
−1 0 1
0 −1 0



 ·




c′

n
b



 .
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1.3.4 Geometrische Interpretation der Krümmung und der Win-
dung

Definition 1.82 Sei c : I −→ R3 eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve mit κ > 0
und t ∈ I. Die von c′(t) und n(t) aufgespannte Ebene heißt Schmiegebene von c in t.

Proposition 1.83 Sei c : I −→ R3 eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve mit
κ > 0 und t0 ∈ I. Sei π : R3 −→ Span(c′(t0), n(t0)) die orthogonale Projektion auf die
Schmiegebene von c in t0. Setze c := π ◦ c : I −→ Span(c′(t0), n(t0)). Dann gilt:

κ(t0) = |κ(t0)|.

c

cb

c(t0) = c(t0)

c(t0) + Span(c′(t0), n(t0))

Beweis: Für jedes t ∈ I lässt sich der Vektor c(t) schreiben als:

c(t) = 〈c(t), c′(t0)〉c′(t0) + 〈c(t), n(t0)〉n(t0)

(denn {c′(t0), n(t0)} ist eine Orthonormalbasis von Span(c′(t0), n(t0))). Für die Vektoren
c ′(t) und c ′′(t) gelten dann:

c ′(t) = 〈c′(t), c′(t0)〉c′(t0) + 〈c′(t), n(t0)〉n(t0)

c ′′(t) = 〈c′′(t), c′(t0)〉c′(t0) + 〈c′′(t), n(t0)〉n(t0).

Für t = t0 bekomme c ′(t0) = 〈c′(t0), c′(t0)〉︸ ︷︷ ︸
=1

c′(t0) + 〈c′(t0), n(t0)〉︸ ︷︷ ︸
=0

n(t0) = c′(t0) und

c ′′(t0) = 〈c′′(t0), c′(t0)〉︸ ︷︷ ︸
=0

c′(t0)+〈 c′′(t0)︸ ︷︷ ︸
=κ(t0)n(t0)

, n(t0)〉n(t0) = κ(t0)n(t0). Sei nun die Orientierung

von Span(c′(t0), n(t0)) durch die Basis {c′(t0), n(t0)} festgelegt. Nach Definition 1.37 ist
κ(t0) gegeben durch

κ(t0) =
1

‖c ′(t0)‖3
det(c ′(t0), c

′′(t0)) = κ(t0) det(c′(t0), n(t0)) = κ(t0),

insbesondere gilt κ(t0) > 0. Wählt man die andere Orientierung von Span(c′(t0), n(t0)),
so gilt analog κ(t0) = −κ(t0). In beiden Fällen gilt κ(t0) = |κ(t0)|. �
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Proposition 1.84 Sei c : I −→ R3 eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve mit
κ > 0 und t0 ∈ I. Dann gilt für alle t ∈ I:

c(t) = c(t0)

+(t− t0)

(
1 − κ2(t0)

6
(t− t0)

2

)
c′(t0)

+
(t− t0)

2

2

(
κ(t0) +

κ′(t0)

3
(t− t0)

)
n(t0)

+
(t− t0)

3

6
κ(t0)τ(t0)b(t0)

+(t− t0)
3ε(t− t0),

wobei ε(t− t0) −→
t→t0

0.

Beweis: Entwickle c bis um die dritte Ordnung in t0:

c(t) = c(t0) + (t− t0)c
′(t0) +

(t− t0)
2

2
c′′(t0) +

(t− t0)
3

6
c(3)(t0) + (t− t0)

3ε(t− t0),

mit ε(t− t0) −→
t→t0

0. Die Frenet-Gleichungen liefern c′′(t0) = κ(t0)n(t0) und

c(3)(t0) = κ′(t0)n(t0) + κ(t0)n
′(t0)

= κ′(t0)n(t0) − κ(t0)
2c′(t0) + κ(t0)τ(t0)b(t0),

was die Aussage beweist. �

Interpretation: Die Windung von c in t0 misst, wie stark sich c von ihrer Schmiegebene
in t0 entfernt.

Proposition 1.85 Sei c : I −→ R3 eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve mit
Krümmung κ > 0. Dann gilt τ = 0 g.d.w. c ebene Kurve ist, d.h., wenn ein zweidimen-
sionaler affiner Unterraum E von R3 existiert mit c(I) ⊂ E.

Beweis: Angenommen, es gelte τ = 0. Nach den Frenet-Gleichungen gilt b′ = 0, d.h., b
ist eine konstante Abbildung I −→ R3, also b = b0 ∈ R3. Betrachte jetzt b⊥0 := {x ∈
R3, 〈x, b〉 = 0} und wähle t0 ∈ I. Beim Ableiten bekommen wir

〈c− c(t0), b〉′ = 〈c′, b〉 (b′ = 0)

= 0 (c′ ⊥ b),

d.h., t 7−→ 〈c(t)−c(t0), b〉 ist konstant auf I. Beim Einsetzen t = t0 gilt c(t)−c(t0) = 0, und
daher 〈c(t)−c(t0), b〉 = 0 für alle t ∈ I. Somit haben wir bewiesen: c(I) ⊂ c(t0)+b⊥ =: E,
und E ist wohl 2-dimensionaler affiner Unterraum von R3.
Umgekehrt nehmen wir an, dass ein 2-dimensionaler affiner Unterraum E von R3 so
existiert, dass c(I) ⊂ E gilt. Es existieren p0 ∈ R3 und E0 ⊂ R3 (2-dimensionaler) Unter-
vektorraum von R3 mit E = p0 + E0. Da E0 ⊂ R3 bzgl. der kanonischen Topologie von
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R3 abgeschlossen ist, gilt c′(I) ⊂ E0 und c′′(I) ⊂ E0, insbesondere n(I) ⊂ E0, und für
alle t ∈ I ist {c′(t), n(t)} eine Orthonormalbasis von E0. Daraus folgt, dass b(t) senkrecht
auf E0 steht, für alle t ∈ I. Wegen n′(I) ⊂ E0 gilt dann τ = 0. �

1.3.5 Der Hauptsatz der Theorie der Raumkurven

Proposition 1.86 Sei c : I −→ R3 eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve und
F : R3 −→ R3 eine orientierungserhaltende euklidische Bewegung. Dann ist F ◦ c : I −→
R3 nach Bogenlänge parametrisiert und es gilt für die Krümmung bzw. die Windung von
F ◦ c:

κF◦c = κ

τF◦c = τ.

Beweis: Schreibe F (x) = A(x) + a mit A ∈ SO3 und a ∈ R3. Setze c̃ := F ◦ c. Es gelten
c̃′ = A◦ c′, c̃′′ = A◦ c′′, insbesondere c̃ ist nach Bogenlänge parametrisiert mit Krümmung
κ̃ = ‖c̃′′‖ = ‖c′′‖ = κ. Ferner gilt für das Normalenfeld ñ = 1

κ̃
c̃′′ = 1

κ
A ◦ c′′ = A ◦ n. Für

das Binormalenfeld brauchen wir folgende Identität.
Behauptung: Ist A ∈ SO3, so gilt A(u× v) = A(u) ×A(v) für alle Vektoren u, v ∈ R3.
Beweis der Behauptung: Sei w ∈ R3, dann folgt aus den elementaren Eigenschaften des
Vektorprodukts in R3

〈A(u× v), w〉 = 〈u× v, A−1(w)〉 (denn AA∗ = Id)

= det(u, v, A−1(w))

= det(A(u), A(v), w) (denn det(A) = 1)

= 〈A(u) × A(v), w〉.

Die Behauptung folgt dann aus der Tatsache, dass das Skalarprodukt 〈· , ·〉 nicht ausge-
artet ist auf R3.

√

Für das Binormalenfeld folgt b̃ = c̃′× ñ = 1
κ
(A◦ c′)× (A◦ c′′) = A( 1

κ
c′× c′′) = A◦ b. Somit

gilt für die Windung τ̃ = 〈ñ′, b̃〉 = 〈n, b〉 = τ . �

Für ebene Kurven reicht die Krümmung, um eine Kurve - bis auf Dahinterschaltung ori-
entierungserhaltender euklidischer Bewegungen - zu bestimmen. Für Raumkurven muss
zusätzlich die Windung vorgegeben werden.

Satz 1.87 Sei I ⊂ R ein Intervall und f, g : I −→ R C∞ Funktionen mit f > 0. Dann
existiert eine nach Bogenlänge parametrisierte Raumkurve mit

{
κ = f
τ = g.
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Diese Kurve ist bis auf Dahinterschaltung orientierungserhaltender euklidischer Bewegun-
gen eindeutig: sind c und c̃ zwei Lösungen (κ = κ̃ = f und τ = τ̃ = g), so existiert eine
eindeutige orientierungserhaltende euklidische Bewegung F von R3 mit

c̃ = F ◦ c.

Beweis: Wir skizzieren den Beweis, der völlig analog zum Beweis von Satz 1.47 ist.

1. Löse die Frenet-Gleichungen: für ein festes t0 ∈ I finde drei C∞ Abbildungen u, v, w :
I −→ R3 mit 




u′ = fv
v′ = −fu+ gw
w′ = −gv

auf I und u(t0) = e1, v(t0) = e2 sowie w(t0) = e3 (wie üblich bezeichnen hier
e1, e2, e3 die kanonischen Basisvektoren von R3). Die Existenz und Eindeutigkeit
von u, v, w wird durch den Satz über Existenz und Eindeutigkeit der Lösungen
linearer Differentialgleichungen gewährleistet, siehe Beweis von Satz 1.47.

2. Zeige, dass für jedes t ∈ I das Tripel {u(t), v(t), w(t)} eine p.o.n.B. von R3 ist.
Dafür zeige man, dass alle Funktionen, die als Skalarprodukt zweier der drei Vek-
torwertigen Funktionen u, v, w auftreten (also t 7→ 〈u(t), u(t)〉, t 7→ 〈u(t), v(t)〉,
t 7→ 〈u(t), w(t)〉 usw.), konstant auf I sind. Um dies zu erreichen leite man die
Funktionen ab und setze die Frenet-Gleichungen ein, vgl. Beweis von Satz 1.47. Als
letztes zeige man, dass die Abbildung t 7→ det(u(t), v(t), w(t)) konstant auf I ist
(die Werte dieser Abbildung sind diskret).

3. Setze c(t) :=
∫ t
t0
u(s)ds. Zeige, dass c nach Bogenlänge parametrisierte Raumkurve

ist mit Frenet-Dreibein {u, v, w}, Krümmung f und Windung g. Dafür braucht man
nur die Definitionen sowie die Frenet-Gleichungen.

4. Die “Eindeutigkeit” bis auf Dahinterschaltung orientierungserhaltender euklidischer
Bewegungen lässt sich auf völlig analoge Weise zeigen wie beim Satz 1.47.

�

Bemerkung 1.88 Insbesondere legt die Krümmung eine Raumkurve nicht fest: es gibt
unendlich viele nach Bogenlänge parametrisierte Raumkurven, die dieselbe Krümmung
besitzen, die aber sich voneinander durch Dahinterschaltung orientierungserhaltender eu-
klidischer Bewegungen nicht herleiten lassen (siehe beispielweise die 18. Aufgabe im 5.
Übungsblatt).

Als letztes geben wir (ohne Beweis) folgende Formeln für die entsprechenden Größen
(Normalenfeld, Krümmung usw.) einer beliebigen regulär parametrisierten Raumkurve
c : I −→ R3:

• Die Krümmung von c ist definiert durch κ := ‖c′×c′′‖
‖c′‖3 . Ist c nach Bogenlänge para-

metrisiert, so gilt κ = ‖c′′‖.
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• Falls κ > 0 auf I gilt, kann folgendes definiert werden:

* Normalenfeld n =
c′′−〈c′′, c′

‖c′‖ 〉
c′

‖c′‖

‖c′′−〈c′′, c′
‖c′‖ 〉

c′
‖c′‖‖

=
c′′−〈c′′, c′

‖c′‖ 〉
c′

‖c′‖
‖c′×c′′‖

‖c′‖
. Ist c nach Bogenlänge pa-

rametrisiert, so gilt n = 1
κ
c′′.

* Binormalenfeld b = c′×c′′
‖c′×c′′‖ . Ist c nach Bogenlänge parametrisiert, so gilt b =

c′ × n.

* Windung τ = det(c′,c′′,c(3))
‖c′×c′′‖2 . Ist c nach Bogenlänge parametrisiert, so gilt τ =

〈n′, b〉.

Ein Vorteil dieser allgemeinen Formulierung besteht darin, dass folgendes Transformati-
onsverhalten erfüllt ist und elementar nachgewiesen werden kann: ist c̃ = c◦ϕ Umparame-
trisierung der regulär parametrisierten Kurve c : I −→ R3, so gelten κ̃ = κ ◦ϕ, ñ = n ◦ϕ,
b̃ = sgn(ϕ′)b ◦ϕ und τ̃ = τ ◦ϕ, wobei sgn(ϕ′) ∈ {−1, 1} das Vorzeichen von ϕ′ bezeichnet
(wohldefiniert wegen ϕ′ > 0 auf I oder ϕ′ < 0 auf I).
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Kurven - Zusammenfassung

Betrachte regulär parametrisierte Kurven (c : I −→ Rn C∞ mit c′(t) 6= 0
∀ t ∈ I).

1. Existenz einer Umparametrisierung c ◦ ϕ nach Bogenlänge

(‖(c ◦ ϕ)′‖ = 1) von c; Formel für ϕ.

2. Ebene Kurven (n = 2): für regulär parametrisierte c

• Normalenfeld n ({ c′(t)
‖c′(t)‖, n(t)} p.o.n.B. von R2):

+

c′(t)

n(t)

b
c(t)

n(t) =

(
0 −1

1 0

)
c′(t)

‖c′(t)‖

• Krümmung κ:

c′(t)

n(t)

c′′(t)

b
c(t) κ(t) = det(c′(t),c′′(t))

‖c′(t)‖3

• Frenet-Gleichungen: falls c nach Bogenlänge parametri-

siert gilt

(
c′

n

)′
=

(
0 κ

−κ 0

)(
c′

n

)

• Hauptsatz: κ legt nach Bogenlänge parametrisierte ebene

Kurve bis auf euklidische Bewegungen fest
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• Umlaufzahl nc = θ(T )−θ(0)
2π

für T -periodische ebene c, wo-

bei c′(t) =

(
cos(θ(t)

sin(θ(t)

)
für alle t und θ stetig

• Umlaufsatz: nc = ±1 für einfach geschlossene [c]

• Totalkrümmung
∫ T

0 κ(t)dt für T -periodische c; ist gleich

2πnc

• Isoperimetrische Ungleichung: L[c]2 ≥ 4πA[Ω], wobei Ω

ein von einer einfach geschlossenen ebenen Kurve [c] um-

schlossenes Gebiet ist; Gleichheit g.d.w. [c] Kreis ist

3. Raumkurven (n = 3): für nach Bogenlänge parametrisierte

c

• Krümmung κ := ‖c′′‖

• Falls κ > 0:

– Frenet-Dreibein {c′(t), n(t), b(t)} (p.o.n.B. von R3):

c′(t)

n(t)
b(t)

b

c(t)

∣∣∣∣∣∣∣

n(t) := 1
κ(t)
c′′(t)

b(t) = c′(t) × n(t)
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– Windung τ := 〈n′, b〉

– Frenet-Gleichungen:


c′

n

b




′

=




0 κ 0

−κ 0 τ

0 −τ 0





c′

n

b




– Hauptsatz: bis auf euklidische Bewegungen wird Raum-

kurve von positiver Krümmung und Windung festge-

legt
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Universität Regensburg WS 2008/9
Fakultät für Mathematik
N. Ginoux

Geometrie (LGy)

1. Übungsblatt

1. Aufgabe

Sei c : R −→ R2 definiert durch c(t) :=

(
t

cosh(t)

)
.

1. Zeigen Sie, dass c regulär parametrisiert ist.

2. Geben Sie eine Umparametrisierung von c nach Bogenlänge an.

3. Berechnen Sie die Länge des Kurvenstücks [c|[−2,2]
].

4. Skizzieren Sie die Spur von [c] (die die Kettenlinie heißt).

Lösung:

1. Die Abbildung c ist offensichtlich C∞ und c′(t) =

(
1

sinh(t)

)
6= 0 für alle t ∈ R,

somit ist c regulär parametrisierte Kurve.

2. Sei t0 = 0 ∈ R, dann gilt für alle t ∈ R: ‖c′(t)‖ =
√

1 + sinh(t)2 = cosh(t), damit

gilt ψ(t)
Def.
=
∫ t
0
‖c′(s)‖ds = sinh(t). Es gilt außerdem ψ(R) = R. Setze ϕ := ψ−1 :

R −→ R (ϕ ist die Umkehrabbildung von ψ), d.h. ϕ = arsinh, dann ist nach der
Vorlesung c̃ := c ◦ ϕ : R −→ R2 Umparametrisierung nach Bogenlänge von c. Die
Abbildung c̃ kann etwas expliziter geschrieben werden: für alle t ∈ R gilt

c̃(t) =

(
arsinh(t)

cosh(arsinh(t))

)
=

(
arsinh(t)√

1 + t2

)
.

3. Es gilt L[c|[−2,2]
]

Def.
=
∫ 2

−2
‖c′(s)‖ds =

∫ 2

−2
cosh(s)ds = [sinh(s)]2−2 = 2 sinh(2), oder

noch e2 − e−2.

4. In der Übung.

2. Aufgabe

Sei ca : [0,∞) −→ R2 definiert durch ca(t) :=

(
a
√
π
∫ t
0

cos(πu
2

2
)du

a
√
π
∫ t
0

sin(πu
2

2
)du

)
, wobei a > 0 fest

ist.

1. Ermitteln Sie deren Bogenlänge s(t) := L[ca|[0,t]
].
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2. Geben Sie eine Umparametrisierung von ca nach Bogenlänge an.

3. Skizzieren Sie die Spur von [ca] (die die Klotoide heißt).

Lösung:

1. Sei t ≥ 0, dann gilt c′a(t) = a
√
π

(
cos(πt

2

2
)

sin(πt
2

2
)

)
, somit

‖c′a(t)‖ = a
√
π
√

cos(πt
2

2
)2 + sin(πt

2

2
)2 = a

√
π und deshalb gilt s(t)

Def.
=
∫ t
0
‖c′a(s)‖ds =

a
√
πt.

2. Sei t0 = 0 ∈ [0,∞), dann gilt ψ(t)
Def.
=
∫ t
0
‖c′(s)‖ds = s(t) = a

√
πt für alle t. Es gilt

außerdem ψ([0,∞)) = [0,∞). Setze ϕ = ψ−1 : [0,∞) −→ [0,∞), d.h. ϕ(t) = t
a
√
π
,

dann ist nach der Vorlesung c̃ := c ◦ ϕ : [0,∞) −→ R2 Umparametrisierung nach
Bogenlänge von c. Die Abbildung c̃ kann etwas expliziter geschrieben werden: für
alle t ∈ [0,∞) gilt

c̃(t) = a
√
π



∫ t

a
√

π

0 cos(πu
2

2
)du

∫ t
a
√

π

0 sin(πu
2

2
)du


 (v=a

√
πu)

=

( ∫ t
0

cos( v2

2a2
)dv∫ t

0
sin( v2

2a2
)dv

)
.

3. In der Übung.

Bemerkung: die Funktionen t 7→ cos(t2) und t 7→ sin(t2) sind integrierbar auf R und
es gilt

∫∞
−∞ cos(t2)dt =

∫∞
−∞ sin(t2)dt =

√
π
2

(siehe Berechnung des Fresnel-Integrals).

Daraus folgt, dass lim(ca(t))
t→∞

= a
√
π

2

(
1
1

)
.

3. Aufgabe
Seien p und q zwei Punkte im Rn. Zeigen Sie, dass das Geradensegment mit Endpunkten
p und q die kürzeste Verbindung zwischen diesen Punkten ist.

Lösung: O.B.d.A. seien p 6= q (sonst trivial). Sei cm : [0, 1] −→ Rn, cm(t) := (1 − t)p+ tq
mit t ∈ [0, 1], dann ist cm C∞ mit c′m(t) = q − p 6= 0 für alle t, somit ist cm regulär

parametrisierte Kurve mit cm(0) = p und cm(1) = q, und es gilt L[cm] =
∫ 1

0
‖q − p‖ds =

‖q − p‖.
Sei nun c eine beliebige regulär parametrisierte Kurve in Rn mit Endpunkten p und q. Bis
auf Umparametrisierung kann angenommen werden, dass c(0) = p und c(1) = q. Nach
der Dreiecksungleichung für Integrale (siehe Proposition unten) gilt

L[c] =

∫ 1

0

‖c′(s)‖ds

≥ ‖
∫ 1

0

c′(s)ds‖

= ‖c(1) − c(0)‖
= ‖q − p‖
= L[cm],
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somit ist [cm] eine kürzeste Verbindung zwischen p und q in Rn.
Es bleibt noch, zu zeigen, dass falls L[c] = L[cm] gilt [c] = [cm], d.h. c ist eine Umpa-
rametrisierung von cm. Dafür brauchen wir eine Charakterisierung des Gleichheitsfalls in
der Dreiecksungleichung für Integrale. Zur Erinnerung geben wir und beweisen wir die
folgende Proposition.

Proposition. Sei f : [a, b] −→ Rn stetig differenzierbare Abbildung mit −∞ < a < b <
∞. Dann gilt

‖
∫ b

a

f(t)dt‖ ≤
∫ b

a

‖f(t)‖dt,

mit Gleichheit g.d.w. ein v ∈ Rn und ein l ∈ C1([a, b],R+) existieren mit f = l · v.

Beweis: Setze v :=
∫ b
a
f(t)dt ∈ Rn. Falls v = 0 ist die Aussage trivial. Nehmen wir also

an, dass v 6= 0. Nach Definition der euklidischen Norm gilt

‖
∫ b

a

f(t)dt‖2 = 〈
∫ b

a

f(t)dt,

∫ b

a

f(t)dt〉 = 〈
∫ b

a

f(t)dt, v〉,

und nach Konstruktion des Integrales für Rn-wertige Funktionen gilt

〈
∫ b

a

f(t)dt, v〉 =

∫ b

a

〈f(t), v〉dt.

Nach Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhalten wir 〈f(t), v〉 ≤ ‖f(t)‖ · ‖v‖
für alle t ∈ [a, b] und somit

〈
∫ b

a

f(t)dt, v〉 ≤ (

∫ b

a

‖f(t)‖dt) · ‖v‖.

Auf der linken Seite steht aber ‖v‖2. Wegen v 6= 0 gilt dann ‖v‖ ≤
∫ b
a
‖f(t)‖dt, was nichts

anderes als die gesuchte Ungleichung ist.
Falls diese Ungleichung eine Gleichheit ist, so muss insbesondere 〈f(t), v〉 = ‖f(t)‖ · ‖v‖
für alle t ∈ [a, b] gelten. Aus dem Gleichheitsfall in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

f(t) = l(t)v für ein l(t) ∈ R+ := {x ∈ R | x ≥ 0}. Nach Berechnung kommt l(t) = 〈f(t),v〉
‖v‖2

heraus, was zeigt, dass l ∈ C1([a, b],R+). Die notwendige Bedingung ist damit bewiesen.
Ist umgekehrt f der Form f = l · v mit v ∈ Rn und l ∈ C1([a, b],R+), so ist f C1 und es
gilt

‖
∫ b

a

f(t)dt‖ = ‖
∫ b

a

l(t)vdt‖

= ‖(
∫ b

a

l(t)dt)v‖

= |
∫ b

a

l(t)dt| · ‖v‖

= (

∫ b

a

l(t)dt) · ‖v‖

=

∫ b

a

l(t)‖v‖dt

=

∫ b

a

‖f(t)‖dt.
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Die Funktion f erfüllt also den Gleichheitsfall. Somit ist die Äquivalenz bewiesen. �

Gilt also L[c] = ‖q − p‖ (mit c : [0, 1] −→ Rn s.d. c(0) = p und c(1) = q), so existiert ein
l ∈ C1([a, b],R+) und ein v ∈ Rn mit c′ = l · v. Da c bereits C∞ ist, muss l auch C∞ sein.
Insbesondere gilt für alle t ∈ [0, 1],

c(t) = c(0) +

∫ t

0

c(s)ds = p + (

∫ t

0

l(s)ds)v

mit v = q−pR 1
0
l(s)ds

(wohldefiniert, sonst wäre c konstant, Widerspruch zu p 6= q). Daraus

folgt, dass c der Form

c(t) = p+

∫ t
0
l(s)ds

∫ 1

0
l(s)ds

(q − p)

für alle t ∈ [0, 1] ist. Da die Abbildung t 7→
R t
0 l(s)dsR 1
0 l(s)ds

ein Diffeomorphismus [0, 1] → [0, 1]

ist, gilt dann [c] = [cm], QED.

Bemerkungen:
1. Die Formel

L[c] = sup
0=t0<t1<...<tk<tk+1=1, k∈N

(

k∑

j=0

‖c(tj+1 − c(tj)‖),

die aber in der Vorlesung nicht besprochen wurde, kann auch einen Beweis liefern.
2. Falls ein Punkt aus Rn herausgenommen wird, wird die Aussage falsch. Z.B. falls 0 ∈ Rn

herausgenommen wird, gibt es keine kürzeste Verbindung zwischen p und −p in Rn \ {0}
für alle p ∈ Rn \ {0}.
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Universität Regensburg WS 2008/9
Fakultät für Mathematik
N. Ginoux

Geometrie (LGy)

2. Übungsblatt

4. Aufgabe

Sei in der xy-Ebene eine Kreisscheibe von Radius 1 und Mittelpunkt

(
0
1

)
gegeben. Sei

eine weitere Kreisscheibe von Radius r > 0 und Mittelpunkt

(
0
1

)
fest an dieser Scheibe

angeschlossen. Die erste Kreisscheibe rolle auf der x-Achse ab.

1. Ermitteln Sie eine Parametrisierung der Bahn des Punktes

(
0

1 − r

)
. Ist diese

Parametrisierung regulär?

2. Skizzieren Sie das Bild dieser Parametrisierung für r < 1, r = 1 und r > 1.

3. Berechnen Sie für r = 1 die Länge des Kurvenstücks, das einem Umlauf der Kreis-
scheibe entspricht.

Lösung:

1. Sei die Winkelgeschwindigkeit gleich 1, sei t der Zeitparameter und sei c(r)(t) die
Stelle des gesuchten Punktes im Zeitpunkt t. Im Zeitpunkt t hat sich der Mittel-
punkt der Kreisscheibe von Radius 1 verschoben (die Länge eines Kreisbogens mit

Radius R und Winkelgröße θ ist Rθ). Der Verschiebungsvektor ist genau

(
t
0

)
, also

der Mittelpunkt im Zeitpunkt t ist

(
t
1

)
. Die Mittelpunkte der beiden Kreisschei-

ben stimmen überein, weil die andere Kreisscheibe fest an der ersten angeschlossen
ist. Da die Kreisscheiben um den Winkel t gedreht wurden, muss zu diesem Mittel-

punkt der Vektor

(
−r sin(t)
−r cos(t)

)
addiert werden, der das Bild vom Punkt

(
t

1 − r

)

unter der Drehung um

(
t
1

)
mit dem Winkel −t liefert (Vorzeichen beachten!).

Zusammengefasst bekommen wir

c(r)(t) =

(
t
1

)
+

(
−r sin(t)
−r cos(t)

)
=

(
t− r sin(t)
1 − r cos(t)

)

für alle t ∈ R.

Die Abbildung c(r) : R −→ R2 ist offenbar C∞ und es gilt c′(r)(t) =

(
1 − r cos(t)
r sin(t)

)

für alle t ∈ R. Es gilt (c(r))
′
2(t) = 0 g.d.w. t = kπ für ein k ∈ Z, und es gilt

(c(r))
′
1(kπ) = 1 − (−1)kr. Falls r 6= 1, gilt also (c(r))

′
1(kπ) 6= 0 für alle k ∈ Z, somit

ist c(r) regulär parametrisiert. Falls r = 1, gilt (c(r))
′
1(kπ) = 0 für alle k ∈ 2Z, somit

ist c(1) nicht regulär parametrisiert.
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2. In der Übung.

3. Es ist L[c(1)|]0,2π[
] zu berechnen. Bemerke, dass c(1)|]0,2π[

wohl regulär parametrisiert
ist. Nach Definition gilt

L[c(1)|]0,2π[
] =

∫ 2π

0

‖c′(1)(s)‖ds

=

∫ 2π

0

√
(1 − cos(s))2 + sin(s)2ds

=

∫ 2π

0

√
2 − 2 cos(s)ds

=

∫ 2π

0

√
4 sin(

s

2
)2ds

= 2

∫ 2π

0

| sin(
s

2
)|ds

= 2

∫ 2π

0

sin(
s

2
)ds

= 8.

5. Aufgabe
Zeigen Sie, dass jede Parametrisierung nach Bogenlänge einer geschlossenen Kurve peri-
odisch ist mit Periode gleich der Länge der Kurve.
Lösung: Sei c bzw. c̃ periodische (reguläre) Parametrisierung mit Periode T bzw. Para-
metrisierung nach Bogenlänge der Kurve. Bezeichne mit L die Länge der Kurve. Nach
Vorlesung gilt

c̃(t) = c ◦ ϕ(t+ r) oder c̃(t) = c ◦ ϕ(−t+ r) (1.7)

für alle t ∈ R, wobei r ∈ R eine Konstante ist und ϕ−1(t) :=
∫ t
0
‖c′(s)‖ds. Wegen c′(s) 6= 0

für alle s und c periodisch, gilt ϕ−1(R) = R. Ferner gilt ϕ(t+L) = ϕ(t)+T für alle t ∈ R,
denn: nach Definition gilt

ϕ−1(t+ T ) =

∫ t+T

0

‖c′(s)‖ds

=

∫ t

0

‖c′(s)‖ds+

∫ t+T

t

‖c′(s)‖ds

= ϕ−1(t) + L

für alle t ∈ R, somit auch ϕ(t+ L) = ϕ(t) + T für alle t ∈ R. Daraus folgt

c̃(t+ L) = c ◦ ϕ(±(t+ L) + r) = c ◦ ϕ(±t+ r ± L) = c ◦ ϕ(±t+ r) = c̃(t)

für alle t ∈ R, insbesondere c̃ ist periodisch mit Periode T
k

für eine ganze Zahl k ≥ 1. Gilt
aber c̃(t+L′) = c̃(t) für ein L′ > 0 und für alle t ∈ R, so gilt nach (1.7) c◦ϕ(±(t+L′)+r) =
c◦ϕ(±t+r) für alle t ∈ R. Aus der L-Periodizität von c folgt, dass eine ganze Zahl k′ ≥ 1
so existiert, dass ϕ(t + L′) = ϕ(t) + k′T für alle t ∈ R. Da ϕ injektiv ist, muss dann
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L′ = k′L gelten. Damit ist k = 1, d.h., T die Periode von c̃, QED.

6. Aufgabe
Gegeben seien die parametrisierten Kurven c1, c2 : R −→ R2 durch

c1(t) :=

(
r sin2(t)
r cos2(t)

)
und c2(t) :=

(
r sin3(t)
r cos3(t)

)

für ein festes r > 0.

1. Handelt es sich um reguläre Parametrisierungen? Begründen.

2. Skizzieren Sie die Bilder von c1 und c2 für r = 2.

3. Bestimmen Sie die Länge der Kurvenstücke zwischen cj(0) und cj(
π
2
), für j = 1, 2

und ein beliebiges r.

Lösung:

1. Die Abbildungen c1 und c2 sind offensichtlich C∞ und es gilt

c′1(t) = 2r

(
sin(t) cos(t)
− cos(t) sin(t)

)
= 2r sin(t) cos(t)

(
1
−1

)

bzw.

c′2(t) = 3r

(
sin2(t) cos(t)
− cos2(t) sin(t)

)
= 3r sin(t) cos(t)

(
sin(t)

− cos(t)

)

für alle t ∈ R. Daraus folgt, dass c′1(t) = 0 g.d.w. t ∈ π
2
Z bzw. c′2(t) = 0 g.d.w.

t ∈ π
2
Z. Somit sind c1 und c2 nicht regulär parametrisiert.

2. In der Übung.

3. Es gilt

‖c′1(t)‖ = ‖2r sin(t) cos(t)

(
1
−1

)
‖

= 2
√

2r| sin(t) cos(t)|
=

√
2r| sin(2t)|

=
√

2r sin(2t)

bzw.

‖c′2(t)‖ = ‖3r sin(t) cos(t)

(
sin(t)

− cos(t)

)
‖

= 3r| sin(t) cos(t)|

=
3r

2
sin(2t)

für alle t ∈]0, π
2
[. Nach Definition gilt dann

L[c1|]0, π
2 [

] =

∫ π
2

0

√
2r sin(2s)ds = r

√
2

bzw.

L[c2|]0, π
2 [

] =

∫ π
2

0

3r

2
sin(2s)ds =

3r

2
.
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7. Aufgabe
Berechnen Sie das Normalenfeld und die Krümmung von c bzw. ca, wobei c bzw. ca aus
der 1. bzw. 2. Aufgabe (1. Übungsblatt) sind.

Lösung:

1. Sei c(t) :=

(
t

cosh(t)

)
, t ∈ R aus der 1. Aufgabe. Wegen c′(t) =

(
1

sinh(t)

)
mit

‖c′(t)‖ = cosh(t), lautet das Normalenfeld n zu c

n(t) =
1

cosh(t)

(
0 −1
1 0

)
·
(

1
sinh(t)

)
=

( − tanh(t)
1

cosh(t)

)
.

Wegen c′′(t) =

(
0

cosh(t)

)
gilt dann für die Krümmung κ von c

κ(t)
(Def.)
=

det(c′(t), c′′(t))

‖c′(t)3‖

=
1

cosh(t)3
det

(
1 0
sinh(t) cosh(t)

)

=
1

cosh(t)2

für alle t ∈ R.

2. Sei ca(t) :=

(
a
√
π
∫ t
0

cos(πu
2

2
)du

a
√
π
∫ t
0

sin(πu
2

2
)du

)
, t ∈ [0,∞), wobei a > 0 fest ist. Wegen c′a(t) =

a
√
π

(
cos(πt

2

2
)

sin(πt
2

2
)

)
mit ‖c′a(t)‖ = a

√
π, lautet das Normalenfeld n zu c

n(t) =

(
0 −1
1 0

)
·
(

cos(πt
2

2
)

sin(πt
2

2
)

)
=

(
− sin(πt

2

2
)

cos(πt
2

2
)

)
.

Wegen c′′a(t) = aπ
√
πt

(
− sin(πt

2

2
)

cos(πt
2

2
)

)
gilt dann für die Krümmung κa von ca

κa(t)
(Def.)
=

det(c′a(t), c
′′
a(t))

‖c′a(t)3‖

=
(a
√
π) · (aπ√πt)
(a
√
π)3

det

(
cos(πt

2

2
) − sin(πt

2

2
)

sin(πt
2

2
) cos(πt

2

2
)

)

=

√
π

a
t

für alle t ∈ R.
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Universität Regensburg WS 2008/9
Fakultät für Mathematik
N. Ginoux

Geometrie (LGy)

3. Übungsblatt

8. Aufgabe

Für feste a, b > 0 definiere c : [0,∞[−→ R2, c(t) :=

(
ae−bt cos(t)
ae−bt sin(t)

)
.

1. Zeigen Sie, dass c regulär parametrisiert ist und bestimmen Sie eine Umparametri-
sierung nach Bogenlänge von c.

2. Skizzieren Sie die Spur von [c].

3. Bestimmen Sie die Länge und die Krümmung von c.

4. Man bezeichne mit O den Ursprung im R2. Zeigen Sie, dass der Winkel α zwi-
schen der Geraden (Oc(t)) und der Tangente an c im Punkt c(t) konstant ist mit
| tan(α)| = 1

b
.

Lösung:

1. Die Abbildung c ist offensichtlich C∞ und es gilt, für alle t ≥ 0,

c′(t) = −abe−bt
(

cos(t)
sin(t)

)
+ ae−bt

(
− sin(t)
cos(t)

)

= ae−bt
(

−b cos(t) − sin(t)
−b sin(t) + cos(t)

)
,

insbesondere

‖c′(t)‖ = ae−bt
√

(b cos(t) + sin(t))2 + (b sin(t) − cos(t))2

= ae−bt
√
b2 + 1.

Wegen ae−bt
√
b2 + 1 6= 0 für alle t ist c regulär parametrisiert.

Für die Bogenlänge gilt, für alle t ∈ [0,∞[,

ψ(t)
(Def.)
=

∫ t

0

‖c′(s)‖ds

=
a
√
b2 + 1

b
(1 − e−bt).

Es gilt ψ([0,∞[) = [0, a
√
b2+1
b

[ und die Umkehrabbildung ϕ := ψ−1 : [0, a
√
b2+1
b

[−→
[0,∞[ ist gegeben durch ϕ(t) = −1

b
ln(1 − bt

a
√
b2+1

). Eine Umparametrisierung nach
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Bogenlänge von c ist also gegeben durch c ◦ ϕ : [0, a
√
b2+1
b

[−→ R2, oder genauer
geschrieben

c ◦ ϕ(t) = a(1 − bt

a
√
b2 + 1

) ·
(

cos(−1
b
ln(1 − bt

a
√
b2+1

))

sin(−1
b
ln(1 − bt

a
√
b2+1

))

)

für alle t ∈ [0, a
√
b2+1
b

[.

2. In der Übung.

3. Die Länge von [c] ist

L[c]
(Def.)
=

∫ ∞

0

‖c′(s)‖ds

= lim
t→∞

ψ(t)

=
a
√
b2 + 1

b
.

Für die Krümmung von c brauchen wir c′′: für alle t ≥ 0 gilt

c′′(t) = −abe−bt
(

−b cos(t) − sin(t)
−b sin(t) + cos(t)

)
+ ae−bt

(
b sin(t) − cos(t)
−b cos(t) − sin(t)

)

= −bc′(t) + ae−bt
(

b sin(t) − cos(t)
−b cos(t) − sin(t)

)
,

so dass für die Krümmung κ von c gilt

κ(t)
(Def.)
=

det(c′(t), c′′(t))

‖c′(t)‖3

=

ae−bt det

(
c′(t),

(
b sin(t) − cos(t)
−b cos(t) − sin(t)

))

a3(b2 + 1)
3
2 e−3bt

=

a2e−2bt det

(
−b cos(t) − sin(t) b sin(t) − cos(t)
−b sin(t) + cos(t) −b cos(t) − sin(t)

)

a3(b2 + 1)
3
2e−3bt

=
ebt

a
√
b2 + 1

für alle t ≥ 0.

4. Es ist erstens, zu zeigen, dass das Skalarprodukt 〈 c(t)
‖c(t)‖ ,

c′(t)
‖c′(t)‖ 〉 unabhängig von t ist.

Nach obigen Rechnungen ergibt sich

〈 c(t)

‖c(t)‖ ,
c′(t)

‖c′(t)‖〉 = 〈
(

cos(t)
sin(t)

)
,

ae−bt

a
√
b2 + 1e−bt

(
−b cos(t) − sin(t)
−b sin(t) + cos(t)

)
〉

= − b√
b2 + 1

,

was wohl nicht von t ≥ 0 abhängt. Außerdem bekommen wir dann cos(α) = − b√
b2+1

,

woraus | tan(α)| =
√

1
cos(α)2

− 1 = 1
b

folgt.
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9. Aufgabe
Es sei c : I → R2 eine ebene nach Bogenlänge parametrisierte Kurve.

1. Für t0 ∈ I mit κ(t0) 6= 0 definiere

c̄ : [0,
2π

|κ(t0)|
] −→ R2

τ 7−→ c(t0) +
1

κ(t0)

(
(1 − cos(κ(t0)τ))n(t0) + sin(κ(t0)τ)c

′(t0)
)
.

Zeigen Sie:

a) Spur[c̄] ist ein Kreis (der Krümmungskreis in c(t0)) mit dem Mittelpunkt m(t0) =
c(t0) + 1

κ(t0)
n(t0) und dem Radius r0 = 1

|κ(t0)| .

b) Es gilt c(t0) = c̄(0), c′(t0) = c̄′(0) und c′′(t0) = c̄′′(0). Deuten Sie diese Aussagen
geometrisch.

c) Es ist c′′′(t0) = c̄′′′(0) genau dann, wenn κ′(t0) = 0 gilt.

2. Sei t0 ∈ I mit κ(t0) = 0. Ist die Spur von c in der Nähe von c(t0) ein Geradenseg-
ment? Begründen.

Lösung:

1. a) Es gilt, für alle τ ∈ [0, 2π
|κ(t0)| ], c(τ)−(c(t0)+

1
κ(t0)

n(t0)) = 1
κ(t0)

(
−cos(κ(t0)τ)n(t0)+

sin(κ(t0)τ)c
′(t0)

)
. Auf der linken Seite steht aber eine Standardparametrisie-

rung vom Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius 1
|κ(t0)| . Das Bild von c̄ ist die

Verschiebung von diesem Kreis durch den Vektor c(t0)+
1

κ(t0)
n(t0), insbesondere

es ist der Kreis mit Mittelpunkt c(t0) + 1
κ(t0)

n(t0) und Radius 1
|κ(t0)| .

b) Wir rechnen nach. Nach Definition von c gilt c(0) = c(t0): der oben erwähnte
Kreis schneidet die Kurve im Punkt c(t0) (bemerke, dass er die Kurve noch
woanders schneiden kann!). Für alle τ ∈ [0, 2π

|κ(t0)| ] gilt

c′(τ) = sin(κ(t0)τ)n(t0) + cos(κ(t0)τ)c
′(t0),

insbesondere für τ = 0 gilt c′(0) = c′(t0): der oben erwähnte Kreis liegt tangen-
tial an der Kurve im Punkt c(t0) (bemerke, dass er die Kurve noch woanders
berühren kann!). Nach zweimaligem Ableiten kommt

c′′(τ) = κ(t0)
(

cos(κ(t0)τ)n(t0) − sin(κ(t0)τ)c
′(t0)

)
,

was c′′(0) = κ(t0)n(t0) liefert, deren rechte Seite genau c′′(t0) gleicht (denn c
ist nach Voraussetzung nach Bogenlänge parametrisiert): der oben erwähnte
Kreis ist tangential bis um die 2. Ordnung an der Kurve im Punkt c(t0), er hat
insbesondere dieselbe Krümmung als c in diesem Punkt.
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c) Für alle τ ∈ [0, 2π
|κ(t0)| ] gilt

c′′′(τ) = −κ(t0)2
(

sin(κ(t0)τ)n(t0) + cos(κ(t0)τ)c
′(t0)

)
.

Beim Einsetzen von τ = 0 kommt c′′′(0) = −κ(t0)2c′(t0). Nach Ableiten der
Identität c′′ = κn kommt aber c′′′(t0) = κ′(t0)n(t0)+κ(t0)n

′(t0), was zusammen
mit der zweiten Frenet-Gleichung

c′′′(t0) = κ′(t0)n(t0) − κ(t0)
2c′(t0)

liefert. Daraus folgt, dass c′′′(t0) = c̄′′′(0) genau dann gilt, wenn κ′(t0) = 0 gilt.

2. Gilt κ(t0) = 0, so kann man überhaupt keine Aussage über die Gestalt der Kurve

c um den Punkt c(t0) treffen! Betrachte z.B. c : I −→ R2, c(t) :=

(
t

f(t)

)
für

eine beliebige C∞ Funktion f : I −→ R, wobei I ein offenes und 0 enthaltendes
Intervall ist. Dann ist c regulär parametrisiert und eine kurze Rechnung liefert für das

Normalenfeld n(t) = 1√
1+f ′(t)2

(
−f ′(t)

1

)
und für die Krümmung κ(t) = f ′′(t)

(1+f ′(t)2)
3
2

für alle t ∈ I. Nun kann κ entweder gleich Null in einer Umgebung von 0 sein (ggf.
ist die Kurve lokal um c(0) ein Geradensegment), oder kann sein Vorzeichen in 0
wechseln, oder noch κ > 0 auf I \{0} (bzw. κ < 0 auf I \{0}) erfüllen. Als Beispiele
können die Funktionen f(t) := t3 und ±t4 angegeben werden.

10. Aufgabe

1. Bestimmen Sie die ebenen nach Bogenlänge parametrisierten Kurven verschwinden-
der Krümmung.

2. Sei κ ∈ R, κ 6= 0, gegeben. Bestimmen Sie die ebenen nach Bogenlänge parametri-
sierten Kurven mit Krümmung κ.

Lösung:

1. Jedes Geradensegment mit einer Parametrisierung der Form (sog. Standardparame-
trisierung) cp,v,I : I → R2, t 7→ p + tv (wobei I ⊂ R Intervall ist, p, v ∈ R2 mit
‖v‖ = 1) hat nach Vorlesung verschwindende Krümmung. Aus dem Hauptsatz der
Theorie der ebenen Kurven folgt, dass jede nach Bogenlänge parametrisierte Kurve
c̃ : I −→ R2 verschwindender Krümmung der Form c̃(t) = A◦cp,v,I(t) ist für eine ori-
entierungserhaltende euklidische Bewegung A von R2, für ein Paar (p, v) ∈ R2 ×R2

mit ‖v‖ = 1 und ein Definitionsintervall I. Da c̃ diegleiche Form hat wie cp,v,I (denn
A◦cp,v,I = cA(p),Bv,I), sind alle nach Bogenlänge parametrisierten Kurven verschwin-
dender Krümmung der Form cp,v,I für ein Paar (p, v) ∈ R2 × R2 mit ‖v‖ = 1 und
ein Definitionsintervall I.

2. Jeder Kreisbogen von Radius 1
|κ| und mit einer Parametrisierung der Form cp,I :

I −→ R2, cp,I(t) := p + 1
κ

(
cos(κt)
sin(κt)

)
(wobei I ⊂ R Intervall ist und p ∈ R2), hat

nach Vorlesung Krümmung κ. Aus dem Hauptsatz der Theorie der ebenen Kurven
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folgt, dass jede nach Bogenlänge parametrisierte Kurve c̃ : I −→ R2 mit Krümmung
κ der Form c̃(t) = A ◦ cp,I(t) ist für eine orientierungserhaltende euklidische Bewe-
gung A von R2, ein p ∈ R2 und ein Definitionsintervall I. Da c̃ diegleiche Form hat
wie cp,I (denn A ◦ cp,I = cA(p), θ

κ
+I wobei B die Drehung vom Winkel θ um 0 ist),

sind alle nach Bogenlänge parametrisierten Kurven mit Krümmung κ der Form cp,I
für ein p ∈ R2 und ein Definitionsintervall I.

11. Aufgabe
Bestimmen Sie die ebenen nach Bogenlänge parametrisierten Kurven, deren Krümmung
mit der Bogenlänge übereinstimmt. (Hinweis: 7. Aufgabe)

Lösung: Die Abbildung c : R −→ R2, c(t) :=

( ∫ t
0

cos(u
2

2
)du∫ t

0
sin(u

2

2
)du

)
ist nach der 7. Aufgabe ei-

ne nach Bogenlänge parametrisierte Kurve. Eine kurze Rechnung liefert für die Krümmung
κ(t) = t für alle t ∈ R. Die Kurve c ist also eine Lösung. Sei jetzt ein Intervall I ⊂ R,
ein t0 ∈ I und eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve c̃ : I −→ R mit κ(t) = t− t0
für alle t ∈ I, gegeben. Nach eventueller Parameterverschiebung ϕ(t) = t+ t0 können wir
annehmen, dass t0 = 0 und 0 ∈ I. Aus dem Hauptsatz der Theorie der ebenen Kurven
folgt, dass eine orientierungserhaltende euklidische Bewegung A von R2 so existiert, dass
c̃ = A ◦ c|I . Alle Lösungen sind somit von dieser Form.

Bemerkung: I.A. wird eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve c : I −→ R2 mit
Krümmung f ∈ C∞(I,R) durch die folgende Formel geliefert:

c(t) :=

∫ t

t0

(
cos(

∫ s
t0
f(u)du)

sin(
∫ s
t0
f(u)du)

)
ds,

wobei t0 ∈ I beliebig gewählt werden kann.
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4. Übungsblatt

12. Aufgabe
Sei F : R2 −→ R2, F (x) := B(x) + b mit B ∈ O(2) und b ∈ R2. Sei [c] eine ebene Kurve.
Zeigen Sie:

1. Ist [c] geschlossen bzw. einfach geschlossen, so ist [F ◦ c] auch geschlossen bzw.
einfach geschlossen.

2. Falls [c] geschlossen ist gilt für die Umlaufzahlen n[F◦c] = det(B) · n[c].

Lösung:

1. Angenommen, die Kurve [c] sei geschlossen. Nach Definition existiert es eine peri-
odische Parametrisierung c von [c]. Da aber F ◦ c dann auch periodisch und dieselbe
Periode hat wie c (denn F ist injektiv), ist auch [F ◦c] geschlossen. Ist [c] einfach ge-
schlossen, so existiert es eine periodische Parametrisierung c mit Periode T so, dass
c|[0,T [

injektiv ist. Aus der Injektivität von F folgt dann, dass (F ◦ c)|[0,T [
injektiv ist,

somit ist auch [F ◦ c] einfach geschlossen.

2. Sei ν : R −→ R eine C∞ Winkelfunktion zu einer orientierten Parametrisierung nach

Bogenlänge c von [c], d.h. c′(t) =

(
cos(ν(t))
sin(ν(t))

)
für alle t ∈ R. Wegen (F ◦c)′ = B◦c′

und B ∈ O(2) ist dann auch F ◦ c nach Bogenlänge parametrisiert. Betrachte zwei
Fälle:

i) Falls det(B) > 0, d.h. det(B) = 1, dann ist B eine Drehung um 0 ∈ R2 mit
Winkel θ: es existiert ein θ ∈ R s.d. die Matrix von B bzgl. der Standardbasis

von R2 gegeben ist durch

(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
. Daraus folgt, für alle t ∈ R,

(F ◦ c)′(t) = B(c′(t))

=

(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
·
(

cos(ν(t))
sin(ν(t))

)

=

(
cos(θ) cos(ν(t)) − sin(θ) sin(ν(t))
sin(θ) cos(ν(t)) + cos(θ) sin(ν(t))

)

=

(
cos(ν(t) + θ)
sin(ν(t) + θ)

)
.

Somit ist ν̃(t) := ν(t) + θ eine C∞ Winkelfunktion für F ◦ c. Für die Umlauf-
zahlen gilt dann

2πn[F◦c]
(Def.)
= ν̃(L) − ν̃(0)
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= ν(L) − ν(0)
(Def.)
= 2πn[c],

was die Behauptung in diesem Fall beweist. Bemerke, dass dies insbesondere für
den Fall gilt, wenn B = Id (die Transformation F ist dann eine Verschiebung).

ii) Falls det(B) < 0, d.h. det(B) = −1, so definiere die neue Transformation
B′ := S · B, wobei S in der kanonischen Basis von R2 gegeben ist durch

S :=

(
1 0
0 −1

)
. Mit anderen Worten, B′ die Nacheinanderausführung von B

und der orthogonalen Spiegelung an der e1-Achse. Wegen

det(B′) = det(S) det(B) = 1

ist B′ eine Drehung wie im Fall i). Aus dem Fall i) folgt dann, dass für die
Transformation F ′(x) := B′(x) (für alle x ∈ R2) gilt n[F ′◦c] = n[c]. Es bleibt
nur, zu zeigen, dass n[S◦c] = −n[c], denn wie schon im Fall i) bewiesen ändert
sich die Umlaufzahl unter Verschiebungen nicht.
Es gilt aber

(S ◦ c)′(t) = S(c′(t)) =

(
cos(ν(t))
− sin(ν(t))

)
,

so dass ν̃(t) := −ν(t) eine C∞ Winkelfunktion zu S ◦ c definiert. Daraus folgt
unmittelbar für die Umlaufzahl n[S◦c] = −n[c], was die Behauptung in diesem
Fall beweist.

13. Aufgabe
Sei F : R2 −→ R2, F (x) := B(x) + b mit B ∈ GL(R2) und b ∈ R2. Sei [c] eine ebene
Kurve. Zeigen Sie:

1. Ist [c] einfach geschlossen, so gilt für das von [c] umschlossene Gebiet Ω

A[F (Ω)] = | det(B)| · A[Ω].

(Man akzeptiere ohne Beweis, dass [F ◦ c] einfach geschlossen ist mit n[F◦c] =
sgn(det(B)) · n[c], wobei sgn(det(B)) ∈ {−1, 1} das Vorzeichen von det(B) bezeich-
net)

2. Ist [c] ein Kreis, so gilt L[F ◦ c] ≥
√

| det(B)| · L[c].

Lösung:

1. Sei c eine periodische reguläre Parametrisierung von [c] mit Periode T . Da wir keine
Orientierung an [c] festgesetzt haben, können wir annehmen, dass n[c] = 1. Dann
umschließt F ◦ c das Gebiet F (Ω) im positiven Umlaufsinn falls det(B) > 0 und im
negativen falls det(B) < 0. Im Fall det(B) > 0 gilt nach der Vorlesung

A[F (Ω)] =
1

2

∫ T

0

det((F ◦ c)(t), (F ◦ c)′(t))dt

=
1

2

∫ T

0

det(B(c(t)) + b, B(c′(t)))dt
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=
1

2

∫ T

0

det(B(c(t)), B(c′(t)))dt+
1

2

∫ T

0

det(b, B(c′(t)))dt

=
1

2

∫ T

0

det(B) · det(c(t), c′(t))dt+
1

2

∫ T

0

(det(b, B ◦ c))′(t)dt

= det(B)
1

2

∫ T

0

det(c(t), c′(t))dt+
1

2
[det(b, B ◦ c))(t)]T0

= det(B)A[Ω],

da die Abbildung R −→ R, t 7−→ det(b, B◦c))(t) die Bedingung det(b, B◦c))(t+T ) =
det(b, B ◦ c))(t) für alle t ∈ R erfüllt. Dies zeigt die Behauptung für det(B) > 0.
Im Fall det(B) < 0 muss einfach ein Vorzeichen an der rechten Seite angebracht
werden; die gleichen Rechnungen zeigen dann, dass A[F (Ω)] = − det(B)A[Ω], was
die Behauptung im Fall det(B) < 0 beweist.

2. Nach der isoperimetrischen Ungleichung gilt

L[F ◦ c]2 ≥ 4πA[F (Ω)],

und nach 1. gilt A[F (Ω)] = | det(B)| ·A[Ω]. Da aber [c] ein Kreis ist, gilt die Gleich-
heit L[c]2 = 4πA[Ω], somit bekommen wir

L[F ◦ c]2 ≥ | det(B)|4πA[Ω] = | det(B)|L[c]2,

was zu beweisen war.

14. Aufgabe
Sei c eine ebene nach Bogenlänge parametrisierte periodische Kurve der Länge L. Es gebe
ein R > 0 so dass für die Krümmung κ der Kurve 0 < κ ≤ 1

R
gilt. Die Umlaufzahl von c

sei mit nc bezeichnet.

1. Zeigen Sie L ≥ 2πRnc und interpretieren Sie diese Ungleichung geometrisch.

2. Für jedes r ∈ ]0, R[ definieren wir

br : R −→ R2, br(t) := c(t) + rn(t),

wobei n das Normalenfeld zu c ist. Zeigen Sie, dass br eine geschlossene regulär
parametrisierte Kurve definiert mit Länge L[br] = L− 2πrnc.

Lösung:

1. Nach einem Satz aus der Vorlesung und wegen der Voraussetzung an κ gilt

2πnc =

∫ L

0

κ(t)dt

≤
∫ L

0

1

R
dt

=
L

R
,

woraus L ≥ 2πRnc folgt.
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2. Die Abbildung br ist offenbar C∞ und es gilt nach den Frenet-Gleichungen

b′r = c′ + rn′

= c′ − rκc′

= (1 − rκ)c′,

mit 1−rκ ≥ 1− r
R
> 0. Daraus folgt ‖b′r‖ = 1−rκ > 0, insbesondere muss br regulär

parametrisiert sein. Da ferner c periodisch mit Periode L ist, erfüllt n die Gleichung
n(t + L) = n(t) für alle t, somit erfüllt auch br die Gleichung br(t + L) = br(t) für
alle t. Dies zeigt, dass [br] geschlossen ist. Es bleibt noch, zu zeigen, dass die Periode
von br genau L gleicht. Dies beruht auf folgende Behauptung:
Behauptung: ist c : R −→ Rn periodische regulär parametrisierte Kurve mit Periode
T > 0, so ist c′ : R −→ Rn periodisch mit Periode T .
Beweis der Behauptung: Die Abbildung c′ erfüllt offenbar c′(t + T ) = c′(t) für
alle t ∈ R, was zeigt, dass c′ periodisch ist mit Periode T ′ = T

k
für eine positive

natürliche Zahl k. Wir zeigen jetzt k = 1. Die Gleichung c′(t + T ′) = c′(t) für
alle t ∈ R impliziert nach Integration die Existenz einer Konstante d ∈ Rn mit
c(t+T ′)− c(t) = d für alle t ∈ R. Daraus folgt c(t+ kT ′)− c(t) = kd für alle t ∈ R;
da aber c nach Voraussetzung T -periodisch ist, gilt kd = 0, also d = 0. Dieselbe
Voraussetzung liefert dann T ′ = T . �

Nun wenden wir die Behauptung auf br an. Es gilt b′r(t) = (1 − rκ(t))c′(t). Gilt
aber (1 − rκ(t + L′))c′(t + L′) = (1 − rκ(t))c′(t) für ein L′ ≤ L und alle t ∈ R, so
gilt für die Normen 1 − rκ(t + L′) = 1 − rκ(t), was nach Voraussetzung nirgends
verschwindet. Daraus folgt c′(t+L′) = c′(t) für alle t ∈ R, was nach der Behauptung
L′ = L impliziert. Daraus folgt, dass br Periode L hat.
Für die Länge von [br] bekommen wir

L[br] =

∫ L

0

‖b′r(t)‖dt

=

∫ L

0

1 − rκ(t)dt

= L− r

∫ L

0

κ(t)dt

= L− 2πrnc,

was zu beweisen war.

15. Aufgabe

Sei c gegeben durch c(t) :=

(
sin(t) cos(t)

cos(t)2

)
für t ∈ R.

1. Zeigen Sie, dass c eine einfach geschlossene regulär parametrisierte ebene Kurve ist
und ermitteln Sie deren Periode.

2. Bestimmen Sie die Länge L von [c] sowie den Flächeninhalt A des von [c] umschlos-
senen Gebiets.

3. Vergleichen Sie L2 mit 4πA und kommentieren Sie das Ergebnis.
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Lösung:

1. Die Abbildung c kann wie folgt umgeschrieben werden:

c(t) =

(
sin(2t)

2
(1+cos(2t))

2

)
=

(
0
1
2

)
+

1

2

(
sin(2t)
cos(2t)

)
,

insbesondere c ist regulär parametrisiert, periodisch mit Periode π, und injektiv auf
[0, π[ (siehe Standardparametrisierung des Kreises).

2. Die Spur von [c] ist der Kreis mit Mittelpunkt

(
0
1
2

)
und Radius 1

2
, somit gelten

L[c] = π sowie A = π
4
.

3. Es gilt L2 = π2 = 4π · π
4

= 4πA, was dem Gleichheitsfall in der isoperimetrischen

Ungleichung entspricht. Es ist allerdings keine Überraschung denn [c] ist bereits ein
Kreis!
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5. Übungsblatt

16. Aufgabe
Zeigen Sie, dass es eine eindeutige nach Bogenlänge parametrisierte Kurve c : R −→ R2

gibt mit c(−1) =

(
1
0

)
, c′(−1) =

(
− 1√

2
1√
2

)
und κ(t) = −t − 1 für alle t ∈ R und

bestimmen Sie sie.

Lösung: Die Eindeutigkeit folgt aus dem Hauptsatz der Theorie der ebenen Kurven und
der Tatsache, dass eine orientierungserhaltende euklidische Bewegung in R2 der Form
F (x) = B(x) + b (mit B ∈ SO(2) und b ∈ R2) eindeutig festgelegt ist durch B(e1)
und F (0). Zur Existenz: Wir haben schon in der 11. Aufgabe gesehen, dass d : R −→ R2,

d(t) :=

( ∫ t
0

cos(u
2

2
)du∫ t

0
sin(u

2

2
)du

)
eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve ist mit Krümmung

κ(t) = t für alle t ∈ R. Eine orientierungserhaltende Parametertransformation der Form
ϕ(t) := t + 1, ϕ : R −→ R, liefert eine neue nach Bogenlänge parametrisierte Kurve
d̃ = d ◦ ϕ : R −→ R2 mit Krümmung κ̃(t) = κ ◦ ϕ(t) = t + 1 für alle t ∈ R. Nach
Anwendung einer orthogonalen Spiegelung, z.B. der orthogonalen Spiegelung an der x1-
Achse, bekommen wir eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve d̂ : R −→ R2 mit
Krümmung κ̂(t) = −t − 1 für alle t ∈ R (siehe Bemerkung in der Vorlesung). Explizit

wird d̂ gegeben durch d̂(t) =

( ∫ t+1

0
cos(u

2

2
)du

−
∫ t+1

0
sin(u

2

2
)du

)
. Es bleibt nun B ∈ SO2 und b ∈ R2 so

zu bestimmen, dass c := b+B ◦ d̂ die verlangten “Anfangsbedingungen” in t = −1 erfüllt
(denn c hat bereits dieselbe Krümmung wie d̂): wegen d̂(−1) = d(0) = 0 soll c(−1) = b

gelten, d.h. b =

(
1
0

)
; wegen d̂′(−1) =

(
1
0

)
soll B(e1) =

(
− 1√

2
1√
2

)
gelten, d.h. die B

ist die Drehung um 0 ∈ R2 mit dem Winkel 3π
4

, deren Matrix in der kanonischen Basis
von R2 gegeben ist durch

Mat{e1,e2}(B) =
1√
2

(
−1 −1
1 −1

)
.

Insgesamt bekommen wir für c folgende Abbildung: für alle t ∈ R,

c(t) =
1√
2

(
−1 −1
1 −1

)
·
( ∫ t+1

0
cos(u

2

2
)du

−
∫ t+1

0
sin(u

2

2
)du

)
+

(
1
0

)

=

(
1 + 1√

2
(−
∫ t+1

0
cos(u

2

2
)du+

∫ t+1

0
sin(u

2

2
)du)

1√
2
(
∫ t+1

0
cos(u

2

2
)du+

∫ t+1

0
sin(u

2

2
)du)

)
.
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Durch die Substitution s := u − 1 und nach Anwendung elementarer trigonometrischer
Formeln kann c wie folgt umgeschrieben werden:

c(t) =

(
1 + 1√

2
(−
∫ t
−1

cos( (s+1)2

2
)ds+

∫ t
−1

sin( (s+1)2

2
)ds)

1√
2
(
∫ t
−1

cos( (s+1)2

2
)ds+

∫ t
−1

sin( (s+1)2

2
)ds)

)

=

(
1 −

∫ t
−1

cos( (s+1)2

2
+ π

4
)ds∫ t

−1
sin( (s+1)2

2
+ π

4
)ds

)

für alle t ∈ R.

17. Aufgabe
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind und begründen Sie es
kurz:

1. Es existiert eine regulär parametrisierte Kurve c : [0, 2π] −→ R2, deren Krümmung
κ|[0,π[

= 0 und κ|]π,2π]
= 1 erfüllt.

2. Ist c eine reguläre periodisch parametrisierte ebene Kurve mit Periode T > 0, so ist
ihre Krümmung auch periodisch mit Periode höchstens T .

3. Ist [c] eine orientierte geschlossene ebene Kurve mit |n[c]| = 1, so ist [c] einfach
geschlossen.

4. Ist [c] eine orientierte einfach geschlossene ebene Kurve, so gilt |n[c]| ≤ 1.

5. Ist [c] eine orientierte geschlossene aber nicht einfach geschlossene ebene Kurve, so
gilt |n[c]| ≥ 2.

6. Ist c : R −→ R2 eine reguläre periodisch parametrisierte ebene Kurve mit n[c] > 0,
so gilt κ > 0 auf R.

7. Ist c : R −→ R2 eine reguläre periodisch parametrisierte ebene Kurve mit n[c] > 0,
so gibt es ein t ∈ R mit κ(t) > 0.

8. Zu jedem m ∈ Z existiert eine orientierte geschlossene ebene Kurve [c] mit n[c] = m.

9. Es existiert ein 700m2-großes flaches Feld, das mit einem 100m-langen Drahtseil
umzäunt werden kann.

10. Zu jedem ε > 0 existiert es eine einfach geschlossene Kurve [c] mit A[Ω] ≤ ε und
L[c] ≥ 1, wobei Ω das von [c] umschlossene Gebiet bezeichnet.

Lösung:

1. FALSCH: die Krümmung einer regulär parametrisierten Kurve ist immer C∞, ins-
besondere stetig.

2. WAHR: die Krümmung κ einer regulären periodisch parametrisierten ebenen Kurve
mit Periode T > 0 erfüllt κ(t + T ) = κ(t) für alle t ∈ R, somit ist κ periodisch
mit Periode kleiner gleich T . Beachte aber, dass diese Periode strikt kleiner als
T sein kann. Betrachte z.B. eine Standardparametrisierung von einem Kreis (die
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Krümmung ist dann konstant) oder einen “m-mal-gebeulten-Kreis”( wobei m ≥ 1),
der invariant ist unter der Drehung um den Mittelpunkt mit dem Winkel 2π

m
: die

Krümmung davon ist dann 2π
m

-periodisch.

3. FALSCH: deformiere z.B. einen Kreis so, dass eine Hälfte die andere in zwei Punkten
schneidet.

4. WAHR: der Umlaufsatz impliziert bereits, dass |n[c]| = 1 gilt.

5. FALSCH: siehe 3. Frage. Alternativ wähle eine ebene Kurve mit verschwindender
Umlaufzahl (z.B. eine sogenannte Lemniskate).

6. FALSCH: deformiere z.B. einen positiv orientierten Kreis “nach Innen” in der Nähe
eines Punktes.

7. WAHR: sonst würde κ ≤ 0 auf einer Periode gelten, woraus 2πn[c] =
∫ T
0
κ(t)dt ≤ 0

folgern würde, im Widerspruch zu n[c] > 0.

8. WAHR: skizzieren!

9. WAHR: es gilt 4π · 700 = 2800π < 2800× 7
2

= 9800 < 10000 = (100)2, somit ist die
isoperimetrische Ungleichung erfüllt.

10. WAHR: skizzieren!

Bemerkung: Unter welchen Voraussetzungen an ihrer Krümmung ist eine nach Bo-
genlänge parametrisierte Kurve c : R −→ R2 periodisch mit Periode T > 0? Notwen-
dig sind dafür die Identität κ(t + T ) = κ(t) für alle t ∈ R sowie die Ganzzahligkeit von
1
2π

∫ T
0
κ(t)dt. Diese beiden Bedingungen sind aber nicht hinreichend. Wähle z.B. für ein ge-

gebenes m ∈ Z die Funktion f : R −→ R, f(t) := m+cos(t). Dann ist f 2π-periodisch mit
∫ 2π

0
f(t)dt = 2πm ∈ 2πZ; die Abbildung c : R −→ R2, c(t) :=

( ∫ t
0

cos(
∫ s
0
f(u)du)ds∫ t

0
sin(

∫ s
0
f(u)du)ds

)

ist dann eine nach Bogenlänge parametrisierte ebene Kurve mit Krümmung f . Es stellt
sich aber heraus, dass [c] nicht geschlossen ist!

18. Aufgabe

Seien κ0 > 0, β > 0 fest, und α durch α :=

√
κ2
0+κ0

√
κ2
0+4β2

2
gegeben. Man definiere

cκ0,β : R −→ R3

t 7−→ 1√
α2 + β2




cos(αt)
sin(αt)
βt


 .

1. Zeigen Sie, dass cκ0,β eine nach Bogenlänge parametrisierte Raumkurve ist.

2. Berechnen Sie das Normalenfeld zu cκ0,β und zeigen Sie, dass die Krümmung von
cκ0,β konstant gleich κ0 ist.

3. Berechnen Sie das Binormalenfeld zu cκ0,β und zeigen Sie, dass die Windung von
cκ0,β konstant gleich βκ0

α
ist.
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4. Leiten Sie daraus her, dass es für gegebene β1, β2 > 0 mit β1 6= β2 keine euklidische
Bewegung A von R3 so existiert, dass A ◦ cκ0,β1 = cκ0,β2.

Lösung:

1. Die Abbildung cκ0,β ist offenbar C∞ und es gilt, für alle t ∈ R,

c′κ0,β
(t) =

1√
α2 + β2




−α sin(αt)
α cos(αt)

β


 ,

insbesondere ‖c′κ0,β
(t)‖ = 1√

α2+β2

√
α2 + β2 = 1. Daraus folgt, dass cκ0,β nach Bo-

genlänge parametrisiert ist.

2. Es gilt, für alle t ∈ R,

c′′κ0,β
(t) =

α2

√
α2 + β2




− cos(αt)
− sin(αt)

0



 ,

insbesondere ‖c′′κ0,β
(t)‖ = α2√

α2+β2
. Das Normalenfeld zu c wird somit durch

nκ0,β(t) =
c′′κ0,β

(t)

‖c′′κ0,β
(t)‖ =




− cos(αt)
− sin(αt)

0





beschrieben. Die Krümmung von cκ0,β an der Stelle t ist gegeben durch α2√
α2+β2

(insbesondere ist konstant), was zusammen mit der Definition von α die Identität

α2

√
α2 + β2

=
κ2

0 + κ0

√
κ2

0 + 4β2

2

√
κ2
0+κ0

√
κ2
0+4β2

2
+ β2

=
κ0(κ0 +

√
κ2

0 + 4β2)√
2κ2

0 + 2κ0

√
κ2

0 + 4β2 + 4β2

=
κ0(κ0 +

√
κ2

0 + 4β2)√
(κ0 +

√
κ2

0 + 4β2)2

= κ0

und das Ergebnis liefert.

3. Das Binormalenfeld zu cκ0,β an der Stelle t ist nach der Vorlesung gegeben durch

bκ0,β(t) = c′κ0,β
(t) × nκ0,β(t)

=
1√

α2 + β2




−α sin(αt)
α cos(αt)

β



×




− cos(αt)
− sin(αt)

0





=
1√

α2 + β2




β sin(αt)
−β cos(αt)

α


 .
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Andererseits gilt, für alle t ∈ R,

n′
κ0,β

(t) = α




sin(αt)
− cos(αt)

0


 ,

woraus für die Windung

〈n′
κ0,β

(t), bκ0,β(t)〉 =
αβ√
α2 + β2

=
β

α
· α2

√
α2 + β2

=
βκ0

α
folgt, was zu beweisen war.

4. Sind β1, β2 > 0 mit β1 6= β2, so gilt auch β1

α1
6= β2

α2
(nachrechnen). Gäbe es eine

euklidische Bewegung A von R3 mit A ◦ cκ0,β1 = cκ0,β2, so hätten die Windung von
cκ0,β1 und von cκ0,β2 denselben Betrag, Widerspruch.

Bemerkung: Somit bekommen wir eine unendliche Familie von nach Bogenlänge para-
metrisierten Raumkurven, die alle dieselbe und konstante Krümmung haben, die aber
nicht ineinander durch Nacheinanderausführung einer euklidischen Bewegung überführt
werden können. Dies zeigt einen deutlichen Unterschied mit ebenen Kurven, die allein
durch ihre Krümmung und bis auf Nacheinanderausführung einer orientierungserhalten-
den euklidischen Bewegung festgelegt sind.

19. Aufgabe
Beweisen Sie die folgenden Formeln für die Berechnung der Windung τ einer nach Bo-
genlänge parametrisierten Kurve c : I −→ R3 mit Krümmung κ > 0:

τ =
〈c′ × c′′, c(3)〉

κ2
(1.8)

τ =
det(c′, c′′, c(3))

‖c′ × c′′‖2
. (1.9)

Lösung:
Zu (1): Das Ableiten der Identität c′′ = κn liefert c(3) = κ′n + κn′, was zusammen mit
den Frenet-Gleichungen

c(3) = κ′n− κ2c′ + κτb

liefert. Da c′ × c′′ = κc′ × n = κb (siehe Vorlesung) gilt dann

〈c′ × c′′, c(3)〉
κ2

=
〈κb, κ′n− κ2c′ + κτb〉

κ2

= τ,

was zu beweisen war.
Zu (2): Nach obiger Rechnung ergibt sich einerseits ‖c′ × c′′‖2 = ‖κb‖2 = κ2, und ande-
rerseits

det(c′, c′′, c(3)) = det(c′, κn, κ′n− κ2c′ + κτb)

= κ2τ det(c′, n, b)

= κ2τ,
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was unmittelbar zum Ergebnis führt.
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Universität Regensburg WS 2008/9
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6. Übungsblatt

20. Aufgabe
Bestimmen Sie die Krümmung und die Windung der Raumkurve c : R → R3 für:

1. c(t) :=




a cosh(t)
a sinh(t)

at


 (a > 0).

2. c(t) :=




et cos(t)
et sin(t)

t


.

Lösung:

1. Die Abbildung c ist offenbar C∞ und es gilt, für alle t ∈ R,

c′(t) = a




sinh(t)
cosh(t)

1


 ,

insbesondere c ist regulär parametrisiert. Ferner gilt

c′′(t) = a




cosh(t)
sinh(t)

0


 ,

so dass die Krümmung von c gegeben ist durch

κ(t)
(Def.)
=

‖c′(t) × c′′(t)‖
‖c′(t)‖3

=
1

2
3
2a3 cosh(t)3

‖a2




− sinh(t)
cosh(t)
−1


 ‖

=
1

2a cosh(t)2

für alle t ∈ R. Wegen

c(3)(t) = a




sinh(t)
cosh(t)

0



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gilt für die Windung von c

τ(t)
(Def.)
=

det(c′(t), c′′(t), c(3)(t))

‖c′(t) × c′′(t)‖2

=
a3

2a4 cosh(t)2
det




sinh(t) cosh(t) sinh(t)
cosh(t) sinh(t) cosh(t)
1 0 0




=
1

2a cosh(t)2

für alle t ∈ R.

2. Die Abbildung c ist offenbar C∞ und es gilt, für alle t ∈ R,

c′(t) =




et(cos(t) − sin(t))
et(sin(t) + cos(t))

1


 ,

insbesondere c ist regulär parametrisiert. Ferner gilt

c′′(t) = 2et




− sin(t)
cos(t)

0


 ,

so dass die Krümmung von c gegeben ist durch

κ(t)
(Def.)
=

‖c′(t) × c′′(t)‖
‖c′(t)‖3

=
2et

(1 + 2e2t)
3
2

‖




− cos(t)
− sin(t)
et



 ‖

=
2et(1 + e2t)

1
2

(1 + 2e2t)
3
2

für alle t ∈ R. Wegen

c(3)(t) = 2et




− sin(t) − cos(t)
cos(t) − sin(t)

0




gilt für die Windung von c

τ(t)
(Def.)
=

det(c′(t), c′′(t), c(3)(t))

‖c′(t) × c′′(t)‖2

=
4e2t

4e2t(1 + e2t)
det




et(cos(t) − sin(t)) − sin(t) − sin(t) − cos(t)
et(sin(t) + cos(t)) cos(t) cos(t) − sin(t)
1 0 0




=
1

1 + e2t

für alle t ∈ R.
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21. Aufgabe
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind und begründen Sie es
kurz:

1. Die Krümmung einer periodischen regulär parametrisierten ebenen Kurve mit ver-
schwindender Umlaufzahl nimmt sowohl positive wie negative Werte an.

2. Eine regulär parametrisierte Raumkurve hat genau dann verschwindende Krümmung,
wenn ihre Spur in einer Geraden enthalten ist.

3. Eine regulär parametrisierte Raumkurve mit positiver Krümmung hat genau dann
verschwindende Windung, wenn ihre Spur in einem Kreis enthalten ist.

4. Haben zwei regulär parametrisierte Raumkurven mit positiver Krümmung dieselbe
Windung, so haben sie auch dieselbe Krümmung.

5. Für gegebene unendlich oft differenzierbare Abbildungen f, g : R −→ R mit f >
0 existiert eine nach Bogenlänge parametrisierte Raumkurve c mit Krümmung f ,
Windung g und c(0) = 0.

Lösung:

1. WAHR: Wegen der Gleichung 2πnc =
∫ T
0
κ(t)dtmuss

∫ T
0
κ(t)dt verschwinden. Da die

Krümmung aber eine stetige Funktion ist, muss sie entweder identisch verschwinden
(dann muss Spur([c]) in einer Geraden enthalten sein, ggf. ist [c] nicht geschlossen,
Widerspruch) oder nicht konstant sein, ggf. kann weder κ ≥ 0 noch κ ≤ 0 gelten, es

sei denn
∫ T
0
κ(t)dt > 0 bzw. < 0. Daraus folgt, dass κ sowohl positive wie negative

Werte annimmt.

2. WAHR: Eine Richtung wurde schon in der Vorlesung bewiesen. Angenommen, c ha-
be verschwindende Krümmung. Ist c nach Bogenlänge parametrisiert, so gilt nach
Definition κ = ‖c′′‖, so dass c′′ = 0. Die Gleichung c′′ = 0 ist aber dazu äquivalent,
dass c(t) = p + tv für ein p ∈ R3 und ein v ∈ R3 mit ‖v‖ = 1. Ist c nicht nach Bo-
genlänge parametrisiert, so parametrisiere es nach Bogenlänge um; die Spur ändert
sich unter Umparametrisierung nicht.

3. FALSCH: Jede als Raumkurve aufgefasste ebene Kurve mit positiver Krümmung
hat verschwindende Windung. Wähle z.B. die Kettenlinie!

4. FALSCH: Alle regulär parametrisierten ebenen Kurven mit positiver Krümmung
haben, als Raumkurven aufgefasst, verschwindende Windung.

5. WAHR: Ist eine nach Bogenlänge parametrisierte Raumkurve c̃ mit Krümmung
f und Windung g (deren Existenz vom Hauptsatz der Theorie der Raumkurven
gewährleistet ist) gegeben, so ist c := −c̃(0)+ c̃ nach Bogenlänge parametrisiert mit
Krümmung f , Windung g und c(0) = 0.

22. Aufgabe
Für eine unendlich oft differenzierbare Abbildung h : R2 −→ R sei f die durch f(x1, x2) :=
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


x1

x2

h(x1, x2)


 definierte Abbildung, f : R2 −→ R3. Sei eine regulär parametrisierte ebene

Kurve γ : I −→ R2 gegeben.

1. Zeigen Sie, dass die Abbildung c := f ◦ γ eine regulär parametrisierte Raumkurve
definiert.

2. Zeigen Sie, dass für die Längen die Ungleichung L[c|[t0,t1]
] ≥ L[γ|[t0,t1]

] gilt für alle
t0 < t1.

3. Geben Sie ein Beispiel von γ und h an, für die die Gleichheit in dieser Ungleichung
erfüllt ist.

Lösung:

1. Nach Definition ist f unendlich oft differenzierbar, insbesondere c = f ◦ γ ist C∞.
Ferner impliziert die Kettenregel folgende Identitäten für alle t ∈ R:

c′(t) = dγ(t)f(γ′(t))

= γ′1(t)
∂f

∂x1
(γ(t)) + γ′2(t)

∂f

∂x2
(γ(t))

= γ′1(t)




1
0

∂h
∂x1

(γ(t))


 + γ′2(t)




1
0

∂h
∂x2

(γ(t))




=




γ′1(t)
γ′2(t)

γ′1(t)
∂h
∂x1

(γ(t)) + γ′2(t)
∂h
∂x2

(γ(t))


 .

Für die Norm von c′ gilt dann

‖c′(t)‖ =

√
γ′1(t)

2 + γ′2(t)
2 + (γ′1(t)

∂h

∂x1
(γ(t)) + γ′2(t)

∂h

∂x2
(γ(t)))2

=

√
‖γ′(t)‖2 + (γ′1(t)

∂h

∂x1

(γ(t)) + γ′2(t)
∂h

∂x2

(γ(t)))2. (1.10)

Wegen γ′(t) 6= 0 für alle t ∈ R gilt dann auch ‖c′(t)‖ > 0, somit ist c regulär
parametrisierte Raumkurve.

2. Aus (1.10) folgt für die Längen zwischen t0 und t1

L[c|[t0,t1]
]

(Def.)
=

∫ t1

t0

‖c′(s)‖ds

=

∫ t1

t0

√√√√√‖γ′(s)‖2 + (γ′1(s)
∂h

∂x1
(γ(s)) + γ′2(s)

∂h

∂x2
(γ(s)))2

︸ ︷︷ ︸
≥0

ds

≥
∫ t1

t0

‖γ′(s)‖ds

= L[γ|[t0,t1]
],

was zu beweisen war.
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3. Ist γ beliebig und h konstant (z.B. γ(t) =

(
t
0

)
und h = 1), so ist die Gleichheit

in der Ungleichung erfüllt, denn das Differential von h verschwindet. Ein nichttri-
viales”Beispiel wäre, für dasselbe γ, die Funktion h(x1, x2) := x2.

Bemerkung: Tatsächlich gilt die Gleichheit genau dann, wenn Spur([γ]) in einer soge-
nannten Niveaulinie der Funktion h enthalten ist (d.h., h ◦ γ ist konstant).

23. Aufgabe
Sei c : I −→ R3 eine nach Bogenlänge parametrisierte Raumkurve, deren Spur in S2 :=
{(x1, x2, x3) ∈ R3 | x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1} liegt. Zeigen Sie, dass für die Krümmung κ von c
die Ungleichung κ ≥ 1 gilt.

Lösung: Da c nach Bogenlänge parametrisiert ist, gilt nach Definition κ = ‖c′′‖ auf I. Da
aber c auf der Sphäre S2 verläuft, gilt ‖c(t)‖2 = 1 für alle t ∈ I, was nach Ableiten die
Gleichung

〈c(t), c′(t)〉 = 0

für alle t ∈ I liefert. Durch wiederholtes Ableiten bekommen wir

‖c′(t)‖2 + 〈c(t), c′′(t)〉 = 0

für alle t ∈ I. Es gilt ‖c′‖ = 1 (Parametrisierung nach Bogenlänge), somit

〈c(t), c′′(t)〉 = −1 (1.11)

für alle t ∈ I. Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt dann

1 = |〈c(t), c′′(t)〉|
≤ ‖c(t)‖ · ‖c′′(t)‖,

und wegen ‖c(t)‖ = 1 gilt dann 1 ≤ ‖c′′(t)‖ für alle t ∈ I, was die Ungleichung beweist.

Bemerkung: Die Gleichheit in dieser Ungleichung gilt genau dann, wenn

Spur([c]) ⊂ S2 ∩E

für eine lineare Ebene E ⊂ R3 (d.h. g.d.w. Spur([c]) ein sogenannter Großkreis in S2

ist). Denn die Gleichheit ist genau dann erfüllt, wenn die Gleichheit in der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung erfüllt ist, d.h. wenn für jedes t ∈ I ein λ(t) ∈ R so existiert,
dass c′′(t) = λ(t)c(t). Aus (1.11) und ‖c‖2 = 1 folgt dann λ(t) = −1 für alle t ∈ I, was zu
c(t) = cos(t)u+ sin(t)v für alle t ∈ I äquivalent ist, wobei {u, v} ein Orthonormalsystem
in R3 ist (NR: integriere die Differentialgleichung c′′ = −c mit den Anfangsbedingungen
c(0) = u ∈ S2 und c′(0) = v mit v ⊥ u und ‖v‖ = 1). Dies ist aber genau eine Standard-
parametrisierung eines ebenen Kreises mit Mittelpunkt 0 in R3.



Kapitel 2

Äußere Geometrie von Flächen im R3

2.1 Definition einer regulären Fläche

Wir werden etliche äquivalente Definitionen von regulären Flächen geben (siehe Definition
2.1, Proposition 2.11 und Proposition 2.19). Im Mittelpunkt der Beweise der Äquivalenz
der verschiedenen Definitionen liegt der folgende Satz aus der Differentialrechnung (siehe
z.B. [2]):

Satz (Umkehrsatz): Sei n ∈ N, n ≥ 1, Ω ⊂ Rn nichtleere offene Teilmenge und

ϕ : Ω −→ Rn eine C∞-Abbildung (d.h., die partielle Ableitung ∂α1+...+αnϕ

∂x
α1
1 ...∂x

αn
n

existiert und

ist stetig auf Ω, für alle α1, . . . , αn ∈ N). Sei x ∈ Ω.
Angenommen, das Differential von ϕ in x

dxϕ : Rn −→ Rn

sei bijektiv. Dann existiert eine offene Umgebung U von x in Ω s.d. ϕ(U) offen ist und
ϕ|U : U −→ ϕ(U) ein C∞-Diffeomorphismus ist (d.h., ϕ|U : U −→ ϕ(U) ist C∞, bijektiv,
und (ϕ|U )−1 : ϕ(U) −→ U ist auch C∞).

Dem Differential von ϕ in x kann seine Matrix in der kanonischen Basis von Rn zuge-
ordnet werden, die die Jacobimatrix von ϕ in x heißt. Sie ist die n × n reelle Matrix(
∂ϕi

∂xj
(x)
)

1≤i,j≤n
.

Wir erinnern auch an den zum Umkehrsatz äquivalenten

Satz über implizite Funktionen: Sei U ⊂ Rm × Rn nichtleere offene Teilmenge, f :
U −→ Rn C∞ Abbildung und (x0, y0) ∈ U gegeben. Angenommen, die lineare Abbildung

∂f

∂y
(x0, y0) : Rn −→ Rn

sei bijektiv. Dann existieren eine offene Umgebung der Form V ×W von (x0, y0) in U
und eine C∞ Abbildung ϕ : V −→W so, dass gilt:

∣∣∣∣
(x, y) ∈ V ×W
f(x, y) = f(x0, y0)

⇐⇒
∣∣∣∣
x ∈ V
y = ϕ(x).

85
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Hiermit bezeichnet ∂f

∂y
(x0, y0) das Differential im Punkt y0 der in einer Umgebung von y0

definierten Abbildung y 7→ f(x0, y).

2.1.1 Durch Parametrisierungen

Definition 2.1 Eine nichtleere Teilmenge S ⊂ R3 heißt reguläre Fläche falls für jedes
x ∈ S

• eine offene Umgebung V von x im R3,

• eine offene Teilmenge U ⊂ R2,

• eine C∞-Abbildung F : U −→ R3

so existieren, dass

i) für alle y ∈ U , die Abbildung dyF : R2 −→ R3 injektiv ist,

ii) F (U) = S ∩ V ,

iii) F : U −→ S ∩ V Homöomorphismus ist (d.h., F : U −→ S ∩ V ist stetig, bijektiv,
und F−1 : S ∩ V −→ U ist auch stetig).

S

b x

R2

U

V

F (U)

F

Bemerkung 2.2 Die Bedingung “dyF : R2 −→ R3 ist injektiv für alle y ∈ U” stellt
sicher, dass die zwei Veränderlichen, die S lokal beschreiben, unabhängig voneinander
sind. Wenn man lediglich “dyF 6= 0 für alle y ∈ U” voraussezten würde, könnte auch z.B.
eine Gerade - als Bild von F (x1, x2) := p+ x1v (mit p, v ∈ R3, v 6= 0) - auch Fläche sein!
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S

b

F (y)

R2

U

b
y e1

e2

dyF (e2)

dyF (e1)

F

Definition 2.3 Das Tripel (U, F, V ) aus Definition 2.1 heißt lokale Parametrisierung von
S um x.

Beispiele 2.4

1. Betrachte eine affine Ebene S := p+E0 (wobei p ∈ R3 und E0 ⊂ R3 2-dimensionaler
Untervektorraum ist). Sei {u, v} eine Basis von E0. Setze U := R2, V := R3 und

F : U −→ V

y =

(
y1

y2

)
7−→ p+ y1u+ y2v.

Dann ist S reguläre Fläche und (R2, F,R3) ist eine Parametrisierung von S um jeden
ihrer Punkte, d.h., (R2, F,R3) ist eine sogenannte globale Parametrisierung von S.
Begründung: R2 ist natürlich offen im R2 (bzw. R3 ist offen in sich); die Abbildung
F ist C∞ (weil F affin-linear ist), es gelten dyF (X) = X1u+X2v für alle y ∈ U und

X =

(
X1

X2

)
∈ R2, insbesondere dyF (X) = 0 ⇐⇒ X = 0, d.h., dyF ist injektiv;

die Abbildung F : U −→ S = S ∩ V ist bijektiv (klar), stetig (da C∞), und ihre
Umkehrabbildung ist gegeben durch

p+ x1u+ x2v 7−→
(
x1

x2

)
∈ U,

was offenbar eine stetige Abbildung S −→ U ist. Daraus folgt, dass S eine reguläre
Fläche ist.

2. Betrachte einen Funktionsgraphen

S := Graph(h)

=
{



x1

x2

h(x1, x2)


 ∈ R3 |

(
x1

x2

)
∈ U

}
,
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wobei h : U −→ R eine feste C∞-Funktion auf einer (nichtleeren) offenen Teilmenge
U ⊂ R2 ist. Setze

F : U −→ V := R3

y =

(
y1

y2

)
7−→




y1

y2

h(y1, y2)


 .

Dann ist S reguläre Fläche und (U, F,R3) ist eine globale Parametrisierung von S.
Begründung: U ist offen im R2; die Abbildung F ist C∞ (alle Komponentenfunktio-

nen

(
y1

y2

)
7→ y1,

(
y1

y2

)
7→ y2 und

(
y1

y2

)
7→ h(y1, y2) von F sind nämlich C∞),

es gilt

dyF (X) = X1
∂F

∂x1
(y) +X2

∂F

∂x2
(y)

= X1(1, 0,
∂h

∂x1
(y)) +X2(0, 1,

∂h

∂x2
(y))

für alle y ∈ U und X ∈ R2, insbesondere dyF (X) = 0 ⇐⇒ X = 0, d.h., dyF ist
injektiv; die Abbildung F : U −→ S = S ∩ V ist stetig (sie ist bereits C∞), bijektiv
da sie eine Umkehrabbildung besitzt, nämlich

(πR2)|F (U)
: F (U) −→ U




x1

x2

h(x1, x2)


 7−→

(
x1

x2

)

und πR2 : R3 → R2,




x1

x2

x3



 7→
(
x1

x2

)
ist stetig, also F : U −→ S ist ein

Homöomorphismus. Daraus folgt, dass S eine reguläre Fläche ist.

3. Betrachte “die Sphäre”

S := S2 := {x ∈ R3, x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1}.

Die Menge S ist die euklidische Sphäre vom Radius 1 um den Ursprung 0 ∈ R3

(beachte, dass x2
1 + x2

2 + x2
3 = 〈x, x〉 = ‖x‖2 für alle x =




x1

x2

x3


 ∈ R3 gilt). Diese

Benennung kann man ein bisschen komisch finden, da es nicht nur eine Sphäre in R3

gibt, sondern unendlich viele! Man könnte ja jede Sphäre - mit beliebigem positivem
Radius und beliebigem Zentrum - betrachten; die Beschreibung wäre aber analog,
deswegen schränkt man sich auf diesen Fall ein und nennt S2 “die” Sphäre.
Im Unterschied zu einer affinen Ebene oder einem Funktionsgraphen gibt es hier
keine globale Parametrisierung von S. Der Grund dafür ist rein topologisch: nach
dem Satz von Heine-Borel (siehe z.B. [5]) ist die Sphäre kompakt, was keine nicht-
leere offene Teilmenge des R2 ist; es kann deswegen kein Homöomorphismus von
U ⊂ R2 auf S existieren. Somit müssen wir auf jeden Fall mit mehreren (lokalen)



2.1. DEFINITION EINER REGULÄREN FLÄCHE 89

Parametrisierungen auskommen.
Die einfachste Beschreibung geht wie folgt. Setze, für i ∈ {1, 2, 3},

V +
i := {x ∈ R3, xi > 0} bzw. V −

i := {x ∈ R3, xi < 0}

und Ui := U := {y ∈ R2, y2
1 + y2

2 < 1}. Die V ±
i sind offene Halbräume in R3 und U

ist die offene euklidische Scheibe von Radius 1 um 0 ∈ R2.

Definiere folgende Abbildungen:

F±
1 : U1 −→ R3

y 7−→




±
√

1 − y2
1 − y2

2

y1

y2




bzw.

F±
2 : U2 −→ R3

y 7−→




y1

±
√

1 − y2
1 − y2

2

y2




und

F±
3 : U3 −→ R3

y 7−→




y1

y2

±
√

1 − y2
1 − y2

2


 .

V +
3 ∩ S2

U3

V −
3 ∩ S2

b y

bF+
3 (y)

Bemerke zuerst, dass die V ±
i ’s die Sphäre wohl überdecken, d.h., jedes x ∈ S ist

in einem V ±
i enthalten (denn ‖x‖ = 1 liefert x 6= 0 und daher entweder x1 6= 0

oder x2 6= 0 oder x3 6= 0). Die F±
i ’s sind nach Definition C∞-Abbildungen. In

Matrixdarstellung bzgl. der kanonischen Basis {e1, e2} von R2 gilt, für alle y ∈ U ,

Mat{e1,e2}(dyF
±
1 ) =

(
∂F

∂x1

(y)
∣∣∣
∂F

∂x2

(y)

)

=




∓ y1√
1−y21−y22

∓ y2√
1−y21−y22

1 0
0 1


 .
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Diese Matrix hat Rang 2 (die Spalten sind linear unabhängig), somit ist dyF
±
1 :

R2 −→ R3 injektiv. Analog gilt es für F±
2 und F±

3 . Es ist nicht schwierig, zu se-
hen, dass F±

i (Ui) = S ∩ V ±
i und dass F±

i : Ui −→ S ∩ V ±
i Homöomorphismus ist.

Die Umkehrabbildung kann jeweils explizit angegeben werden. Z.B. die Abbildung

(π23)|
S∩V

±
1

: S∩V ±
1 −→ U1, wobei π23 : R3 → R2, x 7→

(
x2

x3

)
, ist die Umkehrabbil-

dung von F±
1 und ist offensichtlich stetig, da π23 selber stetig ist. Daraus folgt, dass

die (Ui, F
±
i , V

±
i )’s lokale Parametrisierungen von S sind, und dass S eine reguläre

Fläche ist.

3’. Betrachte wiederum die Sphäre S := S2. Diesmal wollen wir sie mit (nur) zwei
lokalen Parametrisierungen (statt sechs) beschreiben. Setze

VN := {x ∈ R3, x3 < 1} bzw. VS := {x ∈ R3, x3 > −1}.

Definiere die Abbildungen πN : S2\{e3} −→ R2 bzw. πS : S2\{−e3} −→ R2 (hierbei

e3 =




0
0
1


 ∈ R3) durch: für jedes x ∈ S2 \ {e3} bzw. S2 \ {−e3} sei πN(x) bzw.

πS(x) der Schnittpunkt zwischen der Geraden e3 + R(x− e3) bzw. −e3 + R(x+ e3)
und der Ebene R2 ∼= R2 × {0} ⊂ R3.

R2

S2

b

b e3
x

b

πN (x)

Die Abbildungen πN und πS können explizit ausgedrückt werden. Z.B. für πN muss
man ein λ ∈ R so finden, dass e3 +λ(x−e3) ∈ R2×{0} liegt, d.h., so dass die dritte
Koordinate davon verschwindet. Dies führt zu 1 + λ(x3 − 1) = 0, d.h., λ = 1

1−x3

(dies ist wohldefiniert wegen x 6= e3, insbesondere x3 < 1). Somit gilt

πN(x) = e3 +
1

1 − x3
(x− e3)

=
1

1 − x3

(x1, x2).

Analog gilt πS(x) = 1
1+x3

(x1, x2) für jedes x ∈ S2\{−e3}. Setze jetzt UN := US := R2

und FN := π−1
N : UN −→ S2 ⊂ R3 bzw. FS := π−1

S : US −→ S2 ⊂ R3. Es gilt

FN (y) =
1

1 + ‖y‖2




2y1

2y2

‖y‖2 − 1


 bzw. FS(x) =

1

1 + ‖y‖2




2y1

2y2

1 − ‖y‖2



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für alle y ∈ R2 (Übungsaufgabe!). Wir weisen nach, dass (UN , FN , VN) und (US, FS, VS)
lokale Parametrisierungen von S2 sind.
Die Abbildungen FN : UN −→ S2 \ {e3} = S2 ∩ VN und FS : US −→ S2 \ {−e3} =
S2∩VS sind Homöomorphismen, weil πN und πS offenbar stetig sind. Für jede y ∈ R2

und X ∈ R2 gilt

dyFN (X) =
2

(1 + ‖y‖2)2




(1 + ‖y‖2)X1 − 2〈y,X〉y1

(1 + ‖y‖2)X2 − 2〈y,X〉y2

2〈y,X〉


 , (2.1)

und somit

dyFN(X) = 0 ⇐⇒ 〈y,X〉 = 0 und (1 + ‖y‖2)X − 2〈y,X〉y = 0

⇐⇒ 〈y,X〉 = 0 und (1 + ‖y‖2)︸ ︷︷ ︸
>0

X = 0

⇐⇒ X = 0,

d.h., dyFN ist injektiv. Analog ist dyFS injektiv. Daraus folgt, dass (UN , FN , VN)
und (US, FS, VS) lokale Parametrisierungen von S2 sind. Da jeder Punkt von S2

entweder in VN oder in VS enthalten ist, können wir daraus folgern, dass S2 eine
reguläre Fläche ist.

Definition 2.5 Die Abbildung πN : S2 \ {e3} −→ R2 bzw. πS : S2 \ {−e3} −→ R2 heißt
stereographische Projektion vom Nordpol bzw. Südpol.

2.1.2 Durch lokale Karten

In diesem Abschnitt wird bewiesen werden, dass eine reguläre Fläche anders beschrieben
werden kann, und zwar durch lokale Karten (siehe Definition 2.12). Dafür brauchen wir
allgemeinen Stoff.

Definition 2.6 Seien m,n ∈ N, m,n ≥ 1, und Ω eine nichtleere offene Teilmenge von
Rm. Eine Abbildung ι : Ω −→ Rn heißt genau dann Immersion, wenn sie C∞ ist und
wenn dxι : Rm −→ Rn injektiv ist für alle x ∈ Ω.

Bemerkung 2.7 Insbesondere muss m ≤ n dafür gelten, dass eine Immersion Ω −→ Rn

existiert.

Beispiele 2.8

1. Sei n ≥ m. Sieht man Rm als Teilmenge von Rn durch Rm ∼= Rm × {0}Rn−m , so ist
die Inklusionsabbildung Ω ⊂ Rn eine Immersion, für alle Ω ⊂ Rm offen.

2. Jede lokale Parametrisierung F : U −→ V ⊂ R3 einer Fläche ist eine Immersion
U −→ R3 (eine lokale Parametrisierung ist eine Immersion, die ein Homöomorphi-
smus auf ihr Bild ist).
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3. Jede regulär parametrisierte Kurve c : I −→ Rn (wobei I ⊂ R offenes Intervall ist)
ist eine Immersion, denn es gilt für alle t ∈ I und X ∈ R:

dtc(X) = Xc′(t),

und wegen c′(t) 6= 0 muss dann dtc : R −→ Rn injektiv sein.

Bemerkung 2.9 Beachte, dass eine Immersion nicht injektiv sein muss! Z.B. c : R → R2,
t 7→ (cos(t), sin(t)), ist wohl eine Immersion, ist aber nicht injektiv.

Immersionen sind zwar nicht notwendigerweise injektiv, immer aber lokale Homöomor-
phismen auf ihr Bild:

Satz 2.10 (Satz über Immersionen) Sei Ω ⊂ Rm eine (nichtleere) offene Teilmenge
und ι : Ω −→ Rn eine C∞ Abbildung. Sei x0 ∈ Ω. Angenommen, die Abbildung dx0ι :
Rm −→ Rn sei injektiv. Dann existieren

• eine offene Umgebung U von x0 in Ω und eine offene Umgebung U ′ von 0 in Rn−m,

• eine offene Umgebung V von ι(x0) in Rn,

• ein C∞-Diffeomorphismus ϕ : V −→ U × U ′

s.d. ι(U) ⊂ V und
ϕ ◦ ι(x) = (x, 0) ∈ Rn

für alle x ∈ U gelten. Insbesondere ist ι|U : U −→ Rn eine Immersion.

Rm

U
b

x0

V

ι(U)

ι

ϕ

ϕ ◦ ι(U)

U

U ′

Für Anhänger von Diagrammen: Satz 2.10 impliziert, dass das Diagramm

V

ϕ

��
U

ι

;;
w

w
w

w
w

w
w

w
w

w

Inkl.
// U × U ′
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kommutiert (hierbei bezeichnet Inkl. die Abbildung x 7→ (x, 0)).

Beweis des Satzes über Immersionen: Da dx0ι : Rm −→ Rn injektive lineare Abbildung
ist, bildet {dx0ι(e1), . . . , dx0ι(em)} ein System linear unabhängiger Vektoren in Rn (hierbei
wird mit {e1, . . . , em} die kanonische Basis von Rm bezeichnet). Ergänze dies zu einer Basis

{dx0ι(e1), . . . , dx0ι(em), vm+1, . . . , vn}

von Rn und betrachte die Abbildung

ψ : Ω × Rn−m −→ Rn

(x, α) 7−→ i(x) +

n∑

j=m+1

αjvj (mit α = (αm+1, . . . , αn) ∈ Rn−m).

Die Abbildung ψ ist nach Definition C∞, und für jedes X ∈ Rm und β ∈ Rn−m gilt

d(x0,0)ψ(X, β) = dxι(X) +

m∑

j=1

βjvj,

insbesondere d(x0,0)ψ(X, β) = 0 ⇐⇒ (X, β) = 0 (nach Wahl der vj ’s), d.h., d(x0,0)ψ :
Rm×Rn−m ∼= Rn −→ Rn ist injektiv, und somit ein Isomorphismus. Aus dem Umkehrsatz
folgt die Existenz einer offenen Umgebung von (x0, 0) - o.B.d.A. der Form U ×U ′, wobei
U offene Umgebung von x0 in Ω ist und U ′ offene Umgebung von 0 in Rn−m ist - s.d.
ψ(U ×U ′) ⊂ Rn offen ist und ψ|U×U′ : U ×U ′ −→ ψ(U ×U ′) ein (C∞-)Diffeomorphismus

ist. Setze ϕ := (ψ|U×U′ )
−1 und V := ψ(U ×U ′). Dann ist V offene Umgebung von ι(x0) =

ι(x0) + 0, ι(U) = ψ(U ×{0}) ⊂ V , ϕ : V −→ U ×U ′ ist ein Diffeomorphismus auf U ×U ′

(offene Teilmenge von Rn) und es gilt

ϕ ◦ ι(x) = (ψ|U×U′ )
−1(ι(x) + 0)

= (x, 0Rn−m),

was zu beweisen war. �

Interpretation: Bis auf Dahinterschaltung von Diffeomorphismen gleicht eine Immersion
lokal (aber i.A. nur lokal) immer einer Inklusion (wie im Beispiel 2.8.1).

Proposition 2.11 Sei S ⊂ R3 nichtleere Teilmenge. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

i) S ist reguläre Fläche.

ii) Für jedes x ∈ S existiert eine offene Umgebung V von x in R3 und ein (C∞-)Dif-
feomorphismus ϕ : V −→ ϕ(V ) auf eine offene Teilmenge ϕ(V ) ⊂ R3 mit

ϕ(V ∩ S) = ϕ(V ) ∩ (R2 × {0}).

Beweis:
“i) =⇒ ii)”: Angenommen, S sei reguläre Fläche. Sei x ∈ S. Dann existiert eine offene
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Teilmenge U ′ ⊂ R2, eine offene Umgebung V ′ von x in R3 und eine Immersion F :
U ′ −→ R3 s.d. F (U ′) = V ′ ∩ S und F : U ′ −→ F (U ′) ein Homöomorphismus ist. Setze
x0 := F−1(x). Aus Satz 2.10 (angewendet auf F : U ′ −→ R3) folgt die Existenz einer
offenen Umgebung U bzw. U ′

0 von x0 in U ′ bzw. von 0 in R, einer offenen Umgebung V0

von F (x0) = x in R3, und eines Diffeomorphismus ϕ : V0 −→ U ×U ′
0 s.d. F (U) ⊂ V0 und

ϕ◦F (y) = (y, 0) für alle y ∈ U . Beachte jetzt, dass F (U) = V0∩S nicht notwendigerweise
gilt. Diese Schwierigkeit kann man allerdings durch das Verkleinern von V0 beheben: sei
V ⊂ V0 ∩ V ′ offen s.d.

V ∩ S = F (U)

(da F|U′ : U ′ −→ F (U ′) Homöomorphismus ist, ist F (U) offen in S). Dann ist ϕ(V ) eine
offene Umgebung von U × {0} in U ×U ′ (wegen ϕ(V ) ∋ ϕ ◦F (y) = (y, 0) für alle y ∈ U)
und ϕ : V −→ ϕ(V ) ist ein (C∞-) Diffeomorphismus. Es gilt auch

ϕ(V ) ∩ (R2 × {0}) ⊂ (U × U ′) ∩ (R2 × {0}) = U × {0} ⊂ ϕ(V ) ∩ (R2 × {0}),

und somit U × {0} = ϕ(V ) ∩ (R2 × {0}). Daraus folgt

ϕ(V ∩ S) = ϕ(F (U))

= U × {0}
= ϕ(V ) ∩ (R2 × {0}),

was zu beweisen war.
“ii) =⇒ i)”: Sei x ∈ S und (V, ϕ) wie in den Voraussetzungen. Setze

U := ϕ(V ) ∩ (R2 × {0}) ⊂ R2 und F (y) := ϕ−1(y, 0)

für alle y ∈ U . Dann ist F : U −→ V eine C∞-Abbildung, dyF (Y ) = d(y,0)ϕ
−1(Y, 0) für alle

y ∈ U und Y ∈ R2 (insbesondere ist dyF injektiv), F (U) = ϕ−1(ϕ(V )∩(R2×{0})) = V ∩S
(nach Voraussetzungen an ϕ) und F : U −→ V ∩ S ist Homöomorphismus (da ϕ
Homöomorphismus ist). Daraus folgt, dass (U, F, V ) eine lokale Parametrisierung von
S ist. Dies gilt für alle x ∈ S, somit ist S eine reguläre Fläche. �

Definition 2.12 Sei S eine reguläre Fläche in R3. Sei (V, ϕ) gegeben durch

• V ⊂ R3 ist offen mit V ∩ S 6= ∅,

• ϕ : V −→ ϕ(V ) ist (C∞-)Diffeomorphismus auf eine offene Teilmenge ϕ(V ) ⊂ R3,

• ϕ(V ∩ S) = ϕ(V ) ∩ (R2 × {0}).

Dann heißt das Paar (V, ϕ) lokale Karte von S.
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S

R2

ϕ(V )

ϕ(V ) ∩ (R2 × {0})

V

V ∩ S

ϕ

Die Benennung kommt offensichtlich aus der Erdkunde her, in welcher die Oberfläche der
Erde durch Karten beschrieben wird.

Bemerkungen 2.13

1. Und in unserem Fall ist es auch so gemeint! Aus Proposition 2.11 folgt, dass jede
reguläre Fläche durch eine Menge lokaler Karten beschrieben werden kann.

2. Aus Proposition 2.11 folgt auch, dass jede nichtleere offene Teilmenge einer re-
gulären Fläche noch eine reguläre Fläche ist. Ist nämlich S ′ eine offene Teilmenge
einer regulären Fläche S, so existiert eine offene Teilmenge Ω von R3 mit S ′ = Ω∩S.
Ist nun (V, ϕ) eine lokale Karte von S mit V ∩ S ′ 6= ∅, so ist (V ∩ Ω, ϕ|V ∩Ω

) lokale
Karte von S ′ (beachte dabei, dass V ∩ Ω wohl offen in R3 ist).
Ist umgekehrt eine Teilmenge S ′ einer regulären Fläche S selbst reguläre Fläche, so
ist sie offen in S, denn: Ist S ′ reguläre Fläche, so gibt es um jeden Punkt x ∈ S ′

eine lokale Karte (V ′, ϕ′) von S ′; da S reguläre Fläche ist, existiert eine lokale Karte
(V, ϕ) von S um x. Die Abbildung ϕ ◦ ϕ′−1 : ϕ′(V ∩ V ′ ∩ S ′) −→ ϕ(V ∩ V ′ ∩ S ′) ist
C∞ und ihre Differentialabbildung ist in jedem Punkt ein Automorphismus von R2.
Mit dem Umkehrsatz folgt, dass ϕ(V ∩V ′∩S ′) offen im R2 ist, somit ist V ∩V ′∩S ′

offen in S. Da V ∩ V ′ ∩ S ′ eine Umgebung von x in S ′ ist, folgt insgesamt, dass S ′

offen in S ist.

3. Sind (V, ϕ) und (W,ψ) lokale Karten von S mit V ∩W ∩ S 6= ∅, so ist

ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(V ∩W ∩ S) −→ ψ(V ∩W ∩ S)

ein Diffeomorphismus (da ϕ und ψ Diffeomorphismen sind). Dies führt zum Begriff
von abstrakter Mannigfaltigkeit , siehe Vorlesung Differentialgeometrie 1.

2.1.3 Durch Submersionen

Jetzt wollen wir einen noch anderen Ansatz angeben, der es erlaubt, Niveaumengen einer
reellwertigen Funktion auf R3 behandeln zu können.
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Definition 2.14 Sei Ω ⊂ Rm offen und nichtleer. Eine Abbildung π : Ω −→ Rn heißt
Submersion falls sie C∞ ist und dxπ : Rm −→ Rn surjektiv ist für alle x ∈ Ω.

Bemerkung 2.15 Damit eine Submersion Ω −→ Rn existiert muss insbesondere m ≥ n
gelten, .

Beispiele 2.16

1. Sei m ≥ n und π die lineare Projektion auf die n-letzten Koordinaten, d.h., π(x) :=
(xm−n+1, . . . , xm) für alle x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm. Wegen dxπ = π für alle x ∈ Rm,
und weil π : Rm −→ Rn surjektiv ist, ist π|Ω : Ω −→ Rn eine Submersion.

2. Eine reelle C∞-Funktion f : Ω −→ R ist genau dann eine Submersion, wenn dxf 6= 0
für alle x ∈ Ω. Denn: eine Linearform auf Rm entweder verschwindet identisch oder
ist surjektiv.

Bemerkung 2.17 Eine Submersion muss nicht surjektiv sein. Z.B. arctan : R −→ R ist
eine Submersion (wegen arctan′(x) = 1

1+x2 6= 0 für alle x ∈ R), ist aber offenbar nicht
surjektiv.

Wie im Fall Immersionen, gleicht - bis auf “Parametertransformation” durch Diffeomor-
phismen - eine Submersion lokal immer einer linearen Projektion wie im Beispiel 2.16.1:

Satz 2.18 (Satz über Submersionen) Sei Ω ⊂ Rm eine nichtleere offene Teilmenge
und π : Ω −→ Rn eine C∞ Abbildung. Sei x ∈ Ω. Angenommen, die Abbildung dxπ :
Rm −→ Rn sei surjektiv. Dann existiert

• eine offene Umgebung V von x in Ω,

• ein Diffeomorphismus ϕ : V −→ ϕ(V ) auf eine offene Teilmenge ϕ(V ) von Rm,

s.d.
π ◦ ϕ−1(y) = (ym−n+1, . . . , ym)

für alle y ∈ ϕ(V ) gilt. Insbesondere ist π|V : V −→ Rn eine Submersion.

Rn
b

π(x)

V

π

ϕ
ϕ(V )
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Für Anhänger von Diagrammen: Satz 2.18 impliziert, dass das Diagramm

Rn

V

π

<<
z

z
z

z
z

z
z

z
z

ϕ
// ϕ(V )

πm
n

OO

kommutiert, wobei πmn die (lineare) Projektion auf die n-letzten Koordinaten bezeichnet.

Beweis des Satzes über Submersionen: Schreibe π = (π1, . . . , πn), wobei πi : Ω −→ R die
i-te Koordinatenfunktion von π ist.
Behauptung: Die Linearformen dxπ1, . . . , dxπn sind linear unabhängig.
Beweis der Behauptung: Wegen dxπ = (dxπ1, . . . , dxπn) gilt

Ker(dxπ) = ∩ni=1Ker(dxπi)

= {dxπ1, . . . , dxπn}o
= Span(dxπ1, . . . , dxπn)

o.

Hierbei wird mit F o der Polarraum (oder Annulator) zu einer Teilmenge F von (Rm)∗

bezeichnet. Zur Erinnerung wird F o definiert durch

F o := {x ∈ Rm s.d. f(x) = 0 ∀f ∈ F} ⊂ Rm.

Aus der Linearalgebra wissen wir aber, dass falls F Untervektorraum von (Rm)∗ ist, gilt
dim(F ) + dim(F o) = m. In unserem Fall bedeutet dies

dim(Span(dxπ1, . . . , dxπn)) = m− dim(Span(dxπ1, . . . , dxπn)
o)

= m− dim(Ker(dxπ))

= dim(Im(dxπ))

= n

(denn dxπ : Rm −→ Rn ist surjektiv), d.h., dxπ1, . . . , dxπn spannen einen n-dimensionalen
Untervektorraum von (Rm)∗ auf, somit sind sie linear unabhängig.

√

Ergänze nun {dxπ1, . . . , dxπn} zu einer Basis

{dxπ1, . . . , dxπn, ln+1, . . . , lm}

von (Rm)∗ (für jedes i ∈ {n+ 1, . . . , m} ist li ∈ (Rm)∗) und setze

φ : Ω −→ Rm ∼= Rm−n × Rn

y 7−→ (ln+1(y), . . . , lm(y), π(y)).

Die Abbildung φ ist C∞ auf Ω und die Abbildung

dxφ = (ln+1, . . . , lm, dxπ) = (ln+1, . . . , lm, dxπ1, . . . , dxπn)

ist - nach Wahl der li’s - ein Isomorphismus. Aus dem Umkehrsatz folgt die Existenz
einer offenen Umgebung V von x in Ω s.d. φ|V : V −→ φ(V ) Diffeomorphismus auf eine
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offene Teilmenge φ(V ) von Rm ist. Setze ϕ := φ|V ; dann ist ϕ : V −→ φ(V ) = ϕ(V ) ein
Diffeomorphismus s.d., für alle z ∈ ϕ(V ), gilt

π ◦ ϕ−1(z) = π ◦ (φ|V )−1(φ(y)) wobei z = φ(y) = (ln+1(y), . . . , lm(y), π(y)︸︷︷︸
n letzte Koord.

)

= π(y)

= πmn (z),

was zu beweisen war. �

Satz 2.18 erlaubt es, reguläre Flächen lokal als Nullstellenmenge einer Submersion be-
schreiben zu können:

Proposition 2.19 Sei S ⊂ R3 eine nichtleere Teilmenge. Dann sind folgende Aussagen
äquivalent:

i) S ist reguläre Fläche.

ii) Für alle x ∈ S existiert eine offene Umgebung V von x in R3 und eine Submersion
π : V −→ R s.d.

V ∩ S = π−1({0}).

S

R

V

V ∩ S

π
b0b x

Beweis:
“i) =⇒ ii)”: Sei (V, ϕ) bzgl. x wie in Proposition 2.11, d.h., V ist offene Umgebung von x
in R3 und ϕ : V −→ ϕ(V ) ist Diffeomorphismus auf eine offene Teilmenge ϕ(V ) von R3

mit ϕ(V ∩ S) = ϕ(V ) ∩ (R2 × {0}). Setze

π := ϕ3 : V −→ R

(ϕ3 ist die dritte Koordinatenfunktion von ϕ). Die Funktion π ist C∞ und da ϕ ein
Diffeomorphismus ist, darf y 7→ dyϕ3 nirgends verschwinden auf V (es sei denn dyϕ wäre
in mindestens einem y nicht invertierbar), d.h., π ist eine Submersion. Ferner gilt

V ∩ S = ϕ−1
(
ϕ(V ) ∩ (R2 × {0})

)

= {y ∈ V s.d. ϕ3(y) = 0}
= π−1({0}),
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somit wird die Behauptung bewiesen.
“ii) =⇒ i)”: Sei x ∈ S und (V, π) wie in den Voraussetzungen. Aus Satz 2.18 (angewendet
auf π : V −→ R) folgt die Existenz einer offenen Umgebung V ′ von x in V und eines
Diffeomorphismus ϕ : V ′ −→ ϕ(V ′) auf eine offene Teilmenge ϕ(V ′) von R3 s.d.

π ◦ ϕ−1(y) = y3

für alle y = (y1, y2, y3) ∈ ϕ(V ′) gilt. Es gilt dann

ϕ(V ′ ∩ S) = ϕ(V ′ ∩ V ∩ S)

= ϕ(π−1({0}) ∩ V ′)

= ϕ((π|V ′ )
−1({0}))

= (π ◦ ϕ−1)−1({0})
= {(y1, y2, 0) ∈ ϕ(V ′)}
= ϕ(V ′) ∩ (R2 × {0}).

Daraus folgt, dass (V ′, ϕ) die Voraussetzungen von Proposition 2.11 ii) erfüllt; somit ist
S eine reguläre Fläche. �

Definition 2.20 Sei π : Ω −→ Rn eine Abbildung, wobei Ω ⊂ Rm. Für c ∈ π(Ω) heißt
die Teilmenge

π−1({c}) =
{
x ∈ Ω | π(x) = c

}

von Ω Niveaumenge der Abbildung π.

Definition 2.21 Sei π : Ω −→ Rn eine C∞ Abbildung, wobei Ω ⊂ Rm offen und nichtleer
ist.

1. Ein Punkt x ∈ Ω heißt regulärer Punkt von π g.d.w. dxπ : Rm −→ Rn maximalen
Rang hat (d.h., dxπ ist injektiv oder surjektiv).

2. Ein Punkt x ∈ Ω heißt singulärer (oder auch kritischer) Punkt von π g.d.w. x kein
regulärer Punkt von π ist.

3. Ein c ∈ π(Ω) heißt regulärer Wert von π g.d.w. π−1({c}) nur reguläre Punkte von
π enthält.

4. Ein c ∈ π(Ω) heißt singulärer (oder auch kritischer) Wert von π g.d.w. c kein
regulärer Wert von π ist.

Als wichtiges Werkzeug zur Herstellung regulärer Flächen gilt folgendes

Korollar 2.22 Sei Ω ⊂ R3 eine nichtleere offene Teilmenge und π : Ω −→ R eine C∞

Abbildung. Dann ist für jeden regulären Wert c von π die Niveaumenge π−1({c}) eine
reguläre Fläche im R3, die Niveaufläche von π heißt.
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Beweis: Setze S := π−1({c}) und π′ := π−c : Ω −→ R. Sei x ∈ S. Nach Voraussetzung ist
dxπ

′ = dxπ : R3 −→ R surjektiv. Aus Satz 2.18 folgt die Existenz einer offenen Umgebung
V von x in Ω (die insbesondere auch offen in R3 ist) s.d. π′

|V : V ∩S → R eine Submersion
ist. Nach Definition von S und π′ gilt V ∩ S = (π′

|V )−1({0}). Da dies für alle Punkte von
S gilt, folgt aus Proposition 2.19, dass S eine reguläre Fläche ist. �

Bemerkung 2.23 Folgende Behauptung ist falsch:

“c ist kein regulärer Wert von π =⇒ π−1({c}) ist keine reguläre Fläche im R3.′′

Betrachte z.B. π(x) := x2
1 auf R3. Die Funktion π ist C∞, aber 0 ∈ R ist kein re-

gulärer Wert von π (denn dxπ(X) = 2x1X1 für alle x,X ∈ R3). Nichtsdestotrotz ist
π−1({0}) = {x ∈ R3, x1 = 0} eine affine Ebene, insbesondere eine reguläre Fläche. Falls c
also singulärer Wert von π ist, muss man trotzdem überprüfen, ob π−1({c}) eine reguläre
Fläche ist oder nicht.

Beispiele 2.24

1. Sei S eine affine Ebene. Dann kann S durch eine Gleichung der Form

S = {x = (x1, x2, x3) ∈ R3 s.d. ax1 + bx2 + cx3 + d = 0}
beschrieben werden, wobei a, b, c, d ∈ R mit (a, b, c) 6= (0, 0, 0). Definiere die Abbil-
dung π : R3 → R, π(x) := ax1 + bx2 + cx3 + d. Es gilt S = π−1({0}). Andererseits
ist π eine Submersion: für alle x,X ∈ R3 gilt dxπ(X) = aX1 + bX2 + cX3, und
R3 → R, X 7→ aX1 + bX2 + cX3 ist surjektiv g.d.w. (a, b, c) 6= (0, 0, 0). Insbesondere
sind alle Werte von π reguläre Werte von π, d.h., alle reellen Zahlen sind reguläre
Werte von π (denn π : R3 −→ R ist selber surjektiv). Aus Korollar 2.22 folgt, dass
S eine reguläre Fläche ist.

2. Sei S die Sphäre. Setze Ω := R3 und π : Ω → R, π(x) := x2
1 + x2

2 + x2
3 = 〈x, x〉. Es

gilt S2 = π−1({1}). Wegen dxπ(X) = 2〈x,X〉 für alle x ∈ Ω und X ∈ R3 gilt, dass
dxπ genau dann surjektiv ist, wenn x 6= 0 gilt. Der einzige singuläre Punkt von π
ist somit 0 ∈ R3 und der einzige singuläre Wert von π ist 0 ∈ R. Aus Korollar 2.22
folgt, dass S eine reguläre Fläche ist.

3. Sei Ω := {x ∈ R3 s.d. x1 > 0} und

π : Ω −→ R

x 7−→ −x2
1 + x2

2 + x2
3.

Die Funktion π ist C∞ auf Ω, und es gilt dxπ(X) = 2(−x1X1 + x2X2 + x3X3) für
alle x ∈ Ω und X ∈ R3, insbesondere ist dxπ surjektiv, d.h., π ist eine Submersion.
Bemerke, dass π(Ω) = R (wegen des Minusvorzeichens in der Definition von π). Aus
Korollar 2.22 folgt dann, dass π−1({−1}) eine reguläre Fläche ist.

Definition 2.25 Die reguläre Fläche

H2 := {x ∈ R3 s.d. x1 > 0 und − x2
1 + x2

2 + x2
3 = −1}

heißt hyperbolische Ebene.



2.1. DEFINITION EINER REGULÄREN FLÄCHE 101

H2

Jetzt wollen wir drei Beispiele von Teilmengen von R3 beschreiben, die keine regulären
Flächen sind.

Beispiele 2.26

1. Sei
C := {x ∈ R3 | − x2

1 + x2
2 + x2

3 = 0}
der sogenannte Doppelkegel in R3.

C

Bemerke zuerst, dass C \ {0} = (π|
R3\{0}

)−1({0}) mit π : R3 → R, π(x) := −x2
1 +

x2
2 +x2

3; da π|
R3\{0}

eine Submersion R3 \{0} → R ist (analog wie im Beispiel 2.24.3),

folgt aus Korollar 2.22, dass C \ {0} eine reguläre Fläche ist. Es gilt aber d0π = 0,
somit ist π : R3 → R keine Submersion. Wir dürfen Korollar 2.22 auf C also nicht
anwenden. Und tatsächlich gibt es ein Problem im Punkt 0 ∈ C, denn C ist keine
reguläre Fläche.
Begründung: Angenommen, C wäre reguläre Fläche. Dann würden insbesondere eine
offene Umgebung V von 0 im R3, eine nichtleere offene Teilmenge U von R2 und eine
lokale Parametrisierung F : U −→ V von C um 0 existieren. Sei x0 := F−1(0) ∈ U
und x, x̃ Punkte aus V ∩ C mit x1 > 0 und x̃1 < 0. Setze y := F−1(x) und ỹ :=
F−1(x̃). Bemerke, dass wegen F : U −→ F (U) bijektiv y 6= x0 und ỹ 6= x0 gelten. Da
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U \{x0} zusammenhängend ist, können y und ỹ durch eine stetige Kurve in U \{x0}
verbunden werden, d.h., es existiert eine stetige Abbildung c : [0, 1] → U \ {x0} mit
c(0) = y und c(1) = ỹ. Setze c := F ◦ c : [0, 1] → V . Dann ist c eine stetige Kurve,
die x mit x̃ verbindet, und die in F (U \{x0}) = F (U)\{0} = (V ∩C)\{0} verläuft.
Betrachte nun die Funktion f : [0, 1] → R, f(t) := c1(t) (die Abbildung f ist die
erste Koordinatenfunktion von c). Die Funktion f ist stetig auf dem Intervall [0, 1]
und es gilt: f(0) = x1 > 0 und f(1) = x̃1 < 0. Daraus folgt die Existenz eines
t0 ∈]0, 1[ mit f(t0) = 0. Wegen aber c(t0) ∈ C muss dann

− c1(t0)
2

︸ ︷︷ ︸
0

+c2(t0)
2 + c3(t0)

2 = 0

gelten, und somit gelten auch c2(t0) = c3(t0) = 0, d.h. c(t0) = 0, Widerspruch zu
c([0, 1]) ⊂ C \ {0}. Daraus folgt, dass C keine reguläre Fläche ist.

2. Sei C+ := {x ∈ R3 | − x2
1 + x2

2 + x2
3 = 0 und x1 ≥ 0} der abgeschlossene obere Teil

des Doppelkegels C. Analog wie oben zeigt man, dass C+ \ {0} reguläre Fläche ist.
Behauptung: C+ ist keine reguläre Fläche.
Beweis der Behauptung: Angenommen, C+ wäre reguläre Fläche, so gäbe es eine
lokale Karte (V, ϕ) um den Punkt x := 0 ∈ C+. Sei x0 := ϕ(x) ∈ ϕ(V ) und betrachte
eine beliebige regulär parametrisierte Kurve γ :] − 1, 1[−→ ϕ(V ) ∩ (R2 × {0}) mit
γ(0) = x0 (eine solche Kurve existiert, wähle z.B. ein Geradensegment durch x0 und
parametrisiere es eventuell um). Setze c := ϕ−1◦ γ :]−1, 1[−→ V ∩C+. Dann müsste
c = (c1, c2, c3) regulär parametrisiert sein mit c(0) = 0. Wegen c1(0) = min

t∈]−1,1[
(c1(t))

müsste aber c′1(0) = 0 gelten. Andererseits liefert die Bedingung c(t) ∈ C+ für alle
t nach zweimaligem Ableiten

−c′1(0)2 + c′2(0)2 + c′3(0)2 = 0,

was c′1(0) = c′2(0) = c′3(0) = 0 implizieren würde, Widerspruch zur Regularität von
c.
Hat allgemeiner eine Fläche eine “Spitze” oder eine “Kante” (z.B. alle Polyederflä-
chen), so ist sie keine reguläre Fläche.

3. Ein anderes Beispiel von Teilmenge von R3, die keine reguläre Fläche ist, ist S :=
F (R2) wobei

F (y) :=




sin(2y1)
sin(y1)
y2





für alle y ∈ R2. Wäre S eine reguläre Fläche, so gäbe es insbesondere eine lo-
kale Karte (V, ϕ) um den Punkt 0 ∈ S. Das Bild von (V ∩ S) \ R · e3 unter ϕ
hätte dann zwei Zusammenhangskomponenten, (V ∩ S) \ R · e3 hätte hingegen
vier Zusammenhangskomponenten, was die Tatsache widersprechen würde, dass
ϕ : (V ∩S) \R · e3 −→ ϕ((V ∩S) \R · e3) Homöomorphismus ist. Daraus folgt, dass
S keine reguläre Fläche ist.

Damit die Bezeichnungen nicht zu kompliziert werden, bezeichnen wir von hier aus eine
lokale Parametrisierung einer regulären Fläche stets mit (U, F ) (statt (U, F, V )).



2.2. DIFFERENZIERBARE ABBILDUNGEN 103

2.2 Differenzierbare Abbildungen

Von hier aus trage jede reguläre Fläche die vom R3 induzierte Topologie.

Definition 2.27 Sei S ⊂ R3 eine reguläre Fläche und f : S −→ Rn eine Abbildung
(wobei n ∈ N, n ≥ 1). Sei x ∈ S.

i) Die Abbildung f heißt differenzierbar in x g.d.w. eine lokale Parametrisierung (U, F )
von S um x so existiert, dass

f ◦ F : U −→ Rn

differenzierbar in x0 := F−1(x) ist (im üblichen Sinne).

ii) Sei k ∈ N∪{∞}. Die Abbildung f heißt Ck um x g.d.w. eine lokale Parametrisierung
(U, F ) von S um x so existiert, dass f ◦ F : U −→ Rn Ck um x0 := F−1(x) ist (im
üblichen Sinne).

S

Rn

F (U) b x

R2

U

F

f

Proposition 2.28 Sei S ⊂ R3 eine reguläre Fläche und f : S −→ Rn eine Abbildung.
Sei x ∈ S. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

i) f ist differenzierbar in x.

ii) Für jede lokale Parametrisierung (U, F ) von S um x ist die Abbildung f ◦ F : U →
Rn differenzierbar in x0 := F−1(x).

iii) Eine lokale Karte (V, ϕ) von S um x existiert, so dass f ◦(ϕ|V ∩S
)−1 : ϕ(V ∩S) → Rn

differenzierbar in ϕ(x) ist (im üblichen Sinne).



104 KAPITEL 2. ÄUSSERE GEOMETRIE VON FLÄCHEN IM R3

iv) Für jede lokale Karte (V, ϕ) von S um x ist die Abbildung f ◦(ϕ|V ∩S
)−1 : ϕ(V ∩S) →

Rn differenzierbar an der Stelle ϕ(x) (im üblichen Sinne).

Beweis:
“i) =⇒ iii)”: Da f differenzierbar in x ist, existiert eine lokale Parametrisierung (U, F )
von S um x s.d. f ◦ F : U −→ Rn differenzierbar in x0 := F−1(x) ist. Bemerke dann -
wie im Beweis von Proposition 2.11 -, dass aus Satz 2.10 folgt, dass eine lokale Karte aus
einer lokalen Parametrisierung definiert werden kann: Da F : U −→ R3 Immersion ist,
existiert nach Satz 2.10 eine offene Umgebung U ′ von x0 im R2, eine offene Umgebung U ′′

von 0 im R, eine offene Umgebung V von F (x0) = x im R3, und ein Diffeomorphismus
ϕ : V −→ U ′ × U ′′ mit F (U) ⊂ V und ϕ ◦ F (y) = (y, 0) für alle y ∈ U ′. Bis auf
Verkleinerung von V (siehe Beweis von Proposition 2.11) ist dann (V, ϕ) lokale Karte von
S um x und f ◦ F = f ◦ (ϕ|V ∩S

)−1 : ϕ(V ∩ S) → Rn ist differenzierbar in x0 = ϕ|V ∩S
(x).

“iii) =⇒ iv)”: Seien (V, ϕ) und (W,ψ) lokale Karten von S um x. Angenommen, f ◦
(ϕ|V ∩S

)−1 : ϕ(V ∩ S) → Rn sei differenzierbar an der Stelle ϕ(x). Die Menge V ∩ S ∩W
ist eine offene Umgebung von x in S, und es gilt

f ◦ (ψ|V ∩S∩W
)−1 = f ◦ (ϕ|V ∩S∩W

)−1 ◦ ϕ|V ∩S∩W
◦ (ψ|V ∩S∩W

)−1 : ψ(V ∩ S ∩W ) −→ Rn.

Die Abbildung ϕ|V ∩S∩W
◦ (ψ|V ∩S∩W

)−1 : ψ(V ∩ S ∩W ) → ϕ(V ∩ S ∩W ) ist aber ein C∞-
Diffeomorphismus (Bemerkung 2.13.3.), insbesondere sie ist differenzierbar an der Stelle
ψ(x). Nach der Kettenregel muss dann f ◦ (ψ|V ∩S∩W

)−1 differenzierbar an der Stelle ψ(x)
sein und somit f ◦ (ψ|W∩S

)−1 auch.
“iv) =⇒ ii)”: Sei (U, F ) eine Parametrisierung von S um x. Sei (V, ϕ) lokale Karte von
S um x. Da F stetig in x0 ist, existiert eine offene Umgebung U ′ von x0 im R2 mit
F (U ′) ⊂ V . Die Abbildung

f ◦ F = f ◦ (ϕ|V ∩S
)−1

︸ ︷︷ ︸
differenzierbar in ϕ(x)

◦ ϕ|V ∩S
◦ F︸ ︷︷ ︸

differenzierbar in x0

ist Verknüpfung zweier differenzierbarer Abbildungen (ϕ ◦ F ist sogar C∞), also ist
differenzierbar in x0.
“ii) =⇒ i)” ist trivial. �

Bemerkungen 2.29

1. Wird “differenzierbar in/an der Stelle” durch “Ck um” ersetzt, so gilt Proposition
2.28 wortwörtlich.

2. Ist f differenzierbar in x ∈ S, so ist f stetig in x (denn f = f ◦ F︸ ︷︷ ︸
stetig

◦ F−1
︸︷︷︸
stetig

).

Beispiele 2.30

1. Ist S ⊂ R3 reguläre Fläche, so ist die kanonische Inklusion ι : S −→ R3 eine C∞-
Abbildung auf S, denn: für jedes x ∈ S existiert eine lokale Parametrisierung (U, F )
von S um x und ι ◦ F = F : U −→ R3 ist C∞.
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2. Ist Ω offene Umgebung von S in R3 und f : Ω −→ Rn differenzierbar in bzw.
Ck um x ∈ S (im üblichen Sinne), so ist f|S : S −→ Rn differenzierbar in bzw.
Ck um x, denn: für jede lokale Parametrisierung (U, F ) von S um x ist die Abbil-
dung f ◦ F : U −→ Rn - als Verknüpfung zweier differenzierbarer Abbildungen -
differenzierbar in x0 := F−1(x).

Jede differenzierbare bzw. Ck-Abbildung auf S ist Einschränkung auf S einer differenzier-
baren bzw. Ck-Abbildung, die auf einer offenen Umgebung von S definiert ist:

Proposition 2.31 Sei S ⊂ R3 reguläre Fläche und f : S −→ Rn Abbildung. Dann sind
folgende Aussagen äquivalent:

i) Die Abbildung f ist differenzierbar auf S.

ii) Es existiert eine offene Umgebung Ω von S in R3 und eine differenzierbare bzw. Ck

Abbildung f̃ : Ω −→ Rn mit

f̃|V ∩S
= f.

Beweis:
“ii) =⇒ i)′′: Wurde bereits in Beispiel 2.30.2 erklärt.
“i) =⇒ ii)′′: Man zeige erstens eine lokale Version der Aussage: um jeden Punkt x ∈ S
existiert eine offene Umgebung Ωx in R3 und eine differenzierbare bzw. Ck Abbildung
f̃x : Ωx −→ Rn mit f|Ωx∩S

= f̃x|Ωx∩S
. Dies ist der Gegenstand der 31. Aufgabe im Blatt 8.

Lösung: Für x ∈ S beliebig sei (V, ϕ) eine lokale Karte von S um x, d.h., V ist eine
offene Umgebung von x im R3 und ϕ : V −→ ϕ(V ) ist ein C∞ Diffeomorphismus auf
eine offene Teilmenge ϕ(V ) von R3 mit ϕ(V ∩ S) = ϕ(V ) ∩ (R2 × {0}). O.B.d.A. sei
ϕ(V ) = {y ∈ R3 | ‖y‖ < r} für ein r > 0 (sonst verschiebe oder verkleinere ϕ(V )).
Definiere f̃ : V −→ Rn durch

f̃(y) := f ◦ ϕ−1(ϕ1(y), ϕ2(y), 0)

wobei ϕ(y) = (ϕ1(y), ϕ2(y), ϕ3(y)) für alle y ∈ V (man kann f̃ als konstante Fortset-
zung von f|V ∩S

“in der y3-Richtung” auffassen). Die Abbildung f̃ ist wohldefiniert we-
gen (z1, z2, 0) ∈ ϕ(V ) für alle z = (z1, z2, z3) ∈ ϕ(V ), sie ist offenbar C∞ und für alle
y ∈ V ∩ S = ϕ−1(ϕ(V ) ∩ (R2 × {0})) gilt

f̃(y) = f ◦ ϕ−1(ϕ1(y), ϕ2(y), 0)

= f ◦ ϕ−1(ϕ(y))

= f(y),

was zu beweisen war.
√

Als letztes zeige man, dass man all diese Ωx und f̃x “zusammenaddieren” kann. Dieser
letzte Schritt verlangt fortgeschrittenere Kenntnisse aus der mengentheoretischen Topo-
logie und wird weggelassen (siehe Differentialgeometrie 1). �

Definition 2.32 Seien S, S ′ reguläre Flächen und f : S −→ S ′ eine Abbildung. Sei
x ∈ S. Die Abbildung f heißt differenzierbar in bzw. Ck um x (mit k ∈ N ∪ {∞}) g.d.w.
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lokale Karten (V, ϕ) bzw. (W,ψ) von S um x bzw. von S ′ um f(x) so existieren, dass
f(V ∩ S) ⊂W ∩ S ′ und

ψ ◦ f ◦ (ϕ|V ∩S
)−1 : ϕ(V ∩ S) −→ ψ(W ∩ S ′)

differenzierbar in bzw. Ck um x ist (im üblichen Sinne).

Bemerke, dass eine differenzierbare Abbildung in einem Punkt insbesondere stetig in
diesem Punkt ist.

Proposition 2.33 Seien f : S −→ S ′ und g : S ′ −→ S ′′ Abbildungen, wobei S, S ′, S ′′

reguläre Flächen sind. Ist f differenzierbar in (bzw. Ck um) x ∈ S und g differenzierbar
in (bzw. Ck um) f(x) ∈ S ′, so ist g ◦ f differenzierbar in (bzw. Ck um) x.

Beweis: Sei (V, ϕ) bzw. (V ′, ϕ′), (V ′′, ϕ′′) lokale Karte von S um x bzw. von S ′ um f(x)
bzw. von S ′′ um g ◦ f(x), s.d. f(V ∩ S) ⊂ V ′ ∩ S ′ und g(V ′ ∩ S ′) ⊂ V ′′ ∩ S ′′ (dies ist
möglich, weil f stetig in x ist). Dann gilt

ϕ′′ ◦ g ◦ f ◦ (ϕ|V ∩S
)−1 = ϕ′′ ◦ g ◦ (ϕ′

|V ′∩S′ )
−1

︸ ︷︷ ︸
diff. in ϕ′(f(x))

◦ϕ′
|V ′∩S′ ◦ f ◦ (ϕ|V ∩S

)−1

︸ ︷︷ ︸
diff. in ϕ(x)

,

insbesondere ist ϕ′′ ◦ g ◦ f ◦ (ϕ|V ∩S
)−1 differenzierbar in bzw. Ck um ϕ(x). �

Proposition 2.34 Seien S, S ′ reguläre Flächen und x ∈ S. Eine Abbildung f : S −→ S ′

ist genau dann differenzierbar in bzw. Ck um x, wenn f : S −→ R3 differenzierbar in bzw.
Ck um x ist (als Abbildung S −→ R3, im Sinne von Definition 2.27).

Beweis: Ist f : S −→ S ′ differenzierbar in (bzw. Ck um) x ∈ S, so ist nach Beispiel 2.30.1
und Proposition 2.33 die Abbildung ι ◦ f : S −→ R3 differenzierbar in (bzw. Ck um) x,
wobei ι : S ′ −→ R3 die kanonische Inklusion ist.
Ist umgekehrt f : S −→ R3 differenzierbar in (bzw. Ck um) x ∈ S, so wähle eine lokale Pa-
rametrisierung (U, F ) von S um x und eine lokale Karte (W,ψ) um f(x) mit f ◦F (U) ⊂W
(dies ist möglich wegen der Stetigkeit von f in x). Da nach Definition f ◦F differenzierbar
in (bzw. Ck um) x0 := F−1(x) ist, muss auch - nach der üblichen Kettenregel - ψ ◦ f ◦ F
differenzierbar in (bzw. Ck um) x0 sein (dies hat Sinn nur wenn U hinreichend klein um x
gewählt wird, was wir annehmen können); wiederum nach Definition bedeutet dies, dass
f differenzierbar in (bzw. Ck um) x ist als Abbildung S −→ S ′. �

Bemerkung 2.35 Ist U ⊂ R2 nichtleere offene Teilmenge und f : U −→ S ′ bzw. f :
U −→ Rn Abbildungen, so stimmen die unterschiedlichen Begriffe von Differenzierbarkeit
von f (der übliche und der für Abbildungen auf Flächen, denn U ist auch reguläre Fläche)
überein, denn: eine globale Parametrisierung von U ist gegeben durch (U, IdU).



2.3. DIE TANGENTIALEBENE 107

Beispiel 2.36 Ist S ⊂ R3 reguläre Fläche, so ist die Identität IdS : S −→ S eine C∞-
Abbildung.

Definition 2.37 Seien S, S ′ ⊂ R3 reguläre Flächen.

i) Eine Abbildung f : S −→ S ′ heißt C∞ Diffeomorphismus g.d.w. sie C∞ ist, bijektiv,
und ihre Umkehrabbildung f−1 : S ′ −→ S ebenfalls C∞ ist.

ii) Existiert ein Diffeomorphismus zwischen zwei regulären Flächen S und S ′, so heißen
S und S ′ diffeomorph.

Beispiele 2.38

1. Die Identität IdS : S −→ S ist ein C∞ Diffeomorphismus, für jede reguläre Fläche
S ⊂ R3.

2. Sei (U, F ) eine lokale Parametrisierung einer regulären Fläche. Dann ist F : U −→
F (U) ein C∞ Diffeomorphismus (bemerke, dass F (U) als offene Teilmenge einer
regulären Fläche selbst reguläre Fläche ist). Denn: F ist C∞, bijektiv von U auf
F (U), und F−1 : F (U) −→ U ist C∞, da F−1 ◦ F = IdU C∞ auf U ist!

3. Die regulären Flächen S := R2 und S ′ := S2 sind nicht C∞ diffeomorph, es sei denn
sie wären homöomorph (jeder Diffeomorphismus ist ein Homöomorphismus), das ist
aber unmöglich da S2 kompakt ist und R2 nicht.

3.’ Die stereographischen Projektionen πN : S2\{e3} −→ R2 und πS : S2\{−e3} −→ R2

(siehe Definition 2.5) sind C∞ Diffeomorphismen, denn die entsprechenden Umkehr-
abbildungen sind lokale Parametrisierungen von S2 (siehe Beispiel 2.4.3’).
*** Allgemeiner sind R2 und S2 \ {Pkt.} (“S2 minus ein Punkt”) diffeomorph.

4. Die regulären Flächen S := R2 und S ′ := H2 (Definition 2.25) sind C∞ diffeomorph,
siehe 30. Aufgabe im 8. Übungsblatt.

2.3 Die Tangentialebene

Definition 2.39 Sei S ⊂ R3 reguläre Fläche und x ∈ S. Die Tangentialebene an S in x
ist definiert durch

TxS :=
{
X ∈ R3 s.d. ∃ ε > 0 und eine in t = 0 ableitbare Abbildung c :] − ε, ε[→ S

mit c(0) = x und c′(0) = X
}
.
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S

b x

c

X
TxS

Proposition 2.40 Sei S ⊂ R3 reguläre Fläche und x ∈ S ein Punkt.

1. Ist (U, F ) lokale Parametrisierung von S um x, so gilt

TxS = dF−1(x)F (R2).

2. Ist (V, ϕ) lokale Karte um x, so gilt

TxS = dϕ(x)ϕ
−1
|V ∩S

(R2).

3. Ist π : V −→ R eine C∞ Submersion mit x ∈ V und V ∩ S = π−1({0}), so gilt

TxS = Ker(dxπ).

Insbesondere ist TxS zweidimensionaler Untervektorraum von R3 und für eine gegebene
lokale Parametrisierung (U, F ) von S um x bilden die Vektoren ∂F

∂x1
(F−1(x)), ∂F

∂x2
(F−1(x))

eine Basis von TxS.

Beweis:

Ad 1.: Setze x0 := F−1(x). Sei Y ∈ R2 und betrachte c(t) := x0 + tY für t ∈ R. Dann
ist, für ein hinreichend kleines ε > 0, die Abbildung c|]−ε,ε[

eine in t = 0 ableitbare
Abbildung mit c(] − ε, ε[) ⊂ U . Somit ist

c := F ◦ c : ] − ε, ε[−→ S

auch in t = 0 ableitbare Abbildung mit c(0) = F (x0) = x und c′(0) = dc(0)F (c′(0)) =
dx0F (Y ) ∈ TxS. Dies zeigt dx0F (R2) ⊂ TxS. Umgekehrt sei X ∈ TxS beliebig. Dann
existiert eine in t = 0 ableitbare Abbildung c :] − ε, ε[−→ S mit c(0) = x und
c′(0) = X. O.B.d.A. gelte c(] − ε, ε[) ⊂ F (U) (denn F (U) ist offen in S und c ist
stetig in 0). Setze

c := F−1 ◦ c : ] − ε, ε[−→ U.
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Da F : U −→ F (U) Diffeomorphismus ist (siehe Beispiel 2.38.2), ist die Abbildung
c eine in t = 0 ableitbare Abbildung. Setze Y := c′(0). Dann gilt:

X = c′(0) = (F ◦ c)′(0)

= dcF (c′(0)) mit c(0) = F−1 ◦ c(0) = x0

= dx0F (Y ),

insbesondere gilt X ∈ dx0F (R2). Dies zeigt TxS ⊂ dx0F (R2). Da dF−1(x)F linear
und injektiv ist, ist dann dF−1(x)F (R2) zweidimensionaler Untervektorraum des R3

und eine Basis dieses Vektorraumes ist gegeben durch dF−1(x)F (e1) = ∂F
∂x1

(F−1(x))

und dF−1(x)F (e2) = ∂F
∂x2

(F−1(x)).

Ad 2.: Sei (V, ϕ) eine lokale Karte um x. Dann ist ϕ−1
|V ∩S

: ϕ(V ∩ S)︸ ︷︷ ︸
offen in R2

−→ V ∩ S eine lokale

Parametrisierung von S um x, somit folgt die Aussage direkt aus der vorigen.

Ad 3.: Es reicht, die Inklusion TxS ⊂ Ker(dxπ) zu beweisen, denn beide sind 2-dimensionale
Untervektorräume des R3. Sei X ∈ TxS und c :] − ε, ε[−→ S eine in t = 0 ableit-
bare Abbildung mit c(0) = x und c′(0) = X. Bis auf Verkleinerung von ε kann
angenommen werden, dass c(] − ε, ε[) ⊂ V gilt (denn c ist stetig in t = 0). Dann
gilt π ◦ c = 0 auf ] − ε, ε[. Nach Ableiten in t = 0 und Anwendung der Kettenregel
kommt dc(0)π(c′(0)) = 0 heraus, d.h., dxπ(X) = 0. Daraus folgt X ∈ Ker(dxπ), was
zu beweisen war.

�

Bemerkung 2.41 Insbesondere ist, für jede lokale Parametrisierung (U, F ) von S um
x ∈ S, die Abbildung dF−1(x)F : R2 −→ TxS ein Isomorphismus.

Beispiele 2.42

1. Sei S := p0 + E0 eine affine Ebene. Sei {u, v} eine Basis von E0 und F (y) :=
p0 + y1u + y2v für alle y ∈ R2 (man hat schon bewiesen, dass (R2, F ) eine globale
Parametrisierung von S ist). Für x = F (x0) = p0 + (x0)1u + (x0)2v ∈ S gilt nach
Proposition 2.40

TxS = dx0F (R2) mit dx0F (Y ) = Y1u+ Y2v ∀Y ∈ R2

= {Y1u+ Y2v, (Y1, Y2) ∈ R2}
= E0,

d.h., die Tangentialebene in jedem Punkt an einer affinen Ebene ist deren Rich-
tungsebene.

2. Sei S der Graph einer C∞ Funktion h : U −→ R (wobei U ⊂ R2 offen und nichtleer

ist) und F (y) :=




y1

y2

h(y)


 für alle y ∈ U . Man hat schon bewiesen, dass (U, F )
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eine globale Parametrisierung von S ist. Sei x = F (x0) =




(x0)1

(x0)2

h(x0)


 ∈ S, dann

gilt nach Proposition 2.40

TxS = dx0F (R2) mit dx0F (Y ) = Y1




1
0

∂h
∂x1

(x0)


+ Y2




0
1

∂h
∂x2

(x0)


 ∀Y ∈ R2

= R




1
0

∂h
∂x1

(x0)


⊕ R




0
1

∂h
∂x2

(x0)


 ,

d.h., die Tangentialebene an S in F (x0) ist die von den Vektoren




1
0

∂h
∂x1

(x0)


 und




0
1

∂h
∂x2

(x0)


 aufgespannte Ebene.

3. Sei S := S2 die euklidische Sphäre und π : R3 \ {0} → R, π(x) := x2
1 + x2

2 + x2
3 − 1.

Für jedes x ∈ S und X ∈ R3 gilt

dxπ(X) = 2(x1X1 + x2X2 + x3X3) = 2〈x,X〉,

und somit gilt nach Proposition 2.40

TxS = Ker(dxπ)

= {X ∈ R3, 〈x,X〉 = 0}
= x⊥,

d.h., die Tangentialebene an S2 in x ∈ S2 ist das orthogonale Komplement zu x im
R3.

2.4 Die Tangentialabbildung einer differenzierbaren

Abbildung

Proposition 2.43 Seien S und S ′ reguläre Flächen und f : S −→ S ′ bzw. f : S −→ Rn

differenzierbar in einem x ∈ S. Dann ist die folgende Abbildung wohldefiniert und linear:

Txf : TxS −→ Tf(x)S
′ bzw. Rn

X 7−→ (f ◦ c)′(0),

wobei c :] − ε, ε[→ S eine in t = 0 ableitbare Abbildung ist mit c(0) = x und c′(0) = X.
Ferner gilt, für jede lokale Parametrisierung (U, F ) von S um x:

Txf(X) = dF−1(x)(f ◦ F ) ◦ (dF−1(x)F )−1 (2.2)
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Beweis: Wir zeigen die Identität (2.2). Setze x0 := F−1(x) und X0 := (dx0F )−1(X). Sei
c :] − ε, ε[→ S in t = 0 ableitbare Abbildung mit c(0) = x und c′(0) = X. O.B.d.A. gelte
c(] − ε, ε[) ⊂ U . Setze dann c := F−1 ◦ c :] − ε, ε[−→ U . Die Abbildung c ist in t = 0
ableitbare Abbildung und es gilt:

(f ◦ c)′(0) = (f ◦ F ◦ F−1 ◦ c)′(0)

= (f ◦ F ◦ c)′(0)

= dc(0)(f ◦ F )(c′(0)) mit c′(0) = (F ◦ c)′(0) = dx0F (c′(0))

= dx0(f ◦ F ) ◦ (dx0F )−1(X),

was (2.2) beweist. Daraus folgt, dass der Vektor Txf(X) nur von c′(0) = X abhängt
und nicht von der Wahl von c selbst sowie auch nicht von der Wahl von (U, F ). Fer-
ner folgt auch, dass Txf : TxS −→ Rn (bzw. Txf : TxS −→ R3) linear ist. Falls
f(S) ⊂ S ′ muss auch Txf(X) ∈ Tf(x)S

′ gelten, denn für ein hinreichend kleines ε > 0
gilt f ◦ c = f ◦ F︸ ︷︷ ︸

diff. in F−1(x)

◦ F−1 ◦ c︸ ︷︷ ︸
abl. in t=0

, somit ist f ◦ c :] − ε, ε[→ S ′ eine in t = 0 ableitbare

Abbildung mit (f ◦ c)(0) = f(x). �

Definition 2.44 Seien S und S ′ reguläre Flächen und f : S −→ S ′ bzw. f : S −→ Rn

differenzierbar in einem x ∈ S. Die in Proposition 2.43 definierte Abbildung

Txf : TxS −→ Tf(x)S
′ bzw. Rn

heißt Tangentialabbildung von f in x.

S

b x

c

X

Txf(X) := (f ◦ c)′(0) wobei

c :] − ε, ε[→ S C∞ mit c(0) = xund c′(0) = X

Dieser Begriff verallgemeinert auf Flächen den klassischen Begriff von Differential.

Proposition 2.45 (Kettenregel) Seien S, S ′, S ′′ reguläre Flächen und f : S −→ S ′,
g : S ′ −→ S ′′ (bzw. g : S ′ −→ Rn) Abbildungen. Sei x ∈ S.
Ist f differenzierbar in x und g differenzierbar in f(x), so ist g ◦ f differenzierbar in x
und es gilt

Tx(g ◦ f) = Tf(x)g ◦ Txf.
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Beweis: Nach Proposition 2.33 ist g ◦ f differenzierbar in x. Für die zweite Aussage
brauchen wir nur, die Definition zu verwenden: ist c :] − ε, ε[−→ S in t = 0 ableitbare
Abbildung mit c(0) = x und c′(0) = X, so gilt

Tx(g ◦ f)(X) = (g ◦ f ◦ c)′(0)

= (g ◦ (f ◦ c))′(0) mit (f ◦ c)(0) = f(x) und (f ◦ c)′(0) = Txf(X)

= Tf(x)g(Txf(X)).

�

Beispiele 2.46

1. Angenommen, eine reguläre Fläche S sei in einer offenen Teilmenge Ω ⊂ R3 enthal-
ten und f̃ : Ω −→ S ′ bzw. f̃ : Ω −→ Rn sei differenzierbar (im klassischen Sinne,
d.h., als auf einer offenen Teilmenge vom R3 definierte Abbildung) in x ∈ S. Dann ist
nach Beispiel 2.30.2 die Abbildung f̃|S : S −→ S ′ bzw. Rn ebenfalls differenzierbar
in x. Außerdem gilt

Tx(f̃|S) = dxf̃|S

(denn es gilt (f̃ ◦ c)′(0) = dxf̃(c′(0)) = dxf̃(X) für alle in t = 0 ableitbaren Abbil-
dungen c :] − ε, ε[→ S mit c(0) = x und c′(0) = X).

2. Insbesondere gilt für f := IdS : S −→ S

TxIdS = IdTxS.

3. Ist U ⊂ R2 nichtleere offene Teilmenge und f : U −→ S ′ bzw. Rn differenzierbar in
x ∈ U (egal in welchem Sinne, siehe Bemerkung 2.35), so gilt Txf = dxf für alle
x ∈ S (Beweis wie oben).

Bemerkung 2.47 Sind f1 und f2 differenzierbare Abbildungen von S nach Rn und
α1, α2 ∈ R, so ist α1f1 + α2f2 auch differenzierbar und es gilt

Tx(α1f1 + α2f2) = α1Txf1 + α2Txf2

für alle x ∈ S (Übungsaufgabe).

Proposition 2.48 Sei S eine zusammenhängende reguläre Fläche und f : S −→ S ′ bzw.
f : S −→ Rn eine differenzierbare Abbildung (wobei S ′ eine reguläre Fläche ist). Die Ab-
bildung f ist genau dann konstant auf S, wenn Txf = 0 für alle x ∈ S.

Beweis: Ist f konstant, so ist f ◦c : I −→ R3 bzw. f ◦c : I −→ Rn konstant für alle in t = 0
ableitbaren Abbildungen c : I −→ S, somit gilt nach Definition der Tangentialabbildung
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Txf = 0 für alle x ∈ S. Umgekehrt, gilt Txf = 0 für alle x ∈ S, so gilt für jede lokale
Parametrisierung (U, F ) von S mit U zusammenhängend

0 = Txf
(2.2)
= dF−1(x)(f ◦ F ) ◦ (dF−1(x)F )−1,

d.h. dF−1(x)(f ◦F ) = 0 für alle x ∈ F (U). Aus der Analysis 1/2 folgt, dass f ◦F konstant
auf U ist, d.h., f ist konstant auf F (U). Somit ist f lokal konstant auf S, und da S
zusammenhängend ist, muss dann f konstant auf S sein. �

2.5 Die erste Fundamentalform

Definition 2.49 Sei S ⊂ R3 eine reguläre Fläche und x ∈ S. Sei TxS die Tangentialebene
von S in x. Die erste Fundamentalform von S in x ist definiert durch

gx : TxS × TxS −→ R

(X, Y ) 7−→ gx(X, Y ) := 〈X, Y 〉,

wobei 〈· , ·〉 das kanonische euklidische Skalarprodukt in R3 bezeichnet.

Bemerkungen 2.50

1. Nach Definition ist gx die Einschränkung des kanonischen Skalarprodukts auf TxS;
insbesondere ist gx positiv-definite symmetrische Bilinearform auf TxS.

2. In der Literatur wird die erste Fundamentalform in x gelegentlich mit “Ix” (statt
gx) bezeichnet.

Definition 2.51 Sei S ⊂ R3 eine reguläre Fläche und (U, F ) eine lokale Parametrisie-
rung von S. Für jedes y ∈ U ist die 2 × 2-Matrix (gij(y))i,j definiert durch

gij(y) := 〈∂F
∂xi

(y),
∂F

∂xj
(y)〉,

für alle 1 ≤ i, j ≤ 2.

Anders ausgedrückt, die Matrix (gij(y))i,j ist die Matrix der Bilinearform g
F (y)

in der Basis

{ ∂F
∂x1

(y), ∂F
∂x2

(y)} von TF (y)S.

Bemerkungen 2.52

1. Für jedes y ∈ U ist (gij(y))i,j positiv-definite symmetrische Matrix. Ferner ist, für
feste i, j ∈ {1, 2}, die Abbildung gij : U → R, y 7→ gij(y), glatt (folgt aus der
Definition von gij(y), da F glatt ist).
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2. Beachte, dass die Matrix (gij(y))i,j - nach Definition - von der lokalen Parametri-
sierung (U, F ) abhängt! Siehe Beispiele 2.53.

Beispiele 2.53

1. Sei S := p0 +E0 eine affine Ebene und wähle eine Basis {u, v} von E0. Da F : R2 →
S, F (y) := p0 +y1u+y2v, globale Parametrisierung von S ist, und wegen ∂F

∂x1
(y) = u

und ∂F
∂x2

(y) = v, gilt

(gij(y))i,j =

(
〈u, u〉 〈u, v〉
〈u, v〉 〈v, v〉

)
.

Bemerke einerseits, dass in diesem Beispiel die Matrix (gij(y))i,j nicht von y abhängt;
im Allgemeinen ist es nicht der Fall (siehe weitere Beispiele unten). Andererseits se-
hen wir, dass (gij(y))i,j von der Wahl der Basis {u, v} - daher von der Wahl der
Parametrisierung F - abhängt. Es gilt z.B. (gij(y))i,j = I2 (wobei I2 die Einheitsma-
trix bezeichnet) g.d.w. {u, v} o.n.B. von E0 ist.

1’. Sei S := R2 ∼= R2 × {0} und

F :]0,+∞[×]0, 2π[ −→ R3

(r, ϕ) 7−→




r cos(ϕ)
r sin(ϕ)

0





(die Abbildung F beschreibt “R2 minus einer Halbgeraden” in Polarkoordinaten).
Bemerke zuerst, dass F eine Parametrisierung von R2 \ {(x1, 0), x1 ≥ 0} ist: die
Abbildung F ist glatt, und für jedes (r, ϕ) ∈]0,+∞[×]0, 2π[ gilt

Mat{e1,e2}(d(r,ϕ)F ) =




cos(ϕ) −r sin(ϕ)
sin(ϕ) r cos(ϕ)

0 0


 ,

und da diese Matrix Rang 2 hat, ist d(r,ϕ)F : R2 −→ R3 injektiv. Es bliebe noch,
nachzuweisen, dass F (]0,+∞[×]0, 2π[) = R2 \ {(x1, 0), x1 ≥ 0} und dass F :
]0,+∞[×]0, 2π[−→ R2 \ {(x1, 0), x1 ≥ 0} Homöomorphismus ist (Übungsaufgabe).
Es gilt für die Matrix der ersten Fundamentalform bzgl. (]0,+∞[×]0, 2π[, F ):

(gij(r, ϕ))i,j =

(
‖∂F
∂r

(r, ϕ)‖2 〈∂F
∂r

(r, ϕ), ∂F
∂ϕ

(r, ϕ)〉
〈∂F
∂ϕ

(r, ϕ), ∂F
∂r

(r, ϕ)〉 ‖∂F
∂ϕ

(r, ϕ)‖2

)

=

(
1 0
0 r2

)
.

In diesem Fall hängt die Matrix (gij(r, ϕ))i,j von r ab.

2. Sei S := S2 die Sphäre und

FN := π−1
N : R2 −→ S2 \ {e3}

y 7−→ 1

1 + ‖y‖2




2y1

2y2

‖y‖2 − 1


 ,
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wobei πN die stereographische Projektion vom Nordpol bezeichnet, siehe Definition
2.5. Es gilt, für alle y ∈ R2:

∂FN
∂y1

(y) =
2

(1 + ‖y‖2)2




‖y‖2 + 1 − 2y2
1

−2y1y2

2y1




∂FN
∂y2

(y) =
2

(1 + ‖y‖2)2




−2y1y2

‖y‖2 + 1 − 2y2
2

2y2


 ,

woraus

(gij(y))i,j =
4

(1 + ‖y‖2)2

(
1 0
0 1

)
=

4

(1 + ‖y‖2)2
I2

folgt. Bzgl. FS := π−1
S kriegen wir durch analoge Rechnungen genau dieselbe Matrix.

3. Sei S := Graph(h), wobei h : U → R glatt ist mit U ⊂ R2 offen. Betrachte die

globale Parametrisierung (U, F ) mit F (y) :=




y1

y2

h(y)


 für alle y ∈ U . Wegen

∂F
∂y1

(y) =




1
0

∂h
∂y1

(y)



 und ∂F
∂y2

(y) =




0
1

∂h
∂y2

(y)



 ist die Matrix der ersten Funda-

mentalform von S bezüglich (U, F ) gegeben durch

(gij(y))1≤i,j≤2 =




1 + ∂h
∂y1

(y)2 ∂h
∂y1

(y) ∂h
∂y2

(y)

∂h
∂y1

(y) ∂h
∂y2

(y) 1 + ∂h
∂y2

(y)2


 .

Lemma 2.54 Sei S ⊂ R3 eine reguläre Fläche und x ∈ S. Seien (U, F ) und (U, F ) lokale
Parametrisierungen von S um x, und (gij(y))i,j bzw. (gij(y))i,j die lokale Darstellung von

der ersten Fundamentalform bzgl. (U, F ) bzw. (U, F ) wie in Definition 2.51. Setze

φ := F
−1 ◦ F : F−1(F (U) ∩ F (U)) −→ F

−1
(F (U) ∩ F (U))
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S

φ := F
−1 ◦ F

R2

U U

F

F (U )

F (U)

F

(die Abbildung φ ist nach Beispiel 2.38.2 ein C∞ Diffeomorphismus) und
A := Mat{e1,e2}(dF−1(x)φ) (die Jacobi-Matrix von φ in F−1(x)). Dann gilt

(
gij(F

−1(x))
)

i,j
= tA ·

(
gij(F

−1
(x))

)

i,j
· A.

Beweis: Wegen F ◦ φ = F gilt nach der klassischen Kettenregel dyF = dφ(y)F ◦ dyφ für
alle y ∈ F−1(F (U) ∩ F (U)) und somit

∂F

∂xi
(F−1(x)) = d

F
−1

(x)
F (

∂φ

∂xi
(F−1(x))

︸ ︷︷ ︸
i-te Spalte von A

) =

2∑

j=1

Aji
∂F

∂xj
(F

−1
(x)),

woraus

gij(F
−1(x)) = 〈∂F

∂xi
(F−1(x)),

∂F

∂xj
(F−1(x))〉

=

2∑

k,l=1

AkiAlj〈
∂F

∂xk
(F−1(x)),

∂F

∂xl
(F−1(x))〉

=

2∑

k,l=1

Aki · gkl(F
−1

(x)) ·Alj

= (tA · (gkl(F
−1

(x)))k,l · A)ij

folgt, für alle i, j ∈ {1, 2}. �
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2.6 Normalenfelder und Orientierbarkeit

Für Kurven hatten wir immer eine Orientierung zur Verfügung (siehe Abschnitt 1.1.3),
die durch den Durchlaufsinn festgelegt war. Für Flächen hat natürlich der Durchlaufsinn
keinen Sinn. Wie kann man dann eine Fläche orientieren? Grob gesprochen geht es dar-
um, “Seiten” einer Fläche zu definieren (siehe Definition 2.58). Als Überraschung kommt
allerdings heraus, dass es nicht auf jeder Fläche möglich ist (siehe Beispiele 2.57).

Definition 2.55 Sei S ⊂ R3 eine reguläre Fläche.

i) Ein Normalenfeld auf S ist eine Abbildung N : S −→ R3 s.d.

N(x) ⊥ TxS

gilt für alle x ∈ S (d.h., 〈N(x), X〉 = 0 für alle X ∈ TxS).

ii) Ein Einheitsnormalenfeld auf S ist ein Normalenfeld N : S −→ R3 mit ‖N(x)‖ = 1
für alle x ∈ S.

Bemerkungen 2.56

1. Ist N : S −→ R3 Normalenfeld auf S, so ist fN : S −→ R3 auch Normalenfeld
auf S für jede Abbildung f : S −→ R. Hat N keine Nullstelle (d.h, N(x) 6= 0
für alle x ∈ S), so muss jedes Normalenfeld auf S von dieser Form sein, denn das
orthogonale Komplement TxS

⊥ zu TxS ist ein eindimensionaler Untervektorraum
vom R3.

2. Ist N : S −→ R3 Einheitsnormalenfeld auf S, so ist −N : S −→ R3 auch Einheits-
normalenfeld auf S.

Normalenfelder kann man auf jeder Fläche definieren, die sogar nirgends verschwinden.
Existieren aber stetige nirgendsverschwindende Normalenfelder auf jeder Fläche?

Beispiele 2.57

1. Sei S := p0 + E0 eine affine Ebene. Sei n ∈ E⊥
0 . Dann ist

N : S → R3, x 7→ N(x) := n,

stetiges Normalenfeld auf S. Gilt ferner ‖n‖ = 1, so ist N Einheitsnormalenfeld.

2. Sei S die Sphäre. Dann ist

N : S → R3, x 7→ N(x) := x,

Einheitsnormalenfeld auf S (denn für jedes x ∈ S2 gilt ‖x‖ = 1 und TxS = x⊥),
welches offenbar stetig auf S ist.
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3. Sei S das sogenannte Möbiusband (siehe Beispiel 2.87.5). Wir akzeptieren vorläufig,
dass S eine reguläre Fläche ist. Dann gibt es kein stetiges Einheitsnormalenfeld auf
S. Wir geben dieses Ergebnis ohne Beweis an, deuten aber an, dass man sich da-
durch selbst davon überzeugen kann, dass man ein konkretes Möbiusband aus einer
Streife Papier bastelt, und sieht, dass alle Versuche, ein solches Einheitsnormalenfeld
global zu definieren, scheitern (es muss mindestens einen Punkt geben, in dem das
Normalenfeld nicht stetig ist). Der “Grund” (dies ist aber kein sauberer Beweis!)
dafür ist, dass S nur eine Seite hat. Für schöne Bilder dazu, siehe [1, Abschn. 3.4].

Definition 2.58

i) Eine reguläre Fläche heißt orientierbar g.d.w. es ein stetiges Einheitsnormalenfeld
darauf gibt.

ii) Eine Orientierung auf einer orientierbaren regulären Fläche besteht aus der Wahl
eines stetigen Einheitsnormalenfelds auf der Fläche.

iii) Eine orientierbare Fläche zusammen mit einer Orientierung nennt man orientierte
Fläche.

Interpretation: Angenommen, S sei orientiert. Sei N das stetige Einheitsnormalenfeld,
welches die Orientierung von S liefert. Für jeden Punkt x ∈ S induziert der Vektor
N(x) eine Orientierung des Vektorraums TxS wie folgt: eine Basis {u, v} von TxS wird
bzgl. dieser Orientierung genau dann positiv-orientiert, wenn {u, v,N(x)} eine positiv-
orientierte Basis von R3 ist (wobei R3 seine kanonische Orientierung trägt). Die Existenz
eines stetigen Einheitsnormalenfelds N auf ganz S besagt dann, dass diese Orientierung
von TxS “stetig von x abhängt”.

S

N(x)

b x
X

TxS

Lemma 2.59 Sei S ⊂ R3 eine orientierte reguläre Fläche und N das stetige Einheits-
normalenfeld, welches die Orientierung von S liefert. Ist (U, F ) lokale Parametrisierung
von S mit U zusammenhängend, so gilt entweder

N ◦ F (y) =
∂F
∂x1

(y) × ∂F
∂x2

(y)

‖ ∂F
∂x1

(y) × ∂F
∂x2

(y)‖
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für alle y ∈ U oder N ◦ F (y) = −
∂F
∂x1

(y)× ∂F
∂x2

(y)

‖ ∂F
∂x1

(y)× ∂F
∂x2

(y)‖ für alle y ∈ U . Insbesondere ist

N : S −→ R3 eine C∞ Abbildung.

Beweis: Sei y ∈ U . Da { ∂F
∂x1

(y), ∂F
∂x2

(y)} eine Basis von T
F (y)

S ist, muss ∂F
∂x1

(y) × ∂F
∂x2

(y)
nichtverschwindender Vektor sein, welcher senkrecht auf T

F (y)
S steht, und daher

Ñ(y) :=
∂F
∂x1

(y) × ∂F
∂x2

(y)

‖ ∂F
∂x1

(y) × ∂F
∂x2

(y)‖

steht auch senkrecht auf T
F (y)

S und hat Norm 1. Wegen dim(T
F (y)

S⊥) = 1 gilt

N ◦ F (y) = ε(y)Ñ(y)

für ein ε(y) ∈ {−1, 1}. Da aber N und - wegen F C∞ - Ñ stetig sind, muss ε : U −→
{−1, 1} auch stetig sein. Da U zusammenhängend ist, muss eigentlich ε konstant sein,

und somit gilt entweder N ◦ F (y) = Ñ(y) für alle y ∈ U oder N ◦ F (y) = −Ñ(y) für alle

y ∈ U . Bemerke letztens, dass Ñ nicht nur stetig auf U sondern auch glatt ist. �

Bemerkungen 2.60

1. Somit ist jede reguläre Fläche immer lokal orientierbar: um jeden Punkt x ∈ S gibt
es eine offene Umgebung Ω in S s.d. Ω orientierbare reguläre Fläche ist.

2. Aus denselben Gründen wie im Beweis von Lemma 2.59 sieht man, dass jede zu-
sammenhängende orientierbare reguläre Fläche genau zwei Orientierungen besitzt
(denn für zwei stetige Einheitsnormalenfelder N und N ist {x ∈ S |N(x) = N(x)}
nicht nur abgeschlossen sondern auch offen in S).

Orientierbarkeit wird also durch die Existenz eines stetigen (oder glatten, das ist nach
Lemma 2.59 das gleiche) Einheitsnormalenfelds auf einer gegebenen Fläche geprüft. Gibt
es allerdings innere Bedingungen (d.h., solche, die nur von der Fläche selbst abhängen,
und nicht von dem umgebendenden R3), die dafür sicherstellen können, dass eine Fläche
orientierbar ist oder nicht? Orientierbar oder nicht orientierbar sein, ist keine philosophi-
sche Frage, wie es Lemma 2.61 zeigt:

Lemma 2.61 Eine reguläre Fläche S ⊂ R3 ist genau dann orientierbar, wenn eine Fa-
milie (Vi, ϕi)i von lokalen Karten von S so existiert, dass

• ∪
i∈I

(Vi ∩ S) = S (die Vi ∩ S’s überdecken S) und die Vi’s sind zusammenhängend,

• für alle i, j ∈ I mit Vi ∩ Vj ∩ S 6= ∅ und für alle y ∈ ϕi(Vi ∩ Vj ∩ S) gilt

det(dy(ϕj ◦ ϕ−1
i )) > 0. (2.3)
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Beweis: Angenommen, S sei orientierbar. Sei N : S −→ R3 ein stetiges Einheitsnorma-
lenfeld auf S. Sei x ∈ S und (U, F ) eine lokale Parametrisierung von S um x mit U
zusammenhängend (bis auf Verkleinerung von U ist dies immer möglich). Nach Lemma
2.59 gilt dann: entweder det( ∂F

∂x1
(y), ∂F

∂x2
(y), N(F (y))) > 0 für alle y ∈ U oder

det( ∂F
∂x1

(y), ∂F
∂x2

(y), N(F (y))) < 0 für alle y ∈ U . Im ersten Fall lassen wir (U, F ) un-

verändert. In zweiten Fall ersetzen wir (U, F ) durch (U, F ) wobei U := {(x1, x2) ∈
R2 s.d. (x2, x1) ∈ U} und F : U → R3, F (x1, x2) := F (x2, x1). Es ist leicht, zu zeigen,
dass (U, F ) eine lokale Parametrisierung von S um x ist mit F (U) = F (U) und

det
( ∂F
∂x1

(y2, y1),
∂F

∂x2
(y2, y1), N(F (y2, y1))

)
= det

( ∂F
∂x2

(y),
∂F

∂x1
(y), N(F (y))

)
> 0

für alle y = (y1, y2) ∈ U .
Um jedes x ∈ S kann also eine lokale Parametrisierung (U, F ) von S so gefunden werden,
dass det( ∂F

∂x1
(y), ∂F

∂x2
(y), N(F (y))) > 0 für alle y ∈ U . O.B.d.A. - d.h., bis auf weitere

Verkleinerung von U - komme F aus einer lokalen Karte von S (siehe Proposition 2.11):
wir dürfen annehmen, dass eine lokale Karte (V, ϕ) von S um x existiert mit V ∩S = F (U)
und ϕ|V ∩S

= F−1. Somit bekommt man eine Überdeckung von S durch lokale Karten mit

det
(∂ϕ−1

|V ∩S

∂x1
(y),

∂ϕ−1
|V ∩S

∂x2
(y), N(F (y))

)
> 0 ∀ y ∈ ϕ(V ∩ S). (2.4)

Damit die Notationen nicht zu kompliziert werden, lassen wir die “|V ∩S
’s” weg. Es gilt

dann, für zwei lokale Karten (V, ϕ) und (W,ψ), die (2.4) erfüllen mit V ∩W ∩ S 6= ∅:
dy(ψ ◦ ϕ−1) = dϕ−1(y)ψ ◦ dyϕ−1 für alle y ∈ V ∩ S ∩ W , und bzgl. der Basen B :=

{∂ϕ−1

∂x1
(y), ∂ϕ

−1

∂x2
(y)} und B′ := {∂ψ−1

∂x1
(ψ ◦ ϕ−1(y)), ∂ψ

−1

∂x2
(ψ ◦ ϕ−1(y))} von T

ϕ−1(y)
S gilt

Mat
{e1,e2}
{e1,e2}(dy(ψ◦ϕ

−1)) = Mat
{e1,e2}
B′ (dϕ−1(y)ψ)︸ ︷︷ ︸

I2

·MatB
′

B (IdT
ϕ−1(y)S

) ·MatB{e1,e2}(dyϕ
−1)

︸ ︷︷ ︸
I2

, (2.5)

somit

det(dy(ψ ◦ ϕ−1)) = det(Mat
{e1,e2}
{e1,e2}(dy(ψ ◦ ϕ−1)))

= det(MatB
′

B (IdTϕ−1(y)S
)

︸ ︷︷ ︸
=:M

).

Aus (2.4) folgt aber det
(( M 0

0 1

))
> 0 (die Basen {B, N ◦ F (y)} und {B′, N ◦ ψ ◦

ϕ−1(y)} von R3 haben dieselbe Orientierung), d.h., det(M) > 0, und somit det(dy(ψ ◦
ϕ−1)) > 0 für alle y ∈ ϕ(V ∩ S ∩W ).

Umgekehrt setzen wir voraus, dass es eine Familie von lokalen Karten von S wie in der
Aussage gibt. Für jede lokale Karte (V, ϕ) der Familie setze

N(x) :=

∂ϕ−1

∂x1
(ϕ(x)) × ∂ϕ−1

∂x2
(ϕ(x))

‖∂ϕ−1

∂x1
(ϕ(x)) × ∂ϕ−1

∂x2
(ϕ(x))‖
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für alle x ∈ V ∩ S. Dies definiert ein globales glattes Einheitsnormalenfeld auf S, denn:
B := {∂ϕ−1

∂x1
(ϕ(x)), ∂ϕ

−1

∂x2
(ϕ(x))} ist Basis von TxS (somit ist N(x) wohldefiniert, N(x) ∈

TxS
⊥ und ‖N(x)‖ = 1) und N hängt nicht von der lokalen Karte um x ab, weil für

jede weitere Karte (W,ψ) der Familie um ein x ∈ S die Basen {B, N(x)} und {B′ :=

{∂ψ−1

∂x1
(ψ(x)), ∂ψ

−1

∂x2
(ψ(x))}, N(x)} von R3 dieselbe Orientierung haben (det(Mat(Id)B

′
B ) > 0

nach (2.3) und (2.5)) und somit

∂ϕ−1

∂x1
(ϕ(x)) × ∂ϕ−1

∂x2
(ϕ(x))

‖∂ϕ−1

∂x1
(ϕ(x)) × ∂ϕ−1

∂x2
(ϕ(x))‖

=

∂ψ−1

∂x1
(ψ(x)) × ∂ψ−1

∂x2
(ψ(x))

‖∂ψ−1

∂x1
(ψ(x)) × ∂ψ−1

∂x2
(ψ(x))‖

.

�

Lemma 2.61 besagt, dass Orientierbarkeit für eine feste reguläre Fläche S dadurch nach-
gewiesen werden kann, dass man durch jede lokale Karte von S die Orientierung von R2

auf eine offene Teilmenge von S “zurückzieht”, und prüft, ob diese lokalen Orientierungen
miteinander verträglich sind (das ist die Bedingung (2.3)); wenn ja (und genau dann),
dann ist S orientierbar.

Aus Lemma 2.61 folgt, dass die Orientierbarkeit für eine reguläre Fläche tatsächlich vom
R3 nicht abhängt (obwohl man Flächen immer nur in R3 betrachtet hat!), denn lokale
Karten sind innere Daten der Fläche (siehe Vorlesung Differentialgeometrie 1).

2.7 Die zweite Fundamentalform

2.7.1 Definition

Definition 2.62 Sei S ⊂ R3 eine orientierte reguläre Fläche und x ∈ S. Sei N das
glatte Einheitsnormalenfeld zu S, welches die Orientierung von S liefert. Die Weingarten-
Abbildung von S in x ist definiert durch

Wx : TxS −→ R3

X 7−→ −TxN(X),

wobei TxN : TxS → R3 die Tangentialabbildung von N in x ist.

Lemma 2.63 Die Weingarten-Abbildung von S in x ist ein Endomorphismus von TxS,
d.h., es gilt Wx(TxS) ⊂ TxS.

Beweis: Wegen ‖N(x′)‖ = 1 für alle x′ ∈ S gilt N(S) ⊂ S2, d.h., N nimmt seine Wer-
te in der Sphäre an. Somit gilt TxN : TxS −→ TN(x)S

2. Es gilt aber TN(x)S
2 = N(x)⊥

(Beispiel 2.42.3) und nach Definition von N(x) gilt N(x)⊥ = TxS, was zu beweisen war. �

Wie rechnet man die Weingarten-Abbildung mit Hilfe einer lokalen Parametrisierung aus?
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Lemma 2.64 Sei S ⊂ R3 eine orientierte reguläre Fläche und (U, F ) eine lokale Para-
metrisierung von S. Dann gilt, für jedes y ∈ U und i, j ∈ {1, 2}:

g
F (y)

(
W

F (y)
(
∂F

∂xi
(y)),

∂F

∂xj
(y)
)

=
〈
N ◦ F (y),

∂ 2F

∂xi∂xj
(y)
〉
,

wobei N das glatte Einheitsnormalenfeld auf S ist, welches die Orientierung von S definiert.

Beweis: Aus den Definitionen von Wx und gx folgt

g
F (y)

(
W

F (y)
(
∂F

∂xi
(y)),

∂F

∂xj
(y)
)

= −〈T
F (y)

N(
∂F

∂xi
(y)),

∂F

∂xj
(y)〉

= −〈Ty(N ◦ F )(ei),
∂F

∂xj
(y)〉

= −〈∂(N ◦ F )

∂xi
(y),

∂F

∂xj
(y)〉

= − ∂

∂xi

(
〈N ◦ F, ∂F

∂xj
〉
)
(y) + 〈N ◦ F (y),

∂

∂xi
(
∂F

∂xj
)(y)〉.

In dieser Berechnung wurde die Produktregel (bzgl. des Skalarprodukts) angewendet so-
wie zweimal benutzt, dass das Differential und die Tangentialabbildung einer auf einer
offenen Teilmenge vom R2 definierten differenzierbaren Abbildung übereinstimmen (siehe
Beispiel 2.46.3). Es gilt aber 〈N◦F (y′), ∂F

∂xj
(y′)〉 = 0 für alle y′ ∈ U wegen ∂F

∂xj
(y′) ∈ T

F (y′)S.

Daraus folgt die Behauptung. �

Korollar 2.65 Sei S ⊂ R3 eine orientierte reguläre Fläche und x ∈ S. Dann ist Wx bzgl.
der ersten Fundamentalform gx symmetrischer Endomorphismus von TxS, d.h., es gilt

gx(Wx(X), Y ) = gx(X,Wx(Y ))

für alle X, Y ∈ TxS.

Beweis: Wähle eine lokale Parametrisierung (U, F ) von S um x. Nach Lemma 2.64 und
dem Satz von Schwarz gilt dann

gx

(
Wx(

∂F

∂xi
(F−1(x))),

∂F

∂xj
(F−1(x))

)
= 〈N(x),

∂ 2F

∂xi∂xj
(F−1(x))〉

= 〈N(x),
∂ 2F

∂xj∂xi
(F−1(x))〉

= gx

(
Wx(

∂F

∂xj
(F−1(x))),

∂F

∂xi
(F−1(x))

)
.

Da { ∂F
∂xi

(F−1(x)), ∂F
∂xj

(F−1(x))} Basis von TxS und (X, Y ) 7→ gx(Wx(X), Y ) bilinear ist,

folgt die Behauptung. �
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Definition 2.66 Sei (U, F ) eine lokale Parametrisierung einer orientierten regulären
Fläche S. Dann wird für jedes y ∈ U die 2 × 2-Matrix (hij(y))i,j definiert durch

hij(y) := g
F (y)

(
W

F (y)
(
∂F

∂xi
(y)),

∂F

∂xj
(y)
)
,

für alle i, j ∈ {1, 2}, d.h., (hij(y))i,j ist die Matrix der Bilinearform

(X, Y ) 7→ g
F (y)

(W
F (y)

(X), Y )

in der Basis { ∂F
∂xi

(y)), ∂F
∂xj

(y)} von T
F (y)

S.

Definition 2.67 Die zweite Fundamentalform einer orientierten regulären Fläche S in
einem Punkt x ∈ S ist die symmetrische bilineare Abbildung

IIx : TxS × TxS −→ TxS
⊥ = RN(x)

(X, Y ) 7−→ gx(Wx(X), Y )N(x),

wobei N das glatte Einheitsnormalenfeld auf S ist, welches die Orientierung von S liefert,
und Wx die Weingarten-Abbildung von S in x.

Bemerkung 2.68 Wird die Orientierung von S gewechselt (d.h., wird N durch −N
ersetzt), so wird Wx durch −Wx ersetzt, die zweite Fundamentalform IIx bleibt aber
dieselbe Abbildung. Somit kann die zweite Fundamentalform auf nichtorientierbaren re-
gulären Flächen definiert werden.

2.7.2 Krümmungen

Definition 2.69 Die Hauptkrümmungen einer orientierten regulären Fläche S in einem
Punkt x ∈ S sind die Eigenwerte der Weingarten-Abbildung Wx.

Bemerkung 2.70 Die Hauptkrümmungen von S in x sind wohldefinierte reelle Zahlen,
denn Wx ist symmetrischer Endomorphismus von TxS, und (siehe Linearalgebra) jeder
symmetrischer Endomorphismus eines euklidischen Raums lässt sich in einer o.n.B. dia-
gonalisieren und hat reelle Eigenwerte.

Warum heißen diese Eigenwerte Krümmungen?

Lemma 2.71 Sei S eine orientierte reguläre Fläche und x ∈ S fest. Sei X ∈ TxS mit
gx(X,X) = ‖X‖2 = 1 und setze E := x+Span(X,N(x)) ⊂ R3. Die Ebene Span(X,N(x))
trage die Orientierung der Basis {X,N(x)}. Sei, für ε > 0 hinreichend klein, c :]−ε, ε[→
E ∩ S nach Bogenlänge parametrisierte Kurve mit c(0) = x und c′(0) = X.
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N(x)

S

b

x

c

X

c : ] − ε, ε[→ S ∩ (x + Span(X,N(x)))

Dann gilt
gx(Wx(X), X) = κ(0),

wobei κ die Krümmung der ebenen Kurve c ist.

Beweis: Zuerst muss folgende Behauptung bewiesen werden.
Behauptung: Eine solche nach Bogenlänge parametrisierte Kurve c existiert.
Beweis der Behauptung: Sei V offene Umgebung von x in R3 und π : V −→ R Submersion
mit V ∩ S = π−1({0}) (ein solches Paar (V, π) existiert nach Proposition 2.19). Dann ist
Ω := E ∩ V eine offene Umgebung von x in E. Setzt man E0 := Span(X,N(x))), so
ist Ω0 := −x + Ω offene Umgebung von 0 im zweidimensionalen Vektorraum E0. Die
Abbildung π0 : Ω0 −→ R, y 7→ π(x + y), is offenbar C∞ und es gilt d0π0(N(x)) =
dxπ(N(x)) 6= 0 wegen TxS∩E0 = Ker(dxπ)∩E0 = RX. Aus dem Satz über Submersionen
(Satz 2.18) folgt die Existenz einer offenen Umgebung W0 von 0 in Ω0 und eines C∞

Diffeomorphismus ϕ : W0 −→ ϕ(W0) (mit ϕ(W0) offen in R2) s.d. π0 ◦ ϕ−1(y) = y2 gilt
für alle y ∈ ϕ(W0). O.B.d.A. sei ϕ(W0) der Form ] − ε, ε[×] − ε, ε[ für ein ε > 0. Es gilt
dann

(x+W0) ∩ S = x+ π−1
0 ({0}) = {x+ ϕ−1(y1, 0) | y1 ∈] − ε, ε[}

und ] − ε, ε[
c̃→ (x + W0) ∩ S, t 7→ x + ϕ−1(t, 0) ist eine regulär parametrisierte Kurve,

die in E ∩ S verläuft mit c̃(0) = x und c̃′(0) = λX für ein λ ∈ R (denn ∂ϕ−1

∂x1
(y1, 0) ∈

Ker(dϕ−1(y1,0)π0) = Ker(dx+ϕ−1(y1,0)π)). Nach eventueller (orientierungserhaltender oder
orientierungsumkehrender) Umparametrisierung von c̃ nach Bogenlänge kann außerdem
c′(0) = X erreicht werden.

√

Nach Definition von Wx gilt:

gx(Wx(X), X) = −〈Tc(0)N(c′(0)), c′(0)〉
= −〈(N ◦ c)′(0), c′(0)〉
= −( 〈N ◦ c, c′〉︸ ︷︷ ︸

=0 (N(x)⊥TxS)

)′(0) + 〈N ◦ c(0), c′′(0)〉

Prop. 1.41
= κ(0)〈N ◦ c(0), n(0)〉,

wobei n :] − ε, ε[→ Span(X,N(x)) das Normalenfeld zu c ist (siehe Definition 1.32).
Außerdem gilt c′(0) = X und {X,N(x)} ist p.o.n.B. von Span(X,N(x)), insbesondere
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gilt n(0) = N(x) und somit

gx(Wx(X), X) = κ(0)〈N(x), N(x)〉 = κ(0).

�

Insbesondere gilt, für X := Xi Eigenvektor von Wx zum Eigenwert λi mit ‖Xi‖ = 1:

κi(0) = gx(Wx(Xi), Xi) = λigx(Xi, Xi) = λi,

wobei κi die Krümmung einer nach Bogenlänge parametrisierten Kurve c :] − ε, ε[→
(x+ Span({Xi, N(x)}))∩S ist mit c(0) = x und c′(0) = Xi. Die Hauptkrümmungen sind
also wohl Krümmungen ebener Kurven.

Definition 2.72 Sei S ⊂ R3 orientierte reguläre Fläche. Ein Punkt x ∈ S heißt genau
dann Nabelpunkt von S, wenn ein λ ∈ R so existiert, dass Wx = λ · IdTxS gilt (d.h., wenn
beide Hauptkrümmungen von S in x gleich sind).

Beispiele 2.73

1. Sei S := p0 + E0 eine affine Ebene. Die reguläre Fläche S ist orientierbar, und für
N : S −→ R3, N(x) := n (wobei n ∈ E⊥

0 mit ‖n‖ = 1) gilt Wx = −TxN = 0
(die Abbildung N ist konstant auf S) für jedes x ∈ S, d.h., jeder Punkt von S ist
Nabelpunkt.

2. Sei S der Graph einer C∞ Funktion h : U → R (wobei U ⊂ R2 offen ist). Auf S
kann folgendes C∞ Einheitsnormalenfeld definiert werden (siehe Lemma 2.59):

N(x) :=
∂F
∂x1

(F−1(x)) × ∂F
∂x2

(F−1(x))

‖ ∂F
∂x1

(F−1(x)) × ∂F
∂x2

(F−1(x))‖ ,

wobei F : U → R3, F (y) :=




y1

y2

h(y)


. Nach Berechnung der partiellen Ableitungen

von F bis um die zweite Ordnung in y ∈ U ergibt sich

N ◦ F (y) =
1√

1 + ‖gradyh‖2




− ∂h
∂x1

(y)

− ∂h
∂x2

(y)

1




mit gradyh =

(
∂h
∂x1

(y)
∂h
∂x2

(y)

)
und ∂ 2F

∂xi∂xj
(y) =




0
0

∂ 2h
∂xi∂xj

(y)


 für alle i, j ∈ {1, 2}.

Damit bekommt man, für alle y ∈ U ,

(hij(y))i,j =
1√

1 + ‖gradyh‖2

( ∂ 2h

∂xi∂xj
(y)
)
i,j
.
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3. Sei S := S2. Dann ist S orientierbare reguläre Fläche, und für das durch N(x) := x
auf S definierte glatte Einheitsnormalenfeld N gilt:

Wx = −TxN = −IdTxS

für alle x ∈ S. Insbesondere ist jeder Punkt der Sphäre Nabelpunkt, und bzgl. jeder
lokalen Parametrisierung (U, F ) von S gilt

(hij(y))i,j = −(gij(y))i,j.

4. Sei S :=
{
x =




x1

x2

x3


 ∈ R3 s.d. x2

1 + x2
2 = 1

}
= S1 × R der Zylinder von Radius

1 um die x3-Achse.

x3

S

×

×

Bemerke zuerst, dass S ⊂ R3 \ Re3 Niveaufläche von π : R3 \ Re3 → R, π(x) :=
x2

1 + x2
2 (die eine Submersion R3 \Re3 → R ist) ist und somit orientierbare reguläre

Fläche. Wegen TxS = Ker(dxπ) =




x1

x2

0




⊥

für jedes x ∈ S kann man als glattes

Einheitsnormalenfeld N(x) :=




x1

x2

0



 auf S definieren.

Es gilt dann, für jedes X ∈ TxS ⊂ R3: Wx(X) = −




X1

X2

0


. Eine p.o.n.B von

TxS wird aber gegeben durch
{
u(x) :=




−x2

x1

0


 , v(x) :=




0
0
1



}

, somit gelten

Wx(u(x)) = −u(x) und Wx(v(x)) = 0, d.h., es gilt

Mat{u(x),v(x)}(Wx) =

(
−1 0
0 0

)
.
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Die Fläche S hat in jedem Punkt zwei Hauptkrümmungen, 0 und −1.

Definition 2.74 Sei S ⊂ R3 orientierte reguläre Fläche und x ∈ S.

1. Eine Hauptkrümmungsrichtung von S in x ist eine lineare Gerade in TxS, die in
einem Eigenraum von Wx enthalten ist.

2. Eine Krümmungslinie von S in x ist eine regulär parametrisierte Kurve c : I −→ S
s.d. c′(t) in einer Hauptkrümmungsrichtung von S in c(t) enthalten ist, für alle
t ∈ I.

Beachte, dass immer c′(t) ∈ Tc(t)S gilt, falls c : I −→ S ableitbare Abbildung ist. Bemerke
auch, dass beide Begriffe auf nichtorientierbaren Flächen definiert werden können.

Beispiele 2.75

1. Ist S eine affine Ebene oder die Sphäre S2, so sind für alle x ∈ S alle linearen Geraden
in TxS Hauptkrümmungsrichtungen von S in x. Daraus folgt insbesondere, dass alle
regulär parametrisierten Kurven auf S Krümmungslinien sind.

2. Ist allgemeiner x Nabelpunkt von S, so sind alle linearen Geraden in TxS Haupt-
krümmungsrichtungen von S in x.

3. Ist S = S1 × R der Zylinder vom Radius 1 um die x3-Achse (Beispiel 2.73.3)
und x ∈ S gegeben, so gibt es genau zwei Hauptkrümmungsrichtungen von S in
x: die Geraden Ru(x) und Rv(x) (in den Bezeichnungen von Beispiel 2.73.3). Die
Krümmungslinien von S in x sind die waagerechten Kreisbögen und die senkrechten
Geradenstrecken durch x.

Definition 2.76 Sei S ⊂ R3 orientierte reguläre Fläche und x ∈ S.

i) Die Gauss-Krümmung von S in x ist definiert durch

K(x) := det(Wx) ∈ R.

ii) Die mittlere Krümmung von S in x ist definiert durch

H(x) :=
1

2
tr(Wx) ∈ R,

wobei “tr” die Spur bezeichnet.

iii) Das mittlere Krümmungsfeld von S in x ist definiert durch

~H := H(x)N(x).

Bemerkungen 2.77

1. Sind λ1(x) und λ2(x) die Hauptkrümmungen von S in x (bzgl. eines festen Einheits-
normalenfelds N auf S), so gilt

∣∣∣∣∣∣

K(x) = λ1(x)λ2(x)

H(x) = λ1(x)+λ2(x)
2

.
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2. Wird die Orientierung von S umgekehrt (d.h., wird N durch −N ersetzt), so bleibt
K dieselbe (denn Wx wird −Wx und det(−Wx) = (−1)2 det(Wx) = det(Wx)) und
so ändert sich H um ein Vorzeichen (denn tr(−Wx) = −tr(Wx)); das mittlere
Krümmungsfeld bleibt allerdings unverändert. Daraus folgt insbesondere, dass K,
H2 und ~H auf nichtorientierbaren regulären Flächen definiert werden können.

Gibt es einen Zusammenhang zwischen der Gauss- und der mittleren Krümmung?

Proposition 2.78 Sei S ⊂ R3 eine reguläre Fläche und x ∈ S gegeben. Dann gilt

K(x) ≤ H(x)2,

mit Gleichheit genau dann, wenn x Nabelpunkt von S ist.

Beweis: Sei N in einer Umgebung von x in S definiertes C∞ Einheitsnormalenfeld auf S.
Seien λ1(x) und λ2(x) die Hauptkrümmungen von S in x bzgl. N . Dann gilt:

H2(x) −K(x) = (
λ1(x) + λ2(x)

2
)2 − λ1(x)λ2(x)

=
λ1(x)

2 − 2λ1(x)λ2(x) + λ2(x)
2

4

= (
λ1(x) − λ2(x)

2
)2 ≥ 0,

was die Ungleichung beweist. Die Gleichheit gilt genau dann, wenn λ1(x) = λ2(x) gilt,
d.h., wenn beide Hauptkrümmungen von S in x gleich sind. �

Wie rechnet man allgemein die Hauptkrümmungen, die mittlere und die Gauss-Krümmung
mittels einer lokalen Parametrisierung aus?

Proposition 2.79 Sei S eine orientierte reguläre Fläche und (U, F ) eine lokale Para-
metrisierung von S. Dann gilt, für jedes y ∈ U und bzgl. der Basis { ∂F

∂x1
(y), ∂F

∂x2
(y)} von

TF (y)S:
(hij(y))i,j = (gij(y))i,j · Mat(WF (y)).

Insbesondere gilt

∣∣∣∣∣∣∣

H ◦ F (y) = 1
2
tr
(
(gij(y))

−1
i,j · (hij(y))i,j

)

K ◦ F (y) = det
(
(gij(y))

−1
i,j · (hij(y))i,j

)
=

det((hij(y))i,j )

det((gij(y))i,j )

und H und K sind C∞ Abbildungen auf S.

Beweis: Die erste Identität folgt unmittelbar aus folgender Behauptung aus der Linearal-
gebra.
Behauptung: Ist f Endormorphismus eines n-dimensionalen euklidischen Raumes (V, 〈· , ·〉)
und B = (vj)1≤j≤n eine beliebige Basis von V , so gilt für die Matrizen H der Bilinearform
(X, Y ) 7→ 〈f(X), Y 〉 bzw. G der Bilinearform (X, Y ) 7→ 〈X, Y 〉 bzw. M von f in der Basis
B

tH = G ·M.
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Beweis der Behauptung: Für jede 1 ≤ i, j ≤ n gilt nach Definition

Hij = 〈f(vi), vj〉

=

n∑

k=1

Mki〈vk, vj〉

=
n∑

k=1

MkiGkj

=
n∑

k=1

GjkMki

= (G ·M)ji,

was zu beweisen war.
√

Man wende die Behauptung an mit V = TxS, 〈· , ·〉 = gx, f = Wx und wähle als Basis
B = { ∂F

∂x1
(F−1(x)), ∂F

∂x2
(F−1(x))}. Die beiden letzten Identitäten folgen direkt aus dieser.

Bemerke dann, dass die auf der rechten Seite stehenden Ausdrücke C∞ von y abhängen.
�

2.7.3 Geometrische Interpretation der Gauss-Krümmung

Wie bei Kurven wollen wir die “lokale Gestalt” einer regulären Fläche von ihrer “Krüm-
mung” ablesen. Das zentrale Ergebnis, welches es uns erlaubt, ist folgender Satz:

Satz 2.80 Sei S ⊂ R3 reguläre Fläche und x ∈ S ein Punkt. Dann existiert eine lokale
Parametrisierung (U, F ) von S um x mit den folgenden Eigenschaften:

i) 0 ∈ U und F (0) = x,

ii) (gij(0))1≤i,j≤2 = I2,

iii)
(
∂gij

∂yk
(0)
)

1≤i,j≤2
= 0 für alle k ∈ {1, 2},

iv) Für alle y ∈ U gilt

F (y) = x+ y1
∂F

∂y1
(y) + y2

∂F

∂y2
(y) +

1

2

2∑

i,j=1

hij(0)yiyjN(x) + O(‖y‖3),

wobei N(x) :=
∂F
∂y1

(F−1(x))× ∂F
∂y2

(F−1(x))

‖ ∂F
∂y1

(F−1(x))× ∂F
∂y2

(F−1(x))‖ .

Beweis: Wir wählen eine beliebige lokale Parametrisierung (U, F ) von S um x und ändern
sie schrittweise, bis alle Eigenschaften i) − iv) erfüllt sind.
Sei erstens y0 := F−1(x) ∈ U und setze U0 := −y0 + U . Betrachte die Abbildung
F0 : U0 −→ R3, F0(y) := F (y + y0) für alle y ∈ U0. Da eine Verschiebung ein C∞

Diffeomorphismus des R2 ist, ist F0 : U0 −→ R3 eine lokale Parametrisierung von S um x
mit 0 = −y0 + y0 ∈ U0 und F0(0) = F (y0) = x, somit ist i) für F0 erfüllt. Um zusätzliche
Notationen zu vermeiden, bezeichnen wir die neue lokale Parametrisierung (U0, F0) wieder
mit (U, F ).
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Um ii) zu erreichen, verknüpfen wir F mit einer geeigneten linearen Transformation des
R2. Fixiere dafür eine o.n.B. {X1, X2} von TxS. Da d0F : R2 −→ TxS ein linearer Iso-
morphismus ist (siehe Proposition 2.40), existieren genau zwei Vektoren Y1, Y2 von R2 mit
d0F (Yk) = Xk, k = 1, 2. Definiere die lineare Abbildung A : R2 −→ R2 durch A(ek) := Yk,
k = 1, 2. Wegen der linearen Unabhängigkeit der beiden Vektoren Y1, Y2 ist A ein linearer
Automorphismus von R2. Setze U := A−1(U) und F := F ◦A : U −→ R3, dann ist (U, F )
eine lokale Parametrisierung von S um x mit 0 = A−1(0) ∈ U , F (0) = F (0) = x und nach
Anwendung der Kettenregel bekommt man

∂F

∂yk
(0) = d0F (A(ek)) = d0F (Yk) = Xk

für alle k = 1, 2. Da {X1, X2} eine o.n.B. von TxS ist, gilt insbesondere für die Koeffi-

zienten der ersten Fundamentalform gij(0) = 〈 ∂F
∂yi

(0), ∂F
∂yj

(0)〉 = 〈Xi, Xj〉 = δij für alle

1 ≤ i, j ≤ 2, somit sind i) und ii) für (U, F ) erfüllt. Wiederum bezeichnen wir die neue
lokale Parametrisierung mit (U, F ) statt (U, F ).
Im letzten Schritt wollen wir iii) und iv) gleichzeitig durch eine geeignete “quadratische”
Variablentransformation erreichen. Wir suchen nämlich nach einem - in der Nähe des
Ursprungs definierten - Diffeomorphismus ϕ so, dass F̃ := F ◦ ϕ die Eigenschaften i), ii)
und iv) besitzt. Anschließend zeigen wir, dass iii) dann auch automatisch erfüllt ist.
Um zuerst i) und ii) für F̃ zu behalten, fordern wir ϕ(0) = 0 sowie d0ϕ = IdR2. Die
Taylor-Entwicklung bis um die 2. Ordnung von F̃ in der Nähe von 0 lautet dann

F̃ (y) = F̃ (0) +

2∑

k=1

yk
∂F̃

∂yk
(0) +

1

2

2∑

i,j=1

yiyj
∂2F̃

∂yi∂yj
(0) + O(‖y‖3)

für alle y ∈ R2 nahe genug an 0 (zur Erinnerung steht O(‖y‖3) für eine - hier vektorwertige
- Abbildung in der Nähe des 0 ∈ R2 mit ‖O(‖y‖3)‖ ≤ M‖y‖3 für ein M ∈ R, welches
unabhängig von y ist). Wegen der Annahmen an ϕ und der Eigenschaften i) − ii) für F

gilt F̃ (0) = F (0) = x und d0F̃ = d0F ◦ d0ϕ = d0F , insbesondere gilt ∂F̃
∂yk

(0) = Xk für

alle k = 1, 2. Damit sind schon i) und ii) für F̃ erfüllt. Nun berechnen wir die zweiten
partiellen Ableitungen von F̃ . Dazu bezeichnen wir wie üblich die Koordinatenfunktionen
von ϕ mit ϕ = (ϕ1, ϕ2), wobei ϕk eine reellwertige Funktion ist. Wegen

∂F̃

∂yk
(y) = dϕ(y)F (

∂ϕ

∂yk
(y)) =

2∑

l=1

∂ϕl
∂yk

(y)
∂F

∂yl
(ϕ(y))

für alle y nahe 0 gilt beim Ableiten

∂2F̃

∂yi∂yj
(0) =

∂

∂yi

( 2∑

l=1

∂ϕl
∂yj

(y)
∂F

∂yl
(ϕ(y))

)
|y=0

=
2∑

l=1

∂2ϕl
∂yi∂yj

(0)
∂F

∂yl
(ϕ(0)) +

∂ϕl
∂yj

(0)
2∑

k=1

∂ϕk
∂yi

(0)
∂2F

∂yk∂yl
(ϕ(0))

=
2∑

k=1

∂2ϕk
∂yi∂yj

(0)Xk +
2∑

k,l=1

∂ϕk
∂yi

(0)
∂ϕl
∂yj

(0)
∂2F

∂yk∂yl
(0)

=
2∑

k=1

∂2ϕk
∂yi∂yj

(0)Xk +
2∑

k,l=1

δikδjl
∂2F

∂yk∂yl
(0)
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=

2∑

k=1

∂2ϕk
∂yi∂yj

(0)Xk +
∂2F

∂yi∂yj
(0).

Insgesamt bekommt man für die obige Taylor-Entwicklung von F̃ um 0:

F̃ (y) = x+

2∑

k=1

ykXk +
1

2

2∑

i,j=1

yiyj

( ∂2F

∂yi∂yj
(0) +

2∑

k=1

∂2ϕk
∂yi∂yj

(0)Xk

)
+ O(‖y‖3).

Eigenschaft iv) für F̃ gilt genau dann, wenn die Orthogonalprojektion jedes Vektors
∂2F̃
∂yi∂yj

(0) ∈ R3 (mit 1 ≤ i, j ≤ 2) auf TxS verschwindet, siehe Lemma 2.64. Die letzte

Identität zeigt, dass dies zu ∂2ϕk

∂yi∂yj
(0) = −〈 ∂2F

∂yi∂yj
(0), Xk〉 für alle k = 1, 2 äquivalent ist.

Dies führt zur folgenden Definition für ϕ: man setze ϕ := (ϕ1, ϕ2) mit

ϕk(y) := yk −
1

2

2∑

i,j=1

yiyj〈
∂2F

∂yi∂yj
(0), Xk〉

für alle y ∈ R2. Die Abbildung ϕ ist offensichtlich eine C∞-Abbildung R2 → R2 und
erfüllt ϕ(0) = 0 sowie d0ϕ = IdR2 , insbesondere induziert ϕ einen C∞-Diffeomorphismus
Ũ → ϕ(Ũ), wobei Ũ eine offene Umgebung von 0 im R2 ist (Umkehrsatz!). Bis auf Ver-
kleinerung von Ũ kann ϕ(Ũ) ⊂ U angenommen werden. Nun erfüllt (Ũ , F̃ := F ◦ϕ) auch
Eigenschaft iv) nach Konstruktion von ϕ.
Als letztes zeigen wir, dass auch iii) erfüllt ist. Für die Koeffizienten der ersten Funda-
mentalform bzgl. (Ũ , F̃ ) gilt, für alle 1 ≤ i, j, k ≤ 2,

∂g̃ij
∂yk

(0) = 〈 ∂2F̃

∂yk∂yi
(0),

∂F̃

∂yj
(0)〉 + 〈∂F̃

∂yi
(0),

∂2F̃

∂yk∂yj
(0)〉

= h̃ki(0)〈N(x), Xj〉 + h̃kj(0)〈Xi, N(x)〉
= 0

wegen 〈Xk, N(x)〉 = 0 für alle k = 1, 2. Damit ist der Beweis zu Ende. �

Man beachte, dass die in Satz 2.80 gewonnenen Eigenschaften für (U, F ) nur “im Punkt
x” gelten. Im Allgemeinen kann zum Beispiel nicht angenommen werden, dass gij(y) = δij
für alle y ∈ U erfüllt ist (Übungsaufgabe: warum?).

Definition 2.81 Sei S ⊂ R3 orientierte reguläre Fläche. Ein Punkt x ∈ S heißt genau
dann

i) elliptisch, wenn K(x) > 0 gilt.

ii) hyperbolisch, wenn K(x) < 0 gilt.

iii) parabolisch, wenn K(x) = 0 und Wx 6= 0 gelten.

iv) Flachpunkt, wenn Wx = 0 gilt.

Satz 2.80 kann nun zur Bestimmung der lokalen Gestalt einer orientierten regulären Fläche
S angewendet werden. Sei x ∈ S ein fester Punkt. Nach Satz 2.80 existiert eine lokale
Parametrisierung (U, F ) von S um x, welche i) − iv) genügt. Bis auf ein O(‖y‖3) - was
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klein im Vergleich mit allen anderen Summanden ist - kann dann F (U) als Graph der
Funktion x + y1X1 + y2X2 7→ 1

2

∑2
i,j=1 hij(0)yiyj über x + TxS angesehen werden, mit

Werten in R ·N(x). Diese Funktion ist aber eine quadratische Form, deren Graph einfach
zu beschreiben ist:

• Fall K(x) > 0: In diesem Fall ist x elliptischer Punkt von S. Die Hauptkrümmungen
von S in x sind dann entweder beide positiv oder beide negativ, und die entspre-
chenden Krümmungslinien biegen in dieselbe Richtung. In dem Fall sieht S lokal
um x einem Paraboloid aus.

• Fall K(x) < 0: In diesem Fall ist x hyperbolischer Punkt von S. Die Haupt-
krümmungen von S in x haben entgegengesetzte Vorzeichen, d.h., eine der beiden
Krümmungslinien biegt in Richtung des Normalenfelds, die andere in die andere
Richtung. Die Fläche S sieht lokal um x einem Sattel aus (der Punkt x heißt Sat-
telpunkt von S).

• Fall K(x) = 0 und Wx 6= 0: In diesem Fall ist x parabolischer Punkt von S. Eine
der beiden Krümmungslinien hat verschwindende Krümmung an der Stelle x, die
andere aber nicht. In dem Fall sieht S lokal um x einem gebogenen Halbzylinder
aus.

• Fall Wx = 0 (insbesondere K(x) = 0): In diesem Fall ist x Flachpunkt von S.
Beide Krümmungslinien haben verschwindende Krümmung an der Stelle x. Es gibt
daher keine allgemeine Aussage über die lokale Gestalt von S um x: verschiedene
geometrische Situationen können hier auftreten.

Schöne Bilder dazu können in [1] gefunden werden.

Wir schließen diesen Abschnitt mit einem Satz ab, der die geometrische Bedeutung der
Gauss-Krümmung veranschaulicht.

Satz 2.82 Sei S ⊂ R3 kompakte reguläre Fläche. Dann existiert ein Punkt x ∈ S mit
K(x) > 0.

Beweis: Aus dem Satz von Heine-Borel (siehe z.B. [5]) folgt, dass S beschränkt und ab-
geschlossen im R3 ist. Insbesondere existiert ein R ∈ ]0,+∞[ mit S ⊂ B(0, R) := {x ∈
R3 s.d. ‖x‖ ≤ R}. Setze

R0 := inf
R∈]0,+∞[

{R s.d. S ⊂ B(0, R)}.

Bemerke, dass R0 ∈ [0,+∞[ wohldefinierte reelle Zahl ist.

Behauptung: Es gilt S ⊂ B(0, R0) (insbesondere gilt auch R0 > 0).
Beweis der Behauptung: Angenommen, es gelte S * B(0, R0). Sei x ∈ S \ B(0, R0). Da
B(0, R0) abgeschlossen ist, existiert ein ε > 0 mit B(x, ε) ∩ B(0, R0) = ∅. Es gilt dann
x /∈ B(0, R0 + ε), sonst würde nach der Dreiecksungleichung

‖x− R0

‖x‖x‖ = |‖x‖ −R0| = ‖x‖ − R0 ≤ ε

gelten, somit würde das Element R0

‖x‖x ∈ B(0, R0) auch in B(x, ε) liegen, d.h., es würde
R0

‖x‖x ∈ B(0, R0)∩B(x, ε) gelten, Widerspruch zur Wahl von ε. Die Definition von R0 wird
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damit durch S * B(0, R0 + ε) widersprochen.
√

Behauptung: Es gilt S ∩ S2(0, R0) 6= ∅, wobei S2(0, R0) := {x ∈ R3 s.d. ‖x‖ = R0}.
Beweis der Behauptung: Angenommen, es wäre falsch. Dann wäre der Abstand

d(S, S2(0, R0)) := inf{‖x− y‖, x ∈ S, y ∈ S2(0, R0)}

größer gleich einem ε > 0 (die Abbildung S × S2(0, R0) → R, (x, y) 7→ ‖x − y‖, ist
stetig auf dem kompakten topologischen Raum S × S2(0, R0), sie erreicht insbesondere
ein Minimum darauf). Damit würde

S ⊂ B(0, R0 − ε)

gelten (denn für jedes x ∈ S gilt ‖x − R0

‖x‖x︸ ︷︷ ︸
∈S2(0,R0)

‖ ≥ ε und somit gilt wegen ‖x − R0

‖x‖x‖ =

|‖x‖ − R0| entweder ‖x‖ ≥ R0 + ε︸ ︷︷ ︸
ausgeschl. wegen S⊂B(0,R0)

oder ‖x‖ ≤ R0 − ε), was ein Widerspruch zur

Definition von R0 wäre.
√

Behauptung: Sei x ∈ S ∩ S2(0, R0). Es gilt: TxS = TxS
2(0, R0) = x⊥.

Beweis der Behauptung: Sei c :]−ε, ε[→ S C∞ parametrisierte Kurve mit c(0) = x. Wegen
S ⊂ B(0, R0) gilt

‖c(0)‖2 = R2
0 = max

t∈]−ε,ε[
‖c(t)‖2.

Wegen t 7→ ‖c(t)‖2 C∞ gilt dann (‖c‖2)′(0) = 0, d.h., 〈c′(0), x〉 = 0, somit gilt TxS ⊂ x⊥.
Da aber TxS und TxS

2(0, R0) = x⊥ zweidimensional sind, gilt TxS = x⊥.

Behauptung: Für ein solches x ∈ S ∩ S2(0, R0) gilt K(x) ≥ 1
R2

0
> 0.

Beweis der Behauptung: Sei X ∈ TxS mit gx(X,X) = 1. Wir zeigen |gx(Wx(X), X)| ≥ 1
R0

.

Die Behauptung folgt direkt daraus, da dann entweder gx(Wx(X), X) ≥ 1
R0

für alle solche

X’s oder gx(Wx(X), X) ≤ − 1
R0

für alle solche X’s (die Funktion X 7→ gx(Wx(X), X) ist
stetig auf dem Kreis {X ∈ TxS, ‖X‖ = 1}, und ein Kreis ist zusammenhängend) und in
beiden Fällen gilt det(Wx) ≥ 1

R2
0
.

Es gilt nach Lemma 2.71 gx(Wx(X), X) = κ(0), wobei κ die Krümmung einer nach Bo-
genlänge parametrisierten (ebenen) Kurve c :] − ε, ε[→ S ∩ {x + Span(X,N(x))} mit
c(0) = x und c′(0) = X. Die C∞ Abbildung f :] − ε, ε[→ R, f(t) := ‖c(t)‖2 erreicht aber
dann ihr Maximum in 0: f(0) = R2

0 ≥ f(t) für alle t ∈] − ε, ε[. Insbesondere gilt auch

f ′′(0) ≤ 0,

d.h., 〈c′′(0), c(0)〉 + ‖c′(0)‖2 ≤ 0, oder noch

κ(0)〈n(0), x〉 + 1 ≤ 0.

Zusammen mit n(0) = N(x) = ± x
R0

(denn es gilt ‖x‖ = R0) ergibt sich

1 ≤ −κ(0)〈n(0), x〉 = |κ(0)〈n(0), R0n(0)〉| = |κ(0)|R0,
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d.h., |κ(0)| ≥ 1
R0

, was zu zeigen war.
√

Der Satz ist somit bewiesen. �

Die Aussage dieses Satzes entspricht der Vorstellung, dass ein Punkt auf S mit maximalem
Abstand zum Ursprung 0 ∈ R3 einem elliptischen Punkt aussehen muss, es sei denn man
könnte einen weiteren Punkt auf der Fläche mit größerem Abstand zu 0 finden. Bemerke,
dass dies für nichtkompakte Flächen natürlich nicht gilt (betrachte z.B. eine affine Ebene).

2.7.4 Minimalflächen

Definition 2.83 Eine reguläre Fläche S ⊂ R3 heißt genau dann minimal, wenn ~H = 0
gilt, wobei ~H das mittlere Krümmungsfeld von S in R3 ist.

Beispiele 2.84

1. Sei S eine affine Ebene. Dann verschwindet die zweite Fundamentalform auf S,
insbesondere ist S Minimalfläche.

2. Sei S die Kettenfläche (oder noch das Katenoid genannt), die definiert ist durch

S :=
{



cosh(y1) cos(y2)
cosh(y1) sin(y2)

y1



 , (y1, y2) ∈ R2
}
.

Die Abbildung F : R×]0, 2π[→ R3, F (y) :=




cosh(y1) cos(y2)
cosh(y1) sin(y2)

y1


, ist lokale Para-

metrisierung von S (Übungsaufgabe); durch das Ersetzen von ]0, 2π[ durch ] − π, π[
bekommt man eine weitere lokale Parametrisierung von S und S kann insgesamt
durch diese zwei lokalen Parametrisierungen beschrieben werden.

Es gilt, für alle y ∈ R×]0, 2π[: ∂F
∂x1

(y) =




sinh(y1) cos(y2)
sinh(y1) sin(y2)

1


 bzw. ∂F

∂x2
(y) =




− cosh(y1) sin(y2)
cosh(y1) cos(y2)

0



 und somit

N ◦ F (y) :=
1

cosh(y1)




− cos(y2)
− sin(y2)
sinh(y1)




definiert ein C∞ Einheitsnormalenfeld auf F (R×]0, 2π[). Die Matrizen der ersten
bzw. zeiten Fundamentalform von S bezüglich (U, F ) sind gegeben durch

(gij(y))1≤i,j≤2 = cosh(y1)
2

(
1 0
0 1

)
bzw. (hij(y))1≤i,j≤2 =

(
−1 0
0 1

)
.
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Daher gilt für die Matrix von WF (y) in der Basis { ∂F
∂x1

(y), ∂F
∂x2

(y)} von TF (y)S:

Mat(WF (y)) =
1

cosh(y1)2

(
−1 0
0 1

)
,

insbesondere verschwindet die mittlere Krümmung, d.h., S ist Minimalfläche. Für
Bilder von S siehe [1].

3. Sei S die Wendelfläche (oder noch das Helikoid genannt), die definiert ist durch

S :=
{



s cos(t)
s sin(t)

t


 , (s, t) ∈ R2

}
.

Die Abbildung F : R2 → R3, F (s, t) :=




s cos(t)
s sin(t)

t


, ist globale Parametrisierung

von S (Übungsaufgabe). Es gilt, für alle (s, t) ∈ U ,

∂F

∂s
(s, t) =




cos(t)
sin(t)

0


 und

∂F

∂t
(s, t) =




−s sin(t)
s cos(t)

1


 ,

somit ist die Matrix der ersten Fundamentalform von S bezüglich (U, F ) gegeben
durch

(gij(s, t))1≤i,j≤2 =

(
1 0
0 s2 + 1

)
.

Ein glattes Einheitsnormalenfeld auf S in F (s, t) (mit (s, t) ∈ U) ist gegeben durch

N(F (s, t)) =
∂F
∂s

(s, t) × ∂F
∂t

(s, t)

‖∂F
∂s

(s, t) × ∂F
∂t

(s, t)‖ ,

wobei ∂F
∂s

(s, t) × ∂F
∂t

(s, t) =




sin(t)
− cos(t)

s


. Daraus folgt:

N(F (s, t)) =
1√
s2 + 1




sin(t)
− cos(t)

s


 .

Es gilt außerdem

∂ 2F

∂s2
(s, t) =




0
0
0




∂ 2F

∂s∂t
(s, t) =




− sin(t)
cos(t)

0





∂ 2F

∂t2
(s, t) =




−s cos(t)
−s sin(t)

0


 ,
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somit folgt aus Lemma 2.64, dass die Matrix der zweiten Fundamentalform von S
bezüglich (U, F ) und N gegeben ist durch

(hij(s, t))1≤i,j≤2 =
1√
s2 + 1

(
0 −1
−1 0

)
.

Daher gilt für die Matrix von WF (s,t) in der Basis { ∂F
∂x1

(s, t), ∂F
∂x2

(s, t)} von TF (s,t)S:

Mat(WF (s,t)) = − 1√
s2 + 1

(
0 1
1

s2+1
0

)
,

insbesondere verschwindet die mittlere Krümmung, d.h., S ist Minimalfläche. Für
Bilder von S siehe [1].

4. Sei S := Graph(h), wobei h : U → R glatt ist mit U ⊂ R2 offen. Ein glattes
Einheitsnormalenfeld auf S ist gegeben durch

N ◦ F (y) =
1√

1 + ‖gradyh‖2




− ∂h
∂x1

(y)

− ∂h
∂x2

(y)

1


 ,

wobei F : U → R3, F (y) :=




y1

y2

h(y)


 globale Parametrisierung von S ist und

gradyh =

(
∂h
∂x1

(y)
∂h
∂x2

(y)

)
den Gradienten von h in y bezeichnet. Bezüglich dieses N

lautet die Matrix A von WF (y) in der Basis { ∂F
∂x1

(y), ∂F
∂x2

(y)} von TF (y)S:

A11 =
1

(1 + ‖gradyh‖2)
3
2

(
− ∂h

∂x1
(y)

∂h

∂x2
(y)

∂ 2h

∂x1∂x2
(y) + (1 +

∂h

∂x2
(y)2)

∂ 2h

∂x2
1

(y)
)

A12 =
1

(1 + ‖gradyh‖2)
3
2

(
− ∂h

∂x1

(y)
∂h

∂x2

(y)
∂ 2h

∂x2
2

(y) + (1 +
∂h

∂x2

(y)2)
∂ 2h

∂x1∂x2

(y)
)

A21 =
1

(1 + ‖gradyh‖2)
3
2

(
− ∂h

∂x1

(y)
∂h

∂x2

(y)
∂ 2h

∂x2
1

(y) + (1 +
∂h

∂x1

(y)2)
∂ 2h

∂x1∂x2

(y)
)

A22 =
1

(1 + ‖gradyh‖2)
3
2

(
− ∂h

∂x1

(y)
∂h

∂x2

(y)
∂ 2h

∂x1∂x2

(y) + (1 +
∂h

∂x1

(y)2)
∂ 2h

∂x2
2

(y)
)
.

Die mittlere Krümmung von S bzgl. N wird also gegeben durch

H ◦ F (y) =
1

(1 + ‖gradyh‖2)
3
2

(
(1 +

∂h

∂x1
(y)2)

∂ 2h

∂x2
2

(y) + (1 +
∂h

∂x2
(y)2)

∂ 2h

∂x2
1

(y)

− 2
∂h

∂x1
(y)

∂h

∂x2
(y)

∂ 2h

∂x1∂x2
(y)
)
.

Die Bedingung, für S Minimalfläche zu sein, ist äquivalent zur folgenden (nichtli-
nearen) partiellen Differentialgleichung auf U :

(1 +
∂h

∂x1

(y)2)
∂ 2h

∂x2
2

(y) + (1 +
∂h

∂x2

(y)2)
∂ 2h

∂x2
1

(y) − 2
∂h

∂x1

(y)
∂h

∂x2

(y)
∂ 2h

∂x1∂x2

(y) = 0.

Z.B. liefert die Einschränkung h auf U einer affin-linearen Abbildung R2 −→ R eine
Minimalfläche (der Graph von h ist dann eine offene Teilmenge einer affinen Ebene).



2.8. EINIGE WEITERE KLASSEN VON BEISPIELEN 137

5. Die euklidische Sphäre ist natürlich keine Minimalfläche (denn je nach Wahl von N
gilt Wx = ±IdTxS für alle x ∈ S2, siehe Beispiel 2.73.3).

Man kann sich allerdings fragen, ob kompakte Minimalflächen überhaupt existieren.

Proposition 2.85 Es existiert keine kompakte reguläre Minimalfläche in R3.

Beweis: Angenommen, es gäbe eine, nennen wir sie S. Dann würde einerseits nach Pro-
position 2.78 die Ungleichung K ≤ 0 auf S gelten, und andererseits würde nach Satz 2.82
mindestens ein Punkt x ∈ S existieren mit K(x) > 0, Widerspruch. �

2.8 Einige weitere Klassen von Beispielen

2.8.1 Regelflächen

Die Regelflächen sind im Wesentlichen die Flächen, die von Geraden erzeugt werden.

Betrachte eine regulär parametrisierte Kurve c : I −→ R3 (wobei I ⊂ R offenes Intervall
ist) und eine weitere glatte Abbildung v : I −→ R3 \ {0}. Setze

F : I × R −→ R3

y = (y1, y2) 7−→ c(y1) + y2v(y1).

Das Bild von F kann so beschrieben werden: in jedem Punkt c(x1) betrachte man die
affine Gerade in R3, die durch c(x1) läuft und v(x1) als Richtungsvektor besitzt. Das Bild
von F ist dann die Vereinigung dieser Geraden.

c

b

c(t)

v(t)

Ist dies eine reguläre Fläche? Die Abbildung F ist zwar C∞, i.A. aber wegen ∂F
∂y1

(y) =

c′(y1) + y2v
′(y1) und ∂F

∂y2
(y) = v(y1) keine Immersion. Setzt man aber zusätzlich voraus,

dass in jedem y1 ∈ I die Vektoren c′(y1) und v(y1) linear unabhängig sind, so sind auch
∂F
∂x1

(y1, 0) und ∂F
∂x2

(y1, 0) linear unabhängig; aus Satz 2.10 folgt, dass für jedes y1 ∈ I offene
Umgebungen Iy1 bzw. Jy1 von y1 in I bzw. von 0 in R so existieren, dass F (Iy1 ×Jy1) eine
reguläre Fläche und F : Iy1 × Jy1 → F (Iy1 × Jy1) Homöomorphismus ist.
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Definition 2.86 Eine reguläre Fläche, die sich lokal beschreiben lässt durch reguläre Pa-
rametrisierungen der Form F : I × J → R3, F (y) = c(y1) + y2v(y1) wobei c, v : I → R3

C∞ sind mit c′(y1) 6= 0 und v(y1) 6= 0 für alle y = (y1, y2) ∈ I × J , heißt Regelfläche.

Beispiele 2.87

1. Sei c : I −→ R2 regulär parametrisierte ebene Kurve so, dass entweder c : I → c(I)
Homöomorphismus oder [c] einfach geschlossen ist (die Kurve darf keinen Selbst-

durchschnitt besizten) und setze v(t) :=




0
0
1


 für alle t ∈ I. Setze S := F (I×R),

wobei F : I ×R → R3, F (y) := c(y1) + y2v(y1). Dann ist S eine Regelfläche, die der
verallgemeinerte Zylinder über c heißt. Beachte, dass F keine globale Parametrisie-
rung von S ist falls [c] einfach geschlossen ist.

2. Sei c : I −→ R2 wie oben und p ∈ R3 \{R2×{0}} fest. Setze v(t) := p− c(t) für alle
t ∈ I und S := F (I×]−∞, 1[), wobei F : I×]−∞, 1[→ R3, F (y) := c(y1)+y2v(y1) =
(1−y2)c(y1)+y2p. Dann ist S eine Regelfläche, die der verallgemeinerte Kegel über
c mit Kegelspitze p heißt.

3. Das Rotationshyperboloid (oder das einschalige Hyperboloid)

S := {x ∈ R3 | x2
1 + x2

2 − x2
3 = 1}

ist eine Regelfläche. Bemerke zuerst, dass S Niveaufläche der Submersion π : R3 \
{0} → R, π(x) := x2

1 + x2
2 − x2

3, ist, somit eine reguläre Fläche. Setze c(t) :=


cos(t)
sin(t)

0


 und v(t) :=




− sin(t)
cos(t)

1


, dann gilt c(t) + sv(t) ∈ S für alle s, t ∈ R.

Ferner ist jeder Punkt auf S dieser Form. Für schöne Bilder dazu, siehe [1].

4. Das hyperbolische Paraboloid (auch Sattelfläche genannt)

S := {x ∈ R3 | x3 = x2
1 − x2

2}
ist eine Regelfläche. Als Graph der Abbildung h : R2 −→ R, h(x) := x2

1 − x2
2 ist

S eine reguläre Fläche. Außerdem gilt c(t) + sv(t) ∈ S für alle s, t ∈ R, wobei

c(t) :=




t
t
0


 und v(t) :=




1
−1
4t


 und jeder Punkt auf S ist dieser Form. Für

schöne Bilder dazu, siehe [1].

5. Das Möbiusband S := F (R×] − 1, 1[), wobei

F (y) :=




cos(y1) + y2 cos(y1) cos(y1
2
)

sin(y1) + y2 sin(y1) cos(y1
2
)

y2 sin(y1
2
)




für alle y = (y1, y2) ∈ R×] − 1, 1[, ist eine Regelfläche. Zuerst ist sie eine reguläre
Fläche (Übungsaufgabe), ferner gilt offenbar F (y) = c(y1) + y2v(y1) mit c(y1) :=


cos(y1)
sin(y1)

0


 und v(y1) :=




cos(y1
2
) cos(y1)

cos(y1
2
) sin(y1)

sin(y1
2
)


, für alle y = (y1, y2) ∈ R×] − 1, 1[.
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Proposition 2.88 Sei S ⊂ R3 Regelfläche. Dann gilt für die Gauss-Krümmung von S

K ≤ 0.

Beweis: Wähle eine lokale Parametrisierung (U, F ) von S der Form F (y) = c(y1)+y2v(y1).

Sei y = (y1, y2) ∈ U fest. Nach Proposition 2.79 gilt K ◦ F (y) =
det((hij(y))i,j )

det((gij (y))i,j )
, wobei

(gij(y))i,j bzw. (hij(y))i,j für die Darstellung der ersten bzw. der zweiten Fundamentalform
bzgl. (U, F ) steht. Da (gij(y))i,j symmetrisch und positiv-definit ist, gilt det((gij(y))i,j) >

0. Wegen ∂ 2F
∂x2

2
(y) = 0 gilt nach Lemma 2.64 h22(y) = 0 und somit auch

det((hij(y))i,j) = h11(y) h22(y)︸ ︷︷ ︸
0

−h21(y)h12(y)

(hij=hji)
= −h12(y)

2 ≤ 0,

woraus K ◦ F (y) ≤ 0 folgt. �

Aus Proposition 2.88 folgt, dass jede reguläre Fläche S, die mindestens einen Punkt x ∈ S
besitzt mit K(x) > 0, keine Regelfläche sein kann. Insbesondere ist jede kompakte reguläre
Fläche keine Regelfläche (wende Satz 2.82 an).

2.8.2 Drehflächen

Definition 2.89 Eine Drehfläche ist eine Teilmenge S ⊂ R3 der Form S = F (I × R)
mit

F (y) =




r(y1) cos(y2)
r(y1) sin(y2)

y1



 ,

wobei I ⊂ R offenes Intervall und r : I →]0,+∞[ C∞ ist.

S

x3

×

×
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Eine Drehfläche, wie der Name es andeutet, entsteht durch Drehung einer Kurve um die
x3-Achse im R3.

Bemerkung 2.90 Eine Drehfläche ist immer eine reguläre Fläche, denn F0 := F|]0,2π[
und

F−π := F|]−π,π[
sind lokale Parametrisierungen von S, die S überdecken (Übungsaufgabe).

Proposition 2.91 Sei S ⊂ R3 eine Drehfläche und (I×]0, 2π[, F ) lokale Parametrisie-
rung von S (Bemerkung 2.90). Dann ist für alle y ∈ I×]0, 2π[ und bzgl. des Normalenfelds

N ◦ F (y) :=
1√

1 + r′(y1)2




− cos(y2)
− sin(y2)
r′(y1)





die Matrix von WF (y) in der Basis { ∂F
∂x1

(y), ∂F
∂x2

(y)} gegeben durch

Mat(WF (y)) =
1

(1 + r′(y1)2)
3
2

(
−r′′(y1) 0

0 1+r′(y1)2

r(y1)

)
.

Beweis: Aus ∂F
∂y1

(y) =




r′(y1) cos(y2)
r′(y1) sin(y2)

1


 bzw. ∂F

∂y2
(y) =




−r(y1) sin(y2)
r(y1) cos(y2)

0


 folgt die

Formel für N . Beim Ableiten von N ◦ F kommt

∂(N ◦ F )

∂x1
(y) =

r′′(y1)

(1 + r′(y1)2)
3
2

∂F

∂x1
(y) und

∂(N ◦ F )

∂x2
(y) = − 1

r(y1)
√

1 + r′(y1)2

∂F

∂x2
(y)

heraus, was zu beweisen war. �

Beispiele 2.92

1. Sei S die Kettenfläche, die im Beispiel 2.84.2 definiert wurde. Dann ist S nach
Definition eine Drehfläche mit r(y1) := cosh(y1) für alle y1 ∈ R.

2. Sei S das Rotationshyperboloid (Beispiel 2.87.3). Dann ist S eine Drehfläche mit
r(y1) :=

√
1 + y2

1 für alle y1 ∈ R.

3. Sei S := T 2 = F (R2) ein sogenannter Drehtorus, wobei

F (y) :=




cos(y1)(R+ r cos(y2))
sin(y1)(R+ r cos(y2))

r sin(y2)



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und 0 < r < R feste Parameter sind. Die Fläche S entsteht durch die Drehung

um die x3-Achse des in der x1x3-Ebene liegenden Kreises mit Mittelpunkt




R
0
0




und Radius r. Dieses Beispiel passt eigentlich zur Definition 2.89 nicht, denn ein
Kreis ist nicht der Form {(t, r(t)), t ∈ I} mit C∞ Abbildung r (die Fläche S ist eine
sogenannte Röhrenfläche). Wir geben allerdings dieses Beispiel an, weil es ziemlich
wichtig ist.

T 2

x3

Es ist leicht, zu überprüfen, dass die Einschränkungen von F über endlich viele
Produkte der Form ]ϕ1, ϕ1 + 2π[×]ϕ2, ϕ2 + 2π[ (mit ϕ1, ϕ2 ∈ R) lokale Parametri-
sierungen von S liefern, die S ganz überdecken. Somit ist S reguläre Fläche.
Es gilt ferner:

∂F

∂y1
(y) = (R+ r cos(y2))




− sin(y1)
cos(y1)

0


 und

∂F

∂y2
(y) = r




− cos(y1) sin(y2)
− sin(y1) sin(y2)

cos(y2)


 ,

und somit wird ein C∞ lokales (eigentlich globales) Einheitsnormalenfeld auf S

gegeben durch N ◦ F (y) =




cos(y1) cos(y2)
sin(y1) cos(y2)

sin(y2)



. Die Matrix von WF (y) in der Basis

{ ∂F
∂x1

(y), ∂F
∂x2

(y)} lautet somit

Mat(WF (y)) =

(
− cos(y2)
R+r cos(y2)

0

0 −1
r

)

für alle y ∈ R2. Insbesondere bekommt man für die mittlere und die Gauss-Krümmung:

H ◦ F (y) = − R+ 2r cos(y2)

2r(R+ r cos(y2))

K ◦ F (y) =
cos(y2)

r(R+ r cos(y2))

für alle y ∈ R2 (Übungsaufgabe: bestimmen Sie die Bereiche von S wo K > 0 bzw.
K < 0, K = 0 und zeichnen Sie sie.).
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Bemerkung 2.93 Aus Proposition 2.91 folgt, dass eine Drehfläche genau dann Minimalfläche
ist, wenn r folgende Differentialgleichung löst:

r′′r = 1 + r′2.

Die Abbildung r(t) := cosh(t) ist eine Lösung: die Kettenfläche ist wohl Minimalfläche.
Sie ist im Wesentlichen die einzige minimale Drehfläche: für feste r0, r1 ∈ R mit r0 > 0 ist
die Lösung der obigen Differentialgleichung mit r(0) = r0 und r′(0) = r1 gegeben durch

r(t) := a cosh(
t

a
+ c)

für alle t ∈ R, wobei a := r0√
1+r21

und c := arsinh(r1).
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Äußere Geometrie von Flächen in R3
- Zusammenfassung

Fläche := [LOKAL] Bild von Parametrisierung (U, F ) (dyF injektiv ∀ y
und F : U −→ F (U) Homöomorphismus).

1. Tangentialebene

S

b x

c

c′(0)
TxS:= {c′(0) | c :] − ε, ε[→ S, c ableitbar mit c(0) =
x} ⊂ R3

2. Abbildungen auf Flächen:

• f differenzierbar auf S
Def.⇐⇒ f ◦ F differenzierbar auf U

∀ (U, F ).

• Tangentialabbildung von f : S → S′ bzw. f : S → Rn

S

bx

c

X

Txf(X) := (f ◦ c)′(0) wobei
c :] − ε, ε[→ S ableitbar mit c(0) = xund c′(0) = X

3. Erste Fundamentalform in x ∈ S := 〈· , ·〉|TxS×TxS

4. Zweite Fundamentalform in x ∈ S:
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• Orientierbarkeit von S ⇐⇒ ∃ N C∞ Einheitsnormalen-

feld auf S (N(y) ⊥ TyS und ‖N(y)‖ = 1 ∀ y ∈ S)

S

N(x)

bx
X

TxS

• Weingarten-Abbildung Wx := −TxN ∈ End(TxS)

• Zweite Fundamentalform IIx(· , ·) := 〈Wx(·), ·〉N(x)

5. Krümmungen in x ∈ S:

• Hauptkrümmungen := Eigenwerte λ1(x) und λ2(x) von

Wx

• Gauss-Krümmung K(x) := det(Wx) = λ1(x)λ2(x)

• Mittlere Krümmung H(x) := 1
2
tr(Wx) = λ1(x)+λ2(x)

2

Mittleres Krümmungsfeld ~H(x) := H(x) ·N(x)

( ~H ≡ 0
Def.⇐⇒ S minimal)

6. Weitere Beispiele (Regel- und Drehflächen)
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Universität Regensburg WS 2008/9
Fakultät für Mathematik
N. Ginoux

Geometrie (LGy)

7. Übungsblatt

24. Aufgabe
Sei die Teilmenge Z von R3 durch Z := {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x2

1 + x2
2 = 1} gegeben.

1. Skizzieren Sie Z.

2. Zeigen Sie, dass Z eine reguläre Fläche ist und bestimmen Sie zwei lokale Parame-
trisierungen, die Z vollständig beschreiben.

Lösung:

1. Z ist der Zylinder von Radius 1 um die x3-Achse.

2. Setze U :=]0, 2π[×R, U ′ :=] − π
2
, 3π

2
[×R, V := {x ∈ R3 | x1 6= 1} und V ′ := {x ∈

R3 | x2 6= −1}. Die Teilmengen U und U ′ sind offen und nichtleer in R2, und die
Teilmengen V und V ′ sind offen und nichtleer in R3. Definiere

F : U −→ R3

(
x1

x2

)
7−→




cos(x1)
sin(x1)
x2




und

G : U ′ −→ R3

(
x1

x2

)
7−→




cos(x1)
sin(x1)
x2



 .

Wir zeigen, dass (U, F, V ) und (U ′, G, V ′) Parametrisierungen sind, die Z vollständig
beschreiben.

• Sei x ∈ Z fest. Dann gilt x1 6= 1 oder x2 6= −1 (sonst x2
1+x

2
2 = 2, Widerspruch),

d.h. x ∈ V oder x ∈ V ′. Somit gilt Z ⊂ V ∪ V ′.

• Die Abbildungen F und G sind offenbar C∞ und es gilt, für alle y ∈ U und
X ∈ R2:

dyF (X) = X1
∂F

∂x1
(y) +X2

∂F

∂x2
(y)

=




−X1 sin(y1)
X1 cos(y1)

X2


 ,
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so dass die Gleichung dyF (X) = 0, dazu äquivalent ist, dass X2 = 0 (dritte
Koordinate) und X1 sin(y1) = X1 cos(y1) = 0; diese letzten Gleichungen sind
zu X1 = 0 äquivalent (denn (sin(y1), cos(y1)) 6= (0, 0) für alle y1 ∈ R). Daraus
folgt, dass dyF : R2 −→ R3 injektiv ist für alle y ∈ U . Analog ist dyG injektiv
für alle y ∈ U ′ (der Ausdruck von G ist gleich dem von F ).

• Für alle x1 ∈]0, 2π[ gilt cos(x1) < 1, insbesondere F (U) ⊂ V . Analog gilt
sin(x2) > −1 für alle x2 ∈]− π

2
, 3π

2
[, somit G(U ′) ⊂ V ′. Außerdem gelten wegen

cos2 + sin2 = 1 die Inklusionen F (U) ⊂ Z und G(U ′) ⊂ Z. Betrachte nun die
Abbildungen

H : V ∩ Z −→ U

x 7−→
(

arg(x1 + ix2)
x3

)

bzw.

L : V ′ ∩ Z −→ U ′

x 7−→
(

arg(−x2 + ix1) − π
2

x3

)
.

Sie sind offenbar stetig mit H ◦F = idU und F ◦H = idZ∩V (bzw. L◦G = idU ′

und G ◦ L = idZ∩V ′). Somit sind F : U −→ Z ∩ V und G : U ′ −→ Z ∩ V ′

Homöomorphismen. QED

25. Aufgabe
Sei die Abbildung f : R3 −→ R durch f(x) := (x1 + x2 + x3 − 1)2 gegeben.

1. Bestimmen Sie die regulären Punkte und die regulären Werte von f .

2. Bestimmen Sie die Werte w von f , für die die Niveaumenge f−1({w}) eine reguläre
Fläche ist.

Lösung:

1. Die Abbildung f ist offenbar C∞ und es gilt, für alle x ∈ R3 und X ∈ R3:

dxf(X) = 2(x1 + x2 + x3 − 1)(X1 +X2 +X3).

Nach Definition ist x genau dann singulärer Punkt von f , wenn dxf = 0 gilt, d.h.
wenn x1 + x2 + x3 − 1 = 0 (denn die Linearform X 7→ X1 + X2 + X3 ist nicht
die Nullabbildung). Daraus folgt, dass die Menge der regulären Punkte von f die
Teilmenge {x ∈ R3 | x1 + x2 + x3 − 1 6= 0} ist. Der einzige singuläre Wert von f ist
dann 0 (es gilt x1 + x2 + x3 − 1 = 0 genau dann, wenn f(x) = 0 gilt). Da offenbar
f(R3) = R+ = [0,+∞[ gilt, ist dann die Menge der regulären Werte von f gleich
]0,+∞[.

2. Ist w ein regulärer Wert von f , so ist nach einem Korollar aus der Vorlesung die
Niveaumenge f−1({w}) eine reguläre Fläche in R3. Für w = 0 gilt aber f−1({0}) =
{x ∈ R3 | x1 + x2 + x3 − 1 = 0}, insbesondere ist f−1({0}) eine affine Ebene; da eine
affine Ebene eine reguläre Fläche ist (Beispiel aus der Vorlesung), ist dann f−1({w})
reguläre Fläche für alle Werte w von f , also für alle w ∈ [0,+∞[.
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26. Aufgabe
Für feste gegebene a, b, c > 0 sei die Teilmenge S von R3 durch

S := {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x
2
1

a2
+

x2
2

b2
+

x2
3

c2
= 1} definiert.

1. Skizzieren Sie S.

2. Zeigen Sie, dass die Abbildung

F :]0, π[×]0, 2π[ −→ R3

x 7−→




a sin(x1) cos(x2)
b sin(x1) sin(x2)

c cos(x1)




eine Immersion ist, und dass F ein Homoömorphismus auf sein Bild ist.
(Hinweis: die Abbildung arg : C \ {z ∈ R, z ≥ 0} −→]0, 2π[, z 7→ arg(z) ist stetig).

Lösung:

1. S ist das Ellipsoid, dessen Durchschnitt mit der x1x2-Ebene die Ellipse mit Mittel-
punkt 0 und Achsenlängen a und b ist, dessen Durchschnitt mit der x1x3-Ebene die
Ellipse mit Mittelpunkt 0 und Achsenlängen a und c ist und dessen Durchschnitt
mit der x2x3-Ebene die Ellipse mit Mittelpunkt 0 und Achsenlängen b und c ist.

2. Die Abbildung F ist offenbar C∞ und es gilt, für alle y ∈]0, π[×]0, 2π[ und X ∈ R2,

dyF (X) = X1
∂F

∂x1

(y) +X2
∂F

∂x2

(y)

=




a(X1 cos(y1) cos(y2) −X2 sin(y1) sin(y2))
b(X1 cos(y1) sin(y2) +X2 sin(y1) cos(y2))

−cX1 sin(y1)


 .

Daraus folgt, dass dyF (X) = 0 genau dann gilt, wenn X1 = 0 (dritte Koordinate und
wegen sin(y1) > 0 für alle y1 ∈]0, π[) und X2 = 0 (denn (cos(y2), sin(y2)) 6= (0, 0) für
alle y2), d.h. wenn X = 0 gilt. Somit ist F eine Immersion, insbesondere ist stetig.
Setze nun U :=]0, π[×]0, 2π[ und V := R3 \ {x ∈ R3 | x2 = 0 und x1 ≥ 0}. Sei ferner
die Abbildung G definiert durch

G : V ∩ S −→ U

x 7−→




arccos(x3

c
)

arg (x1

a
+ ix2

b
)


 .

Die Abbildung G ist offenbar stetig und es gelten F (U) ⊂ S ∩V , G ◦F = idU sowie
F ◦ G|S∩V

= idS∩V (nachrechnen). Somit gilt F (U) = S ∩ V mit S ∩ V offen in S
und F : U −→ S ∩ V ist ein Homöomorphismus.

Bemerkung: Mit ein wenig mehr Arbeit kann man zeigen, dass S eine reguläre Fläche
ist. Wir haben bereits eine lokale Parametrisierung von S gefunden: (U, F, V ). Nicht aber
alle Punkte von S liegen in V : die Halbellipse S ∩ {x ∈ R3 | x2 = 0 und x1 ≥ 0} ist
nicht in V enthalten. Um S vollständig zu beschreiben, brauchen wir nur, eine analoge
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Parametrisierung zu definieren, in dem statt der oben definierten Halbellipse die Halbel-
lipse S ∩ (R3 \ {x ∈ R3 | x3 = 0 und x1 ≤ 0}) abgezogen wird. Dazu definieren wir die
Abbildung

H : U −→ R3

x 7−→




−a cos(x2) sin(x1)
b cos(x1)

−c cos(x2) sin(x1)


 .

Analog wie für F zeigt man, dass H : U −→ S ∩ V ′ ein Homöomorphismus ist wobei
V ′ := R3 \ {x ∈ R3 | x3 = 0 und x1 ≤ 0} und dass H eine Immersion ist. Es gilt außerdem
S ⊂ V ∪ V ′ (Bild malen!), somit ist S reguläre Fläche, die von (U, F, V ) und (U,H, V ′)
vollständig beschrieben wird.

27. Aufgabe
Für feste gegebene r, R > 0 mit r < R sei die Teilmenge T von R3 durch T := {(x1, x2, x3) ∈
R3 | (

√
x2

1 + x2
2 −R)2 + x2

3 = r2} definiert.

1. Skizzieren sie T .

2. Zeigen Sie, dass T eine reguläre Fläche ist.

3. Zeigen Sie, dass die Abbildung

F :]0, 2π[×]0, 2π[ −→ R3

x 7−→




(R+ r cos(x1)) cos(x2)
(R + r cos(x1)) sin(x2)

r sin(x1)





eine lokale Parametrisierung von T liefert.

Lösung:

1. T ist ein sogenannter Drehtorus: T entsteht durch Drehung um die x3-Achse des

in der x1x3-Ebene liegenden Kreises von Radius r und Mittelpunkt




R
0
0


. Der

Mittelpunkt des gedrehten Kreises hat insbesondere stets Abstand R zum Ursprung
0 ∈ R3.

2. Wir zeigen, dass r2 ein regulärer Wert der Funktion f : R3 −→ R, f(x) :=
(
√
x2

1 + x2
2 − R)2 + x2

3 ist. Daraus wird folgen, dass T = f−1({r2}) eine reguläre
Fläche ist (Korollar aus der Vorlesung). Die Funktion f ist C∞ auf Ω := R3 \ Re3
und es gilt, für alle x ∈ Ω und X ∈ R3:

dxf(X) = 2(
√
x2

1 + x2
2 − R)

x1X1 + x2X2√
x2

1 + x2
2

+ 2x3X3.

Somit gilt dxf = 0 genau dann, wenn
x1(

√
x2
1+x2

2−R)√
x2
1+x2

2

=
x2(

√
x2
1+x

2
2−R)√

x2
1+x

2
2

= x3 = 0, was

noch zu x2
1 + x2

2 = R2 und x3 = 0 äquivalent ist. Die Menge der kritischen Punkte
von f ist also der Kreis von Mittelpunkt 0 und Radius R in der x1x2-Ebene, und
der einzige kritische Wert von f ist 0. Somit ist r2 ein regulärer Wert von f .
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3. Sei U :=]0, 2π[×]0, 2π[. Zuerst beweisen wir, dass F : U −→ R3 eine Immersion ist.
Die Abbildung F ist offenbar C∞ mit

∂F

∂x1
(y) =




−r sin(x1) cos(x2)
−r sin(x1) sin(x2)

r cos(x1)




und

∂F

∂x2
(y) =




−(R+ r cos(x1)) sin(x2)
(R+ r cos(x1)) cos(x2)

0





für alle y ∈ U . Diese Vektoren sind linear unabhängig für alle y ∈ U : gilt α1
∂F
∂x1

(y)+

α2
∂F
∂x2

(y) = 0, so gilt α2 = 0 (denn R + r cos(x1) > 0 für alle x1), woraus α1 = 0
folgt. Somit ist F eine Immersion.
Zweitens zeigen wir, dass F ein Homöomorphismus auf sein Bild ist. Durch Einsetzen
bekommen wir die Inklusion F (U) ⊂ T . Sei nun V := {x ∈ R3 | x3 6= 0 und (x1 <
0 oder x2 6= 0)} und G die durch

G : V −→ R2

x 7−→




arg (

√
x2

1 + x2
2 − R+ ix3)

arg (x1 + ix2)





definierte Abbildung. Dann ist V eine offene Teilmenge von R3 mit F (U) ⊂ V , die
Abbildung G ist stetig mit G(V ) ⊂ U . Ferner gilt G ◦ F = idU sowie F ◦ G|T∩V

=
idT∩V . Daraus folgt, dass F : U −→ T ∩ V ein Homöomorphismus ist und dass
(U, F, V ) eine lokale Parametrisierung von T ist.
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28. Aufgabe

1. Seien S ⊂ R3 eine reguläre Fläche und Φ : R3 −→ R3 ein unendlich oft differen-
zierbarer Diffeomorphismus. Zeigen Sie, dass Φ(S) eine reguläre Fläche ist.

2. Leiten Sie daraus her, dass für alle a, b, c > 0 die Teilmenge

S := {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x
2
1

a2
+
x2

2

b2
+
x2

3

c2
= 1}

von R3 eine reguläre Fläche ist.

Lösung:

1. Sei x ∈ Φ(S) und y := Φ−1(x) ∈ S. Sei (V, ϕ) eine lokale Karte von S um y.
Dann ist (Φ(V ), ϕ ◦ Φ−1) eine lokale Karte von Φ(S) um x, denn: x ∈ Φ(V ), ins-
besondere Φ(V ) ∩ Φ(S) 6= ∅, die Teilmenge Φ(V ) ist offen in R3 (Φ : R3 → R3 ist
Homöomorphismus), die Abbildung ϕ ◦ Φ−1 : Φ(V ) −→ ϕ(V ) ist als Verknüpfung
zweier C∞ Diffeomorphismen auch ein C∞ Diffeomorphismus, und es gilt

ϕ ◦ Φ−1(Φ(V ) ∩ Φ(S)) = ϕ ◦ Φ−1(Φ(V ∩ S))

= ϕ(V ∩ S)

= ϕ(V ) ∩ (R2 × {0})
= ϕ ◦ Φ−1(Φ(V )) ∩ (R2 × {0}),

QED. Alternativ kann die Aussage mit lokalen Parametrisierungen bewiesen werden:
man zeige, dass (U,Φ ◦ F,Φ(V )) eine lokale Parametrisierung von Φ(S) ist, wenn
(U, F, V ) eine lokale Parametrisierung von S ist.

2. Die Abbildung

Φ : R3 −→ R3

x 7−→




ax1

bx2

cx3




ist linear und bijektiv, insbesondere ein C∞ Diffeomorphismus von R3. Außerdem
gilt

Φ(S2) = {x ∈ R3 |Φ−1(x) ∈ S2}

= {x ∈ R3 | x
2
1

a2
+
x2

2

b2
+
x2

3

c2
= 1}

= S.

Aus dem 1. Teil der Aufgabe folgt, dass S eine reguläre Fläche ist.
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29. Aufgabe
Entscheiden Sie, ob die folgende Teilmenge S von R3 eine reguläre Fläche ist oder nicht
und begründen Sie es kurz.

1. S := {(x1, x2, x3) ∈ R3 | − x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1}.

2. S := {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x3 = 0 und x1 ≥ 0}.

3. S := F (R2), wobei F (s, t) := (s cos(t), s sin(t), t) für alle s, t ∈ R.

4. S := F (R2), wobei F (s, t) := ( cosh(s) cos(t), cosh(s) sin(t), sinh(s)) für alle s, t ∈ R.

5. S := F (U), wobei F (s, t) := (s, t, h(s, t)), h : U −→ R C∞-Abbildung und U ⊂ R2

offen und nichtleer.

6. (Bonus!) S := {(x1, x2, x3) ∈ R3 | − x2
1 + x2

2 + x2
3 = 0 und x1 ≥ 0}.

Lösung:

1. S ist eine reguläre Fläche, denn S = f−1({1}) wobei f : R3 −→ R, x 7−→ −x2
1 +

x2
2 +x2

3; die Abbildung f ist C∞, hat 0 als einzigen singulären Wert und 1 = f(e2) ∈
f(R3). Die Fläche S heißt einschaliges Hyperboloid.

2. Die Teilmenge S von R3, die eine abgeschlossene Halbebene ist, ist keine reguläre
Fläche, denn: angenommen, S wäre reguläre Fläche, so gäbe es eine lokale Karte
(V, ϕ) um den Punkt x := 0 ∈ S. O.B.d.A. sei V ein offener Ball. Dann hätte
ϕ(V \S) = ϕ(V )∩ (R2 ×{0})c zwei Zusammenhangskomponenten, V \S allerdings
nur eine (Bild malen), Widerspruch (ϕ : V −→ ϕ(V ) ist ein Homöomorphismus).
Allgemeiner ist jede “Fläche mit Rand” (die Definition müsste präziser gemacht
werden) keine reguläre Fläche. Ein anderer Beweis war möglich, der auf folgende
Behauptung beruht:
Behauptung: Eine nichtleere Teilmenge S ′ einer regulären Fläche S ist genau dann
eine reguläre Fläche, wenn S ′ offen in S ′ ist.
Beweis der Behauptung: Nichtleere offene Teilmengen regulärer Flächen sind selber
reguläre Flächen, siehe Vorlesung. Ist umgekehrt S ′ reguläre Fläche, so gibt es um je-
den Punkt x ∈ S ′ eine lokale Karte (V ′, ϕ′) von S ′; da S reguläre Fläche ist, existiert
es eine lokale Karte (V, ϕ) von S um x. Die Abbildung ϕ◦ϕ′−1 : ϕ′(V ∩V ′∩S ′) −→
ϕ(V ∩ V ′ ∩ S ′) ist C∞ und ihre Differentialabbildung ist in jedem Punkt ein Auto-
morphismus von R2. Mit dem Umkehrsatz folgt, dass ϕ(V ∩V ′ ∩S ′) offen in R2 ist,
somit ist V ∩V ′∩S ′ offen in S. Da V ∩V ′∩S ′ eine Umgebung von x in S ′ ist, folgt
insgesamt, dass S ′ offen in S ist.

√

3. S ist eine reguläre Fläche, denn F ist C∞, ist eine Immersion auf R2, und F : R2 −→
F (R2) ist ein Homöomorphismus (Umkehrabbildung gegeben durch (x1, x2, x3) ∈
S 7−→ (e−ix3(x1 + ix2), x3)). Die Fläche S heißt Wendelfläche.

4. S ist eine reguläre Fläche, denn F ist C∞, ist eine Immersion auf R2, F|R×]0,2π[
:

R×]0, 2π[−→ F (R×]0, 2π[) = S\{( cosh(s), 0, sinh(s)), s ∈ R} ist ein Homöomorphismus
(Umkehrabbildung gegeben durch (x1, x2, x3) ∈ F (R×]0, 2π[) 7−→ (arsinh(x3), arg(x1+
ix2)) ∈ R×]0, 2π[) und die Abbildung G := F|R×]−π,π[

: R×] − π, π[−→ S liefert auf
analoge Weise eine zweite lokale Parametrisierung von S so, dass S vollständig durch
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F|R×]0,2π[
und G beschrieben wird (Bild malen). Die Fläche S ist ein einschaliges Hy-

perboloid, denn S = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x2
1 + x2

2 − x2
3 = 1} (nachweisen).

5. S ist als Bild einer globalen regulären Parametrisierung eine reguläre Fläche, denn F
ist eine C∞ Immersion und ein Homöomorphismus auf sein Bild (Umkehrabbildung
ist gegeben durch x ∈ F (U) 7−→ (x1, x2)).

6. Die Teilmenge S von R3, die ein abgeschlossener Kegel ist, ist keine reguläre Fläche,
denn: angenommen, S wäre reguläre Fläche, so gäbe es eine lokale Karte (V, ϕ) um
den Punkt x := 0 ∈ S. Sei x0 := ϕ(x) ∈ ϕ(V ) und betrachte eine beliebige regulär
parametrisierte Kurve γ :] − 1, 1[−→ ϕ(V ) ∩ (R2 × {0}) mit γ(0) = x0 (eine sol-
che Kurve existiert, wähle z.B. ein Geradensegment durch x0 und parametrisiere es
eventuell um). Setze c := ϕ−1 ◦ γ :] − 1, 1[−→ V ∩ S. Dann müsste c = (c1, c2, c3)
regulär parametrisiert sein mit c(0) = 0. Wegen c1(0) = min

t∈]−1,1[
(c1(t)) müsste aber

c′1(0) = 0 gelten. Andererseits liefert die Bedingung c(t) ∈ S für alle t nach zweima-
ligem Ableiten

−c′1(0)2 + c′2(0)2 + c′3(0)2 = 0,

was c′1(0) = c′2(0) = c′3(0) = 0 implizieren würde, Widerspruch zur Regularität von
c.
Hat allgemeiner eine Fläche eine “Spitze” oder eine “Kante” (z.B. alle Polyeder-
flächen), so ist sie keine reguläre Fläche.

30. Aufgabe
Man bezeichne mit H2 := {(x1, x2, x3) ∈ R3 | − x2

1 + x2
2 + x2

3 = −1 und x1 > 0} die
hyperbolische Ebene. Zeigen Sie, dass die Abbildung Φ : H2 −→ S ein wohldefinierter C∞

Diffeomorphismus ist für:

1. S := {0} × R2 und Φ(x) := (0, x2, x3), wobei x = (x1, x2, x3).

2. S := {y ∈ R3 | y1 = 0 und y2
2 + y2

3 < 1} und Φ(x) := 1
1+x1

(0, x2, x3).

Lösung:

1. Die Abbildung Φ, die offenbar wohldefiniert ist, ist die Einschränkung auf H2 der
C∞ Abbildung R3 −→ R2, x 7−→ (0, x2, x3), somit ist nach der Vorlesung C∞. Die
Abbildung Ψ : {0} × R2 −→ R3, y 7−→ (

√
1 + ‖y‖2, y1, y2) ist auch offenbar C∞

und erfüllt Ψ({0} × R2) ⊂ H2 (insbesondere muss Ψ : {0} × R2 −→ H2 nach der
Vorlesung C∞ sein), Ψ ◦Φ = idH2 und Φ ◦ Ψ = id{0}×R2 (nachrechnen), somit ist Φ
ein C∞ Diffeomorphismus.
Geometrische Interpretation: Φ ist die Projektion auf die x2x3-Ebene.

2. Sei x ∈ H2 fest. Wegen x1 ≥ 1 ist der Quotient 1
1+x1

wohldefiniert. Ferner gilt

‖Φ(x)‖2 < 1 ⇐⇒ x2
2 + x2

3 < (1 + x1)
2

⇐⇒ x2
1 − 1 < (1 + x1)

2

⇐⇒ x1 − 1 < x1 + 1,

was für alle x ∈ H2 erfüllt ist, somit gilt Φ(H2) ⊂ S. Die Abbildung Φ ist somit
wohldefiniert. Außerdem ist Φ die Einschränkung der C∞ Abbildung {x ∈ R3 | x1 >



2.8. EINIGE WEITERE KLASSEN VON BEISPIELEN 153

−1} −→ R2, x 7−→ 1
1+x1

(0, x2, x3), somit ist nach der Vorlesung C∞. Die Abbildung

Ψ : S −→ R3, y 7−→ 1
1−‖y‖2 (1 + ‖y‖2, 2y2, 2y3) ist auch offenbar C∞ und erfüllt

Ψ(S) ⊂ H2 (insbesondere muss Ψ : S −→ H2 nach der Vorlesung C∞ sein), Ψ◦Φ =
idH2 und Φ ◦ Ψ = id{0}×R2 (nachrechnen), somit ist Φ ein C∞ Diffeomorphismus.
Geometrische Interpretation: Φ kann folgendermaßen definiert werden. Für ein x ∈
H2 betrachte die affine Gerade, die durch x und −e1 = (−1, 0, 0) geht. Diese Gerade
schneidet die Einheitscheibe S ⊂ {0} × R2 in genau einem Punkt, der Φ(x) ist.

31. Aufgabe
Sei S ⊂ R3 eine reguläre Fläche und f : S −→ Rn eine Abbildung. Zeigen Sie, dass f
genau dann C∞ ist, wenn es für jedes x ∈ S eine offene Umgebung V von x in R3 sowie
eine C∞-Abbildung f̃ : V −→ Rn gibt mit

f̃|V ∩S
= f|V ∩S

.

(Hinweis: Setzen Sie f lokal mithilfe von lokalen Karten fort.)

Lösung: Angenommen, es gibt für jedes x ∈ S eine solche Umgebung V und eine solche
Abbildung f̃ : V −→ Rn. Dann ist f|V ∩S

die Einschränkung auf der regulären Fläche V ∩S
der C∞-Abbildung f̃ , insbesondere ist selber C∞ auf V ∩ S (nach Vorlesung). Dies gilt
um jeden Punkt von S, somit ist f : S −→ Rn C∞.
Sei umgekehrt f : S −→ Rn C∞. Für x ∈ S fest sei (V, ϕ) eine lokale Karte von S
um x, d.h. V ist eine offene Umgebung von x in R3 und ϕ : V −→ ϕ(V ) ist ein C∞

Diffeomorphismus auf eine offene Teilmenge ϕ(V ) von R3 mit ϕ(V ∩S) = ϕ(V )∩(R2×{0}).
O.B.d.A. sei ϕ(V ) = {x ∈ R3 | ‖x‖ < r} für ein r > 0 (sonst verschiebe oder verkleinere
ϕ(V )). Definiere f̃ : V −→ Rn durch

f̃(y) := f ◦ ϕ−1(ϕ1(y), ϕ2(y), 0)

wobei ϕ(y) = (ϕ1(y), ϕ2(y), ϕ3(y)) für alle y ∈ V (man kann f̃ als konstante Fortset-
zung von f|V ∩S

“in der x3-Richtung” auffassen). Die Abbildung f̃ ist wohldefiniert we-
gen (z1, z2, 0) ∈ ϕ(V ) für alle z = (z1, z2, z3) ∈ ϕ(V ), sie ist offenbar C∞ und für alle
y ∈ V ∩ S = ϕ−1(ϕ(V ) ∩ (R2 × {0})) gilt

f̃(y) = f ◦ ϕ−1(ϕ1(y), ϕ2(y), 0)

= f ◦ ϕ−1(ϕ(y))

= f(y),

was zu beweisen war.
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32. Aufgabe
Für eine gegebene nichtleere offene Teilmenge U von R2 und eine gegebene C∞ Abbildung
h : U −→ R sei S die durch S := Graph(h) definierte reguläre Fläche.

1. Zeigen Sie, dass S diffeomorph zu U × {0} ist.

2. Zeigen Sie, dass die Tangentialebene an S in einem Punkt p =




y1

y2

h(y1, y2)



 gege-

ben ist durch

TpS =
{
V ∈ R3 | ∂h

∂x1
(y1, y2) · V1 +

∂h

∂x2
(y1, y2) · V2 − V3 = 0

}

und bestimmen Sie eine Basis von TpS.

3. Zeigen Sie, dass TpS = R2 ×{0} genau dann gilt, wenn (y1, y2) ein kritischer Punkt
von h ist.

Lösung:

1. Es wurde bereits in der Vorlesung bewiesen, dass S eine globale Parametrisierung

besitzt: definiert man F : U −→ R3 durch F (y1, y2) :=




y1

y2

h(y1, y2)


 für alle

y = (y1, y2) ∈ U , so ist (U, F, U ×R) eine globale Parametrisierung von S. Nach der
Vorlesung ist jede (lokale oder globale) Parametrisierung stets ein C∞ Diffeomor-
phismus auf sein Bild. Daraus folgt, dass F : U −→ S = F (U) ein C∞ Diffeomor-
phismus ist. Da U und U × {0} offenbar diffeomorph sind (siehe Bemerkung in der
Vorlesung), müssen dann S und U × {0} diffeomorph sein.

2. Nach der Vorlesung bilden von die Vektoren ∂F
∂x1

(y) und ∂F
∂x2

(y) eine Basis von TpS
(denn (U, F, U × R) ist globale Parametrisierung von S). Wegen

∂F

∂x1
(y) =




1
0

∂h
∂x1

(y)


 und

∂F

∂x2
(y) =




0
1

∂h
∂x2

(y)




wird eine Basis von TpS durch {




1
0

∂h
∂x1

(y)


 ,




0
1

∂h
∂x2

(y)


} gegeben. Desweiteren

liegt ein Vektor V ∈ R3 genau dann in TpS, wenn V eine lineare Kombination dieser
beiden Basisvektoren ist, was unmittelbar zur gesuchten Gleichung führt (Linearal-
gebra 1).
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3. Nach der 2. Frage und R2 × {0} = {V ∈ R3 | V3 = 0} gilt TpS = R2 × {0} genau
dann, wenn

∂h

∂x1

(y1, y2) =
∂h

∂x2

(y1, y2) = 0,

d.h. wenn dyh = 0, d.h. wenn y ein kritischer Punkt von h ist. Tatsächlich ist
die Tangentialebene an Graph(h) waagerecht, falls z.B. h ein Minimum oder ein
Maximum in y erreicht, vgl. 35. Aufgabe.

33. Aufgabe
Sei S durch S := {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x2

1 + x2
2 − x3 = 0} definiert.

1. Zeigen Sie, dass S eine reguläre Fläche ist.

2. Bestimmen Sie eine Basis der Tangentialebene an S in einem Punkt p ∈ S.

Lösung:

1. Es gilt S = Graph(h) wobei h : R2 −→ R definiert ist durch h(y) := y2
1 + y2

2.
Nach der Vorlesung ist der Graph einer beliebigen (auf einer offenen Teilmenge von
R2 definierten) C∞ reellwertigen Funktion stets eine reguläre Fläche. Alternativ
kann man zeigen, dass 0 ein regulärer Wert der Abbildung π : R3 −→ R, π(x) :=
x2

1+x2
2−x3, ist. Die Fläche S kann auch mit lokalen Parametrisierungen beschrieben

werden (in der Übung).

2. Aus der 32. Aufgabe folgt, dass eine Basis von TpS gegeben ist durch

{




1
0

2y1



 ,




0
1

2y2



},

wobei p =




y1

y2

y2
1 + y2

2


. Die Fläche S heißt Paraboloid.

34. Aufgabe
Für eine gegebene reguläre Fläche S und einen festen gegebenen Punkt p0 ∈ R3 \ S sei
f : S −→ R die durch f(p) := ‖p− p0‖ definierte Abbildung.

1. Zeigen Sie, dass f C∞ auf S ist.

2. Zeigen Sie, dass die Tangentialabbildung von f in einem Punkt p ∈ S gegeben ist
durch

Tpf(X) = 〈 p− p0

‖p− p0‖
, X〉

für alle X ∈ TpS. Wie ist die Bedingung Tpf = 0 geometrisch zu interpretieren?

Lösung: Bemerke zuerst, dass f(p) der euklidische Abstand zwischen p und p0 ist.
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1. Die Abbildung f̃ : R3 \ {p0} −→ R, f̃(x) := ‖x− p0‖, ist C∞ (denn die euklidische
Norm ist eine C∞ Abbildung R3 \ {0} −→ R und p0 /∈ S). Wegen f = f̃|S muss
dann f auch C∞ sein.

2. Nach der Vorlesung gilt dann, für alle p ∈ S und alle X ∈ TpS,

Tpf(X) = dpf̃(X).

Schreibt man f̃ =

√
f̂ mit f̂(x) := ‖x− p0‖2, so gilt nach der Kettenregel

dpf̃(X) =
1

2

√
f̂(p)

· dpf̂(X)

=
2〈p− p0, X〉

2

√
f̂(p)

= 〈 p− p0

‖p− p0‖
, X〉,

was die Gleichung beweist.
Es gilt Tpf = 0 genau dann, wenn für alle X ∈ TpS die Gleichung 〈p− p0, X〉 = 0
erfüllt ist, d.h. wenn der Vektor p − p0 (der nach Voraussetzung wohl nicht ver-
schwindet) senkrecht auf TpS steht. Ist z.B. p ein Punkt maximalen oder minimalen
Abstands zu p0, so trifft die Verbindungsgerade zwischen p und p0 die Fläche S
senkrecht. Beachte, dass dies nicht der Fall sein muss!

35. Aufgabe
Für eine gegebene reguläre Fläche S sei f : S −→ R differenzierbare Abbildung.

1. Zeigen Sie, dass falls f in einem Punkt p ∈ S ein Maximum oder ein Minimum
erreicht, so gilt Tpf = 0.

2. Zeigen Sie, dass die Tangentialabbildung von f in mindestens zwei Punkten von S
verschwindet, falls S kompakt ist.

Lösung:

1. Angenommen, es gelte f(p) =Min
x∈S

(f(x)). Sei X ∈ TpS. Nach Definition von TpS

existiert ein ε > 0 und eine differenzierbare Kurve c :] − ε, ε[−→ S mit c(0) =
p und c′(0) = X. Die Abbildung f ◦ c :] − ε, ε[−→ R ist dann als Verknüpfung
differenzierbarer Abbildungen selber differenzierbar und erfüllt

f(p) = (f ◦ c)(0) = Min
t∈]−ε,ε[

((f ◦ c)(t)).

Nach Analysis 1 folgt dann (f ◦c)′(0) = 0, was mit der Kettenregel zu Tc(0)f(c′(0)) =
0 äquivalent ist, was wiederum zu Tpf(X) = 0 äquivalent ist. Dies beweist die
Gleichheit Tpf = 0. Hat f ein Maximum in p, so hat −f ein Minimum in p; aus
dem 1. Fall folgt, dass Tp(−f) = 0, d.h. Tpf = 0.
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2. Jede differenzierbare Funktion auf einer regulären Fläche ist stetig (Vorlesung),
somit ist f stetig auf S. Ist aber S zusätzlich kompakt, so besitzt jede stetige re-
ellwertige Funktion (mindestens) ein Minimum und ein Maximum. Entweder sind
das Minimum und das Maximum von f gleich, ggf. ist die Funktion f konstant,
oder nicht gleich, ggf. werden sie in zwei verschiedenen Punkten angenommen. In
beiden Fällen gibt es mindestens zwei verschiedene Punkte pm und pM aus S mit
f(pm) =Min

x∈S
(f(x)) bzw. f(pM) =Max

x∈S
(f(x)). Aus der 1. Frage folgt dann Tpmf = 0

sowie TpM
f = 0, QED.

Bemerkungen:
1. Somit wird ein klassisches Ergebnis aus der Analysis auf regulären Flächen übertragen.
2. Die Aussage in 1. gilt unter der schwächeren Voraussetzung, dass f ein lokales Mini-
mum oder Maximum in p erreicht.
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10. Übungsblatt

36. Aufgabe
Für einen regulären Wert d einer C∞ Abbildung π : Ω −→ R (wobei Ω nichtleere offene
Teilmenge von R3 ist ) sei S die durch S := π−1({d}) definierte reguläre Fläche.

1. Zeigen Sie, dass ein Einheitsnormalenfeld auf S in x ∈ S gegeben ist durch N(x) =

gradx(π)
‖gradx(π)‖ , wobei gradx(π) :=




∂π
∂x1

(x)
∂π
∂x2

(x)
∂π
∂x3

(x)


 das Gradientenfeld von π an der Stelle x

bezeichnet.

2. Leiten Sie daraus her, dass S orientierbar ist.

Lösung:

1. Bemerke erstens, dass für alle X ∈ TxS gilt

dxπ(X) =

3∑

j=1

Xj

∂π

∂xj
(x) = 〈gradx(π), X〉,

insbesondere gilt wegen dxπ 6= 0 auch gradx(π) 6= 0 für alle x ∈ S und daher ist N(x)
wohldefiniert. Aus einer Proposition aus der Vorlesung folgt TxS = Ker(dxπ). Nach
der Bemerkung oben gilt dann TxS = gradx(π)⊥, somit ist N(x) ∈ TxS

⊥ Normalen-
feld auf S. Da N(x) per Definition Norm 1 hat, ist N(x) ein Einheitsnormalenfeld
auf S in x ∈ S.

2. Die Abbildung grad(π) : S −→ R3, x 7→ gradx(π), ist C∞ (denn die Koordina-
tenfunktionen von grad(π) sind Einschränkungen der partiellen Ableitungen von π,
die selber C∞ sind) und verschwindet nirgends, somit ist N : S −→ R3 auch C∞.
Somit existiert es ein stetiges Einheitsnormalenfeld auf S; per Definition ist dann S
orientierbar.

Bemerkung: Aus dieser Aufgabe können wir folgern, dass nichtorientierbare reguläre
Flächen nie Urbilder regulärer Werte glatter reeller (und auf offenen Teilmengen von R3

definierter) Funktionen sind.

37. Aufgabe
Für eine nichtleere offene Teilmenge U von R2 und eine C∞ Abbildung h : U −→ R sei die

durch S := Graph(h) definierte reguläre Fläche. Setze F : U −→ R3, F (y) :=




y1

y2

h(y)


.
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1. Berechnen Sie eine darstellende Matrix der ersten Fundamentalform von S bezüglich
der Parametrisierung (U, F ).

2. Berechnen Sie ein C∞ Einheitsnormalenfeld N auf S.

3. Berechnen Sie eine darstellende Matrix der zweiten Fundamentalform von S bezüglich
der Parametrisierung (U, F ) und N .

Lösung:

1. Es gilt, für alle y ∈ U ,

∂F

∂x1
(y) =




1
0

∂h
∂x1

(y)


 und

∂F

∂x2
(y) =




0
1

∂h
∂x2

(y)


 ,

somit gelten

〈 ∂F
∂x1

(y),
∂F

∂x1
(y)〉 = 1 +

∂h

∂x1
(y)2

〈 ∂F
∂x1

(y),
∂F

∂x2
(y)〉 =

∂h

∂x1
(y)

∂h

∂x2
(y)

〈 ∂F
∂x2

(y),
∂F

∂x2
(y)〉 = 1 +

∂h

∂x2
(y)2.

Die Matrix der ersten Fundamentalform von S bezüglich (U, F ) ist dann gegeben
durch

(gij(y))1≤i,j≤2 =




1 + ∂h
∂x1

(y)2 ∂h
∂x1

(y) ∂h
∂x2

(y)

∂h
∂x1

(y) ∂h
∂x2

(y) 1 + ∂h
∂x2

(y)2


 .

2. Ein glattes Einheitsnormalenfeld auf S in F (y) (mit y ∈ U) ist gegeben durch

N(F (y)) =
∂F
∂x1

(y) × ∂F
∂x2

(y)

‖ ∂F
∂x1

(y) × ∂F
∂x2

(y)‖ ,

wobei ∂F
∂x1

(y) × ∂F
∂x2

(y) =




− ∂h
∂x1

(y)

− ∂h
∂x2

(y)

1



. Daraus folgt:

N(F (y)) =
1√

1 + ∂h
∂x1

(y)2 + ∂h
∂x2

(y)2




− ∂h
∂x1

(y)

− ∂h
∂x2

(y)

1



 ,

was noch unter der Form N(F (y)) = 1√
1+‖grady(h)‖2

(
−grady(h)

1

)
geschrieben wer-

den kann. Beachte, dass N globaldefiniert auf S ist.

3. Nach einem Lemma aus der Vorlesung gilt, für alle 1 ≤ i, j ≤ 2 und y ∈ U ,

hij(y)
(Def.)
= g

F (y)

(
W

F (y)
(
∂F

∂xi
(y)),

∂F

∂xj
(y)
)

= 〈N ◦ F (y),
∂ 2F

∂xi∂xj
(y)〉.
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Es gilt aber

∂ 2F

∂x2
1

(y) =




0
0

∂ 2h
∂x2

1
(y)




∂ 2F

∂x1∂x2

(y) =




0
0

∂ 2h
∂x1∂x2

(y)




∂ 2F

∂x2
2

(y) =




0
0

∂ 2h
∂x2

2
(y)



 ,

somit ist die Matrix der zweiten Fundamentalform von S bezüglich (U, F ) und N
gegeben durch

(hij(y))1≤i,j≤2 =
1√

1 + ‖grady(h)‖2




∂ 2h
∂x2

1
(y) ∂ 2h

∂x1∂x2
(y)

∂ 2h
∂x1∂x2

(y) ∂ 2h
∂x2

2
(y)


 .

38. Aufgabe
Berechnen Sie ein C∞ Einheitsnormalenfeld N auf S sowie eine darstellende Matrix der
ersten und der zweiten Fundamentalform von S bezüglich (U, F ) (und N) für:

1. S := F (R2) und F (s, t) :=




s cos(t)
s sin(t)

t



 für alle s, t ∈ R.

2. S := F (R2) und F (s, t) :=




cosh(s) cos(t)
cosh(s) sin(t)

sinh(s)



 für alle (s, t) ∈ R×]0, 2π[.

Lösung:

1. Es gilt, für alle (s, t) ∈ U ,

∂F

∂s
(s, t) =




cos(t)
sin(t)

0


 und

∂F

∂t
(s, t) =




−s sin(t)
s cos(t)

1


 ,

somit gelten

〈∂F
∂s

(s, t),
∂F

∂s
(s, t)〉 = 1

〈∂F
∂s

(s, t),
∂F

∂t
(s, t)〉 = 0

〈∂F
∂t

(s, t),
∂F

∂t
(s, t)〉 = s2 + 1.

Die Matrix der ersten Fundamentalform von S bezüglich (U, F ) ist dann gegeben
durch

(gij(s, t))1≤i,j≤2 =

(
1 0
0 s2 + 1

)
.
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Ein glattes Einheitsnormalenfeld auf S in F (s, t) (mit (s, t) ∈ U) ist gegeben durch

N(F (s, t)) =
∂F
∂s

(s, t) × ∂F
∂t

(s, t)

‖∂F
∂s

(s, t) × ∂F
∂t

(s, t)‖ ,

wobei ∂F
∂s

(s, t) × ∂F
∂t

(s, t) =




sin(t)
− cos(t)

s


. Daraus folgt:

N(F (s, t)) =
1√
s2 + 1




sin(t)

− cos(t)
s



 .

Es gilt außerdem

∂ 2F

∂s2
(s, t) =




0
0
0





∂ 2F

∂s∂t
(s, t) =




− sin(t)
cos(t)

0




∂ 2F

∂t2
(s, t) =




−s cos(t)
−s sin(t)

0



 ,

somit folgt aus einem Lemma aus der Vorlesung, dass die Matrix der zweiten Fun-
damentalform von S bezüglich (U, F ) und N gegeben ist durch

(hij(s, t))1≤i,j≤2 =
1√
s2 + 1

(
0 −1
−1 0

)
.

2. Es gilt, für alle (s, t) ∈ U ,

∂F

∂s
(s, t) =




sinh(s) cos(t)
sinh(s) sin(t)

cosh(s)



 und
∂F

∂t
(s, t) =




− cosh(s) sin(t)
cosh(s) cos(t)

0



 ,

somit gelten

〈∂F
∂s

(s, t),
∂F

∂s
(s, t)〉 = 2 cosh(s)2 − 1

〈∂F
∂s

(s, t),
∂F

∂t
(s, t)〉 = 0

〈∂F
∂t

(s, t),
∂F

∂t
(s, t)〉 = cosh(s)2.

Die Matrix der ersten Fundamentalform von S bezüglich (U, F ) ist dann gegeben
durch

(gij(s, t))1≤i,j≤2 =

(
2 cosh(s)2 − 1 0

0 cosh(s)2

)
.
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Ein glattes Einheitsnormalenfeld auf S in F (s, t) (mit (s, t) ∈ U) ist gegeben durch

N(F (s, t)) =
∂F
∂s

(s, t) × ∂F
∂t

(s, t)

‖∂F
∂s

(s, t) × ∂F
∂t

(s, t)‖ ,

wobei ∂F
∂s

(s, t) × ∂F
∂t

(s, t) =




− cosh(s)2 cos(t)
− cosh(s)2 sin(t)
cosh(s) sinh(s)


. Daraus folgt:

N(F (s, t)) =
1√

2 cosh(s)2 − 1




− cosh(s) cos(t)
− cosh(s) sin(t)

sinh(s)



 .

Es gilt außerdem

∂ 2F

∂s2
(s, t) =




cosh(s) cos(t)
cosh(s) sin(t)

sinh(s)




∂ 2F

∂s∂t
(s, t) =




− sinh(s) sin(t)
sinh(s) cos(t)

0




∂ 2F

∂t2
(s, t) =




− cosh(s) cos(t)
− cosh(s) sin(t)

0



 ,

somit folgt aus einem Lemma aus der Vorlesung, dass die Matrix der zweiten Fun-
damentalform von S bezüglich (U, F ) und N gegeben ist durch

(hij(s, t))1≤i,j≤2 =
1√

2 cosh(s)2 − 1

(
−1 0
0 cosh(s)2

)
.

39. Aufgabe
Sei κ ∈ R, κ 6= 0. Zeigen Sie, dass eine zusammenhängende orientierte reguläre Fläche S
in einer Sphäre von Radius 1

|κ| enthalten ist, falls sie konstante Hauptkrümmungen gleich
κ hat.
(Hinweis: zeigen Sie, dass die Abbildung x 7→ x + N(x)

κ
konstant auf S ist, wobei N das

C∞ Einheitsnormalenfeld auf S ist, das die Orientierung von S liefert)

Lösung: Angenommen, S habe konstante Hauptkrümmungen gleich κ. Sei N das C∞

Einheitsnormalenfeld auf S, welches die Orientierung von S definiert. Setze

f : S −→ R3

x 7−→ x+
N(x)

κ
.

Die Abbildungen IdS und N sind C∞, somit ist f C∞. Die Tangentialabbildung von f ist
gegeben durch

Txf(X) = TxIdS(X) +
1

κ
TxN(X)

= X − 1

κ
Wx(X),
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für alle x ∈ S und X ∈ TxS, wobei Wx der Weingarten-Endormorphismus von S bezüglich
N an der Stelle x ist. Nach Voraussetzung hat aber Wx nur einen Eigenwert, der gleich κ
ist für alle x ∈ S. Insbesondere gilt

Txf(X) = X − 1

κ
(κX) = 0

für alle X ∈ TxS und alle x ∈ S. Daraus folgt Txf = 0 für alle x ∈ S. Nach einer
Proposition aus der Vorlesung (anwendbar da S zusammenhängend ist) muss dann f
konstant auf S sein, d.h. es existiert ein x0 ∈ R3 mit f(x) = x0 für alle x ∈ S. Dies

bedeutet aber x− x0 = −N(x)
κ

für alle x ∈ S. Wegen ‖N(x)‖ = 1 muss dann

‖x− x0‖ = ‖ − N(x)

κ
‖ =

1

|κ|

gelten, d.h., x liegt in der Sphäre von Radius 1
|κ| um den Punkt x0. QED.

Bemerkung: Hier wurde verwendet, dass Tx(α1f1 + α2f2) = α1Txf1 + α2Txf2 für alle
differenzierbaren Abbildungen f1, f2 : S −→ Rn und alle α1, α2 ∈ R.
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40. Aufgabe
Sei S := {x ∈ R3 | − x2

1 + x2
2 + x2

3 = 0 und x1 > 0}. Zeigen Sie, dass S eine ori-
entierbare reguläre Fläche ist und bestimmen Sie deren Gauss-Krümmung und deren
Krümmungslinien.
(Hinweis: Sie können die lokalen Parametrisierungen F :]0,∞[×]0, 2π[−→ R3, F (r, ϕ) :=


r
r sin(ϕ)
r cos(ϕ)


 und G :]0,∞[×] − π, π[−→ R3, G(r, ϕ) := F (r, ϕ), verwenden.)

Lösung: Setze Ω := {x ∈ R3 | x1 > 0}. Es gilt S = π−1({0}), wobei π : Ω −→ R, π(x) :=
−x2

1 + x2
2 + x2

3, Submersion ist, somit ist S reguläre Fäche (nach dem nun berühmten
Korollar aus der Vorlesung) und orientierbar (nach der 36. Aufgabe). Nach der 36. Aufgabe

ist ein C∞ Einheitsnormalenfeld auf S gegeben durch N(x) = gradx(π)
‖gradx(π)‖ für alle x ∈

S. Wegen gradx(π) = 2




−x1

x2

x3


 gilt N(x) = 1

‖x‖




−x1

x2

x3


 mit ‖x‖ = x1

√
2 wegen

x2
2 + x2

3 = x2
1 für alle x ∈ S. Die Abbildung N ist die Einschränkung auf S der C∞

Abbildung Ñ : Ω −→ R3, x 7→ 1
‖x‖




−x1

x2

x3



, somit gilt für alle X ∈ TxS

Wx(X)
(Def.)
= −TxN(X)

= −dxÑ(X)

= −
{
− 1

‖x‖2
〈 x

‖x‖ , X〉




−x1

x2

x3



+
1

‖x‖




−X1

X2

X3




}

= − 1

‖x‖
{



−X1

X2

X3


− 1

‖x‖〈
x

‖x‖ , X〉




−x1

x2

x3



}
.

Nach der 36. Aufgabe gilt TxS = gradx(π)⊥, somit gilt

TxS = {X ∈ R3 | − x1X1 + x2X2 + x3X3 = 0}.

Eine Basis von TxS wird dann gegeben durch {x,




0
x3

−x2



} (nachrechnen). Es gilt

Wx(x) = 0 sowie Wx(




0
x3

−x2


) = − 1

‖x‖




0
x3

−x2


, insbesondere sind die Hauptkrüm-
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mungen von S in x gleich 0 und − 1
‖x‖ = − 1

x1

√
2

und die Hauptkrümmungsrichtungen von

S in x sind Rx und R




0
x3

−x2


. Daraus folgt auch, dass die Gauss-Krümmung von S

identisch verschwindet. Die Krümmungslinien von S sind die waagerechten Kreise (bzw.
Kreisbögen) und die von 0 ausgehenden Halbgeraden (bzw. Geradenstrecken) auf S.
Alternativ kann S (das ein spitzenloser Kegel ist) als Graph der Abbildung h : R2\{0} −→
R, h(y) := ‖y‖, aufgefasst werden. Die Formeln für die Fundamentalformen können dann
angewendet werden. Eine andere Möglichkeit besteht darin, S lokal mit F und G zu pa-
rametrisieren und die entsprechenden Formeln zu benutzen.

Bemerkung: Somit bekommen wir (nach Ebenen und Zylindern) ein weiteres Beispiel
von Fläche verschwindender Gauss-Krümmung.

41. Aufgabe
Zeigen Sie, dass S := {x ∈ R3 | x1x2 − x3 = 0} eine orientierbare reguläre Fläche ist und
berechnen Sie deren mittlere und Gauss-Krümmung nach Wahl einer Orientierung.

Lösung: Es gilt S = Graph(h), wobei h : R2 −→ R definiert ist durch h(y) := y1y2

für alle y ∈ R2. Die Abbildung F : R2 −→ R3, F (y) :=




y1

y2

h(y)


, ist eine globale

Parametrisierung von S. Wegen ∂h
∂y1

(y) = y2 und ∂h
∂y2

(y) = y1 gilt

∂F

∂y1
(y) =




1
0
y2


 und

∂F

∂y2
(y) =




0
1
y1


 ,

somit gilt für die Matrix der ersten Fundamentalform von S bezüglich (R2, F )

(gij(y))1≤i,j≤2 =

(
1 + y2

2 y1y2

y1y2 1 + y2
1

)
,

deren Inverses gegeben ist durch

(gij(y))
−1
1≤i,j≤2 =

1

1 + ‖y‖2

(
1 + y2

1 −y1y2

−y1y2 1 + y2
2

)
.

Wegen ‖grady(h)‖2 = ‖y‖2 ist nach der 37. Aufgabe ein C∞ Einheitsnormalenfeld auf S
gegeben durch

N ◦ F (y) =
1√

1 + ‖y‖2




−y2

−y1

1




für alle y ∈ R2, insbesondere S ist orientierbar. Sei von hier aus die Orientierung von S
durch N festgelegt. Wegen ∂2h

∂y21
(y) = ∂2h

∂y22
(y) = 0 und ∂2h

∂y1∂y2
(y) = 1 gilt wiederum nach der

37. Aufgabe für die Matrix der zweiten Fundamentalform von S bezüglich (R2, F ) und N

(hij(y))1≤i,j≤2 =
1√

1 + ‖y‖2

(
0 1
1 0

)
.
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Aus der Vorlesung folgt, dass die Matrix der Weingarten-Abbildung von S bezüglich
(R2, F ) und N gegeben ist durch

(gij(y))
−1
1≤i,j≤2 · (hij(y))1≤i,j≤2 =

1

(1 + ‖y‖2)
3
2

(
−y1y2 1 + y2

1

1 + y2
2 −y1y2

)
.

Daraus folgt für die Gauss-Krümmung K und die mittlere Krümmung H von S

K ◦ F (y) = − 1

(1 + ‖y‖2)2

H ◦ F (y) = − y1y2

(1 + ‖y‖2)
3
2

.

Bemerkung: Die Fläche S ist eine Sattelfläche (oder noch ein hyperbolisches Parabo-
loid). Denn: setze Ψ : R3 −→ R3, Ψ(u, v, w) := ( 1√

2
(u + v), 1√

2
(u − v), w), dann ist Ψ

Isometrie von R3 mit S = Ψ({(u, v, w) ∈ R3 | u2 − v2 = 2w}).

42. Aufgabe
Sei S ⊂ R3 orientierte reguläre Fläche mit mittlerer Krümmung H und Gauss-Krümmung
K. Sei Φ : R3 −→ R3 euklidische Bewegung.

1. Zeigen Sie, dass Φ(S) orientierbare reguläre Fläche ist.

2. Zeigen Sie, dass nach geeigneter Wahl der Orientierung auf Φ(S) für die mittlere
Krümmung H̃ und die Gauss-Krümmung K̃ von Φ(S) gilt:

H̃ = H ◦ Φ−1 und K̃ = K ◦ Φ−1.

Lösung:

1. Da Φ ein C∞ Diffeomorphismus von R3 ist, muss Φ(S) reguläre Fläche sein (siehe 28.
Aufgabe). Schreibe nun Φ(x) = A(x) + a mit A ∈ O3 und a ∈ R3. Setze S̃ := Φ(S).
Behauptung: Ist N stetiges Einheitsnormalenfeld auf S, so ist A ◦N ◦ Φ−1 stetiges
Einheitsnormalenfeld auf S̃.
Beweis der Behauptung: Setze Ñ := A ◦N ◦ Φ−1. Dann ist Ñ stetig (wegen A und
Φ stetig) und hat Norm 1 (wegen A ∈ O3). Sei x ∈ S fest. Da Φ ein C∞ Dif-
feomorphismus ist, muss TxΦ : TxS −→ TΦ(x)S̃ linearer Isomorphismus sein. Wegen

TxΦ = A|TxS
gilt dann TΦ(x)S̃ = A(TxS). Da A orthogonale Abbildung ist, gilt wegen

N(x) ⊥ TxS auch A(N(x)) ⊥ A(TxS). Somit ist Ñ stetiges Einheitsnormalenfeld
auf S.

√

Da es ein stetiges Einheitsnormalenfeld auf S existiert, muss S̃ orientierbar sein.
Bemerke, dass Ñ nach Vorlesung automatisch C∞ auf S ist.

2. Sei die Orientierung von S̃ durch Ñ festgelegt und x ∈ S fest. Nach Definition
und Anwendung der Kettenregel ist die Weingarten-Abbildung von S̃ in Φ(x) ∈ S̃
gegeben durch

W̃Φ(x) = −TΦ(x)Ñ

= −TΦ(x)(A ◦N ◦ Φ−1)

= −Tx(A ◦N) ◦ TΦ(x)(Φ
−1).
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Wir wissen schon, dass TΦ(x)(Φ
−1) = A−1

|TΦ(x)S
gilt. Sei nun X ∈ TxS und c :]−ε, ε[−→

S ableitbare Kurve mit c(0) = x und c′(0) = X. Dann gilt nach Definition der
Tangentialabbildung und wegen der Linearität von A

Tx(A ◦N)(X) = (A ◦N ◦ c)′(0)

= A((N ◦ c)′(0))

= A(TxN(X))

= −A(Wx(X)),

somit gilt W̃Φ(x) = A ◦Wx ◦ A−1
|TΦ(x)S

. Daraus folgt für die mittlere und die Gauss-

Krümmung H̃(Φ(x)) = 1
2
tr(Wx) = H(x) bzw. K̃(Φ(x)) = det(Wx) = K(x), was zu

beweisen war.

43. Aufgabe

1. Zeigen Sie, dass jede zusammenhängende orientierbare reguläre Fläche mit identisch
verschwindender zweiter Fundamentalform in einer affinen Ebene enthalten ist.
(Hinweis: Man akzeptiere ohne Beweis, dass es zwischen je zwei Punkten von S eine
regulär parametrisierte Kurve auf S gibt.)

2. Gilt die Aussage unter der schwächeren Voraussetzung, dass die Gauss-Krümmung
identisch verschwindet?

Lösung:

1. Sei S reguläre Fläche mit II = 0 auf S. Sei N C∞ Einheitsnormalenfeld auf S. Nach
Voraussetzung gilt TpN = 0 für alle p ∈ S, somit ist nach Vorlesung die Abbildung
N konstant auf S. Wir bezeichnen diese Konstante weiterhin mit N . Sei x ∈ S
fest. Für y ∈ S sei c : [0, 1] −→ S regulär parametrisierte Kurve mit c(0) = x und
c(1) = y. Dann gilt nach der Produktregel

〈N, c〉′(t) = 〈N, c′(t)〉
= 0,

somit ist die Abbildung t 7→ 〈N, c(t)〉 konstant gleich 〈N, x〉 auf [0, 1]. Insbesondere
liegt y in der affinen Ebene E, die durch x geht und N als Normalenvektor besitzt.
Da dies für alle y ∈ S gilt, muss dann S ⊂ E gelten.

2. Die Aussage gilt natürlich nicht, falls lediglich die Gauss-Krümmung identisch ver-
schwindet. Als Gegenbeispiele können für S der Zylinder Z := {x ∈ R3 | x2

1+x2
2 = 1}

oder die Fläche S aus der 40. Aufgabe angegeben werden.

Bemerkungen:

1. Die Aussage gilt allerdings ohne die Orientierbarkeitsvoraussetzung an S. Ist nämlich
S zusammenhängende reguläre Fläche mit verschwindender zweiter Fundamental-
form, so kann auf analoge Weise gezeigt werden, dass auf jeder zusammenhängenden
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Umgebung eines vorgegebenen Punktes x ∈ S, woraus ein stetiges Einheitsnorma-
lenfeld auf S existiert, dieses Vektorfeld konstant sein muss. Für ein n0 ∈ R3 mit
n0 ⊥ TxS und ‖n0‖ = 1 definiere man dann die Relation

y ∼ z : ⇐⇒ ∃ zusammenhängende Umgebung W von y und z

und ein stetiges Einheitsnormalenfeld auf W s.d. N(y) = n0.

Die obige Überlegung impliziert, dass ∼ eine Äquivalenzrelation auf S ist. Da es lokal
immer ein stetiges Einheitsnormalenfeld gibt (siehe z.B. Vorlesung für eine explizite
Formel für ein solches Normalenfeld, die von einer lokalen Parametrisierung (U, F )
von S abhängt; verkleinere evtl. U s.d. U zusammenhängend wird und setze W :=
F (U)), muss jede Äquivalenzklasse offen sein, somit auch abgeschlossen. Daraus
folgt, dass die Äquivalenzklasse von x ganz S gleicht, insbesondere S ist orientierbar.

2. Ist allgemeiner jeder Punkt einer zusammenhängenden regulären Fläche S Nabel-
punkt (d.h., die Fläche hat in jedem Punkt nur eine Hauptkrümmung), so ist S
entweder in einer affinen Ebene oder in einer (euklidischen) Sphäre enthalten.
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12. Übungsblatt

44. Aufgabe
ei c : I −→ R3 eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve nirgendsverschwindender
Krümmung κ und mit Frenet-Dreibein (c′, n, b). Man nehme an, dass entweder c : I −→
c(I) Homöomorphismus oder [c] einfach geschlossen ist. Sei S definiert durch S := F (I×
R), wobei

F : I × R −→ R3

(t, θ) 7−→ c(t) + r(cos(θ)n(t) + sin(θ)b(t))

und 0 < r <inf
I

( 1
κ
) eine Konstante ist. Man nehme an, dass r > 0 so klein gewählt werden

kann, dass S eine orientierbare reguläre Fläche und (U := I ′×]0, 2π[, F|U ) eine lokale
Parametrisierung von S ist, wobei I ′ = I im ersten Fall und I ′ =]0, L[c][ im zweiten. Die
Fläche S heißt Röhrenfläche von Radius r um die Kurve c.

1. Zeigen Sie, dass die Matrix der Weingarten-Abbildung von S bezüglich (U, F|U ) und
eines der beiden stetigen Einheitsnormalenfelder N gegeben ist durch

Mat(WF (t,θ)) =

(
− κ(t) cos(θ)

1−rκ(t) cos(θ)
0

τ(t)
r(1−rκ(t) cos(θ))

1
r

)
,

für alle (t, θ) ∈ U , wobei τ die Windung von c bezeichnet.

2. Leiten Sie die mittlere und die Gauss-Krümmung von S bezüglich (U, F|U ) (und N)
her.

3. Zeigen Sie, dass S weder minimal noch positiver Gauss-Krümmung sein kann.

Lösung:

1. Wir bestimmen erstens die Matrix der ersten Fundamentalform von S bezüglich
(U, F|U ). Sei (t, θ) ∈ U . Nach den Frenet-Gleichungen für c gilt

∂F

∂t
(t, θ) = c′(t) + r(cos(θ)n′(t) + sin(θ)b′(t))

= c′(t) + r cos(θ)(−κ(t)c′(t) + τ(t)b(t)) − r sin(θ)τ(t)n(t)

= (1 − rκ(t) cos(θ))c′(t) − r sin(θ)τ(t)n(t) + r cos(θ)τ(t)b(t).

Wegen ∂F
∂θ

(t, θ) = r(− sin(θ)n(t) + cos(θ)b(t)) gilt

(gij(t, θ))1≤i,j≤2 =

(
(1 − rκ(t) cos(θ))2 + r2τ(t)2 r2τ(t)

r2τ(t) r2

)
.
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Da (c′, n, b) ein Frenet-Dreibein für c ist, gelten c′×n = b, n× b = c′ und b× c′ = n,
somit

∂F

∂t
(t, θ) × ∂F

∂θ
(t, θ) = −r sin(θ)(1 − rκ(t) cos(θ))b(t) − r cos(θ)(1 − rκ(t) cos(θ))n(t)

−r2 sin(θ) cos(θ)τ(t)c′(t) + r2 sin(θ) cos(θ)τ(t)c′(t)

= −r(1 − rκ(t) cos(θ))(cos(θ)n(t) + sin(θ)b(t)).

Nach Voraussetzung gilt rκ(t) < 1 für alle t und somit rκ(t) cos(θ) < 1 für alle
(t, θ) ∈ U . Daraus folgt

‖∂F
∂t

(t, θ) × ∂F

∂θ
(t, θ)‖ = r(1 − rκ(t) cos(θ)).

Ein C∞ Einheitsnormalenfeld N auf F (U) ⊂ S ist damit gegeben durch

N(F (t, θ)) = −(cos(θ)n(t) + sin(θ)b(t)).

Nach nochmaliger Anwendung der Frenet-Gleichungen für c gilt

∂2F

∂t2
(t, θ) = (1 − rκ(t) cos(θ))c′′(t) − rκ′(t) cos(θ)c′(t)

−r sin(θ)τ ′(t)n(t) − r sin(θ)τ(t)n′(t)

+r cos(θ)τ ′(t)b(t) + r cos(θ)τ(t)b′(t)

= κ(t)(1 − rκ(t) cos(θ))n(t) − rκ′(t) cos(θ)c′(t)

−r sin(θ)τ(t)(−κ(t)c′(t) + τ(t)b(t)) − r cos(θ)τ(t)2n(t)

−r sin(θ)τ ′(t)n(t) + r cos(θ)τ ′(t)b(t)

= r(sin(θ)κ(t)τ(t) − cos(θ)κ′(t))c′(t)

+(κ(t)(1 − rκ(t) cos(θ)) − r cos(θ)τ(t)2 − r sin(θ)τ ′(t))n(t)

+r(cos(θ)τ ′(t) − sin(θ)τ 2(t))b(t)

und analog

∂2F

∂t∂θ
(t, θ) = r(κ(t) sin(θ)c′(t) − cos(θ)τ(t)n(t) − sin(θ)τ(t)b(t))

∂2F

∂θ2
(t, θ) = −r(cos(θ)n(t) + sin(θ)b(t)).

Daraus folgt für die Matrix der zweiten Fundamentalform von S bezüglich (U, F|U )
und N

h11(t, θ) = − cos(θ)(κ(t)(1 − rκ(t) cos(θ)) − r cos(θ)τ(t)2 − r sin(θ)τ ′(t))

−r sin(θ)( cos(θ)τ ′(t) − sin(θ)τ(t)2)

= rτ(t)2 − κ(t) cos(θ)(1 − rκ(t) cos(θ))

und analog

h12(t, θ) = rτ(t)

h22(t, θ) = r

für alle (t, θ) ∈ U . Aus

(gij(t, θ))
−1
i,j =

1

r2(1 − rκ(t) cos(θ))2

(
r2 −r2τ(t)

−r2τ(t) (1 − rκ(t) cos(θ))2 + r2τ(t)2

)

und der Formel Mat(WF (t,θ)) = (gij(t, θ))
−1
i,j · (hij(t, θ))i,j folgt die gesuchte Identität.
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2. Die Matrix Mat(WF (t,θ)) ist eine untere Dreiecksmatrix mit Diagonaleinträgen −κ(t) cos(θ)
1−rκ(t) cos(θ)

und 1
r
. Da diese Zahlen verschieden voneinander sind (für alle (t, θ) ∈ U), stellen sie

die Eigenwerte von Mat(WF (t,θ)) dar, d.h., sie sind die Hauptkrümmungen von S in
F (t, θ). Daraus folgt für die mittlere Krümmung H von S

H ◦ F (t, θ) =
1

2r(1 − rκ(t) cos(θ))
(1 − rκ(t) cos(θ) − rκ(t) cos(θ))

=
1 − 2rκ(t) cos(θ)

2r(1 − rκ(t) cos(θ))

und für die Gauss-Krümmung K von S

K ◦ F (t, θ) = − κ(t) cos(θ)

r(1 − rκ(t) cos(θ))

für alle (t, θ) ∈ U .

3. Ist die Fläche S minimal, so gilt insbesondere H ◦F = 0 auf U , d.h. κ(t) cos(θ) = 1
2r

für alle (t, θ) ∈ U . Da die rechte Seite dieser Gleichung konstant ist, muss ins-
besondere die Funktion cos konstant auf ]0, 2π[ sein, Widerspruch. Daraus folgt,
dass S nicht minimal sein kann. Hat S positive Gauss-Krümmung, so gilt analog
κ(t) cos(θ) < 0 für alle (t, θ) ∈ U , d.h. cos(θ) < 0 für alle θ ∈]0, 2π[, Widerspruch.
Daraus folgt, dass S nicht überall positive Gauss-Krümmung haben kann.

45. Aufgabe
Für feste gegebene r, R > 0 mit r < R sei die reguläre Fläche T von R3 definiert durch
T := {(x1, x2, x3) ∈ R3 | (

√
x2

1 + x2
2 − R)2 + x2

3 = r2}.

1. Bestimmen Sie die Gauss-Krümmung K und das mittlere Krümmungsfeld ~H von T
bezüglich (U, F ) für U :=]0, 2πR[×]0, 2π[ und

F : U −→ R3

y 7−→




(R− r cos(y2)) cos(y1
R

)
(R − r cos(y2)) sin(y1

R
)

r sin(y2)


 .

(Hinweis: Sie können die Ergebnisse der 44. Aufgabe mit geeigneter Wahl der Kurve
c verwenden.)

2. Bestimmen Sie die Bereiche von T , wo K > 0, K < 0 und K = 0 und zeichnen Sie
sie an.

Lösung:

1. Setze, für alle t ∈ R, c(t) :=




R cos( t

R
)

R sin( t
R
)

0



. Dann ist c nach Bogenlänge parame-

trisierte Kurve mit Krümmung κ = 1
R
, Normalenfeld n(t) = −




cos( t
R
)

sin( t
R
)

0


 und
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Binormalenfeld b(t) =




0
0
1


. Die lokale Parametrisierung F von T ist der Form

F (y) = c(y1) + r(cos(y2)n(y1) + sin(y2)b(y1))

für alle y ∈ U : die Fläche T ist die Röhrenfläche von Radius r um die Kurve c. Nach
der 44. Aufgabe ist ein C∞ Einheitsnormalenfeld auf F (U) gegeben durch

N ◦ F (y) = −(cos(y2)n(y1) + sin(y2)b(y1))

=




cos(y2) cos(y1
R

)
cos(y2) sin(y1

R
)

− sin(y2)




und die mittlere bzw. Gauss-Krümmung von S bezüglich (U, F|U ) und N sind gege-
ben durch

H ◦ F (y) =
1 − 2rκ(y1) cos(y2)

2r(1 − rκ(y1) cos(y2))

=
R− 2r cos(y2)

2r(R− r cos(y2))

bzw.

K ◦ F (y) = − κ(y1) cos(y2)

r(1 − rκ(y1) cos(y2))

=
− cos(y2)

r(R− r cos(y2))
(2.6)

für alle y ∈ U . Daraus folgt für das mittlere Krümmungsfeld von S bezüglich
(U, F|U ):

~H ◦ F (y) = (H ◦ F (y))N ◦ F (y)

=
R− 2r cos(y2)

2r(R− r cos(y2))




cos(y2) cos(y1
R

)
cos(y2) sin(y1

R
)

− sin(y2)


 .

2. Der Nenner in der rechten Seite von (2.6) ist stets positiv nach der Wahl von r, somit
ist das Vorzeichen von K(F (y)) gegeben durch das von − cos(y2), d.h., K(F (y)) > 0
für alle y ∈ U mit y2 ∈]π

2
, 3π

2
[, K(F (y)) = 0 für y ∈ U mit y2 = π

2
oder y2 = 3π

2
,

K(F (y)) < 0 für y ∈ U mit y2 ∈]0, π
2
[ oder y2 ∈]3π

2
, 2π[.

Bild in der Übung.



Kapitel 3

Klausuraufgaben

Aufgabe 1 (10 Punkte)
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind (keine Begründung er-
forderlich):

Ist c eine regulär parametrisierte Kurve im Rn, so exi-
stiert eine Umparametrisierung nach Bogenlänge von c.

WAHR

Ist c eine nach Bogenlänge parametrisierte Raumkurve,
so ist ihre Krümmung positiv.

FALSCH

Ist c nach Bogenlänge parametrisierte ebene Kurve, so
stehen c′(t) und c′′(t) bei jedem t senkrecht aufeinander.

WAHR

Sei eine C∞ Funktion f : I −→ R (wobei I ⊂ R In-
tervall ist) gegeben. Dann existiert eine eindeutige nach
Bogenlänge parametrisierte ebene Kurve c : I −→ R2

mit Krümmung f .

FALSCH

Ist F : R2 −→ R3 eine C∞ Immersion, so ist F (R2) eine
reguläre Fläche.

FALSCH

Es existiert keine kompakte reguläre Fläche verschwin-
dender Gauss-Krümmung.

WAHR

Die Kettenfläche ist eine minimale Drehfläche. WAHR

Haben zwei reguläre Flächen die dieselbe Gauss-
Krümmung, so sind sie diffeomorph.

FALSCH

Das Parallelenaxiom ist im sphärischen Modell erfüllt. WAHR

Zu jedem ε > 0 existiert ein hyperbolisches Dreieck mit
Winkelgrößen π

2
− ε, π

2
− ε und 2ε.

FALSCH

173
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Aufgabe 2 (10 Punkte)

Sei c gegeben durch c(t) :=

(
sin(t)

cos(t) + ln(tan( t
2
))

)
für alle t ∈]0, π

2
[.

1. Zeigen Sie, dass c eine regulär parametrisierte ebene Kurve definiert.

2. Berechnen Sie die Länge der Kurve c zwischen t = π
4

und t = π
2
.

3. Berechnen Sie die Krümmung von c.

1. Für alle t ∈]0, π
2
[ ist wegen t

2
∈]0, π

4
[ die Zahl tan( t

2
) wohldefiniert und sie liegt

in ]0, 1[, somit ist auch c(t) wohldefinierte parametrisierte Kurve im R2. Da beide
Koordinatenfunktionen von c C∞ sind, ist c C∞. Desweiteren gilt für alle t ∈]0, π

2
[

nach der Kettenregel und tan′ = 1 + tan2:

c′(t) =

(
cos(t)

− sin(t) + 1
tan( t

2
)
(

1+tan( t
2
)2

2
)

)

mit

− sin(t) +
1

2 tan( t
2
)
(
1 + tan( t

2
)2

2
) = − sin(t) +

1

2 tan( t
2
) cos( t

2
)2

= − sin(t) +
1

2 sin( t
2
) cos( t

2
)

= − sin(t) +
1

sin(t)

=
cos(t)2

sin(t)

= cos(t) cot(t),

so dass c′(t) = cos(t)

(
1

cot(t)

)
. Wegen cos(t) 6= 0 für alle t ∈]0, π

2
[ gilt auch

c′(t) 6= 0 für alle t ∈]0, π
2
[, somit ist c regulär parametrisierte ebene Kurve.

2. Berechne zuerst ‖c′(t)‖ für alle t ∈]0, π
2
[. Es gilt

‖c′(t)‖ = ‖ cos(t)

(
1

cot(t)

)
‖

= cos(t)
√

1 + cot(t)2 (cos(t) > 0 ∀ t ∈]0,
π

2
[)

=
cos(t)

sin(t)
(sin(t) > 0 ∀ t ∈]0,

π

2
[)

= cot(t).

Nach Definition gilt

L[c|[ π
4 , π

2 ]
] =

∫ π
2

π
4

‖c′(t)‖dt
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=

∫ π
2

π
4

cot(t)dt

= [ln(sin(t))]
π
2
π
4

= − ln(
1√
2
)

=
1

2
ln(2).

3. Für alle t ∈]0, π
2
[ gilt c′′(t) = − sin(t)

(
1

cot(t)

)
+ cos(t)

(
0

− 1
sin(t)2

)
. Daraus folgt

für die Krümmung κ von c

κ(t) =
det(c′(t), c′′(t))

‖c′(t)‖3

=
cos(t)2

cot(t)3
det

(
1 0

cot(t) − 1
sin(t)2

)

= − tan(t),

für alle t ∈]0, π
2
[.
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Aufgabe 3 (10 Punkte)
Sei die Abbildung f : R3 −→ R durch f(x1, x2, x3) := x1x2x

2
3 gegeben.

1. Bestimmen Sie die regulären Punkte und die regulären Werte von f .

2. Bestimmen Sie die Werte w von f , für die die Niveaumenge f−1({w}) eine reguläre
Fläche ist.

1. Die Abbildung f ist C∞ und es gilt für alle x ∈ R3:

dxf =
(
x2x

2
3 x1x

2
3 2x1x2x3

)
,

insbesondere gilt dxf = 0 g.d.w. x1x3 = x2x3 = x1x2x3 = 0 gilt. Dies ist aber
dazu äquivalent, dass x1 = x2 = 0 oder x3 = 0 gilt. Der Punkt x ist somit genau
dann kritisch für f , wenn x auf der x3-Achse (x1 = x2 = 0) oder in der x1x2-Ebene
(x3 = 0) liegt. Die Menge der regulären Punkte von f ist dann dessen Komplement,
d.h., sie ist {x ∈ R3 | x3 6= 0 und (x1 6= 0 oder x2 6= 0)}. Der einzige kritische Wert
für f ist 0. Wegen f(R3) = R muss dann R \ {0} die Menge der regulären Werte
von f sein.

2. Für alle regulären Werte w von f ist nach einem Korollar aus der Vorlesung f−1({w})
eine reguläre Fläche. Somit ist f−1({w}) eine reguläre Fläche für alle w ∈ R \ {0}.
Für w = 0 gilt f−1({w}) = {x ∈ R3 | x1 = 0 oder x2 = 0 oder x3 = 0}, d.h.,
f−1({0}) ist die Vereinigung der x1x2-, x1x3- und x2x3-Ebenen. Sie ist insbesondere
keine reguläre Fläche.
Daraus folgt, dass die Menge der Werte w von f , für die die Niveaumenge f−1({w})
eine reguläre Fläche ist, die Menge R \ {0} ist.
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Aufgabe 4 (10 Punkte)

Sei F : R2 −→ R3, F (s, t) :=




s cos(t)
s sin(t)

t



. Zeigen Sie, dass S := F (R2) eine minimale

Regelfläche ist.

Die Abbildung ist der Form F (s, t) = c(t) + sv(t) mit c(t) =




0
0
t


 und v(t) =




cos(t)
sin(t)

0



. Die Abbildungen c und v sind offenbar C∞ von R nach R3. Es bleibt, zu

zeigen, dass F : R2 −→ R3 eine C∞ Immersion und ein Homöomorphismus auf S ist und
dass das mittlere Krümmungsfeld von S identisch verschwindet.

Für alle (s, t) ∈ R3 gilt ∂F
∂s

(s, t) =




cos(t)
sin(t)

0


 und ∂F

∂t
(s, t) =




−s sin(t)
s cos(t)

1


, insbeson-

dere ist F eine Immersion (die Vektoren ∂F
∂s

(s, t), ∂F
∂t

(s, t) sind linear unabhängig für alle
(s, t) ∈ R3). Die Abbildung π : R3 −→ C × R, π(x1, x2, x3) := ((x1 + ix2)e

−ix3 , x3), ist
offenbar stetig und erfüllt π ◦ F = IdR2 sowie F ◦ π|S = IdS, somit ist F : R2 −→ S ein
Homöomorphismus. Daraus folgt schon, dass S eine reguläre Regelfläche ist.
Für die Berechnung des mittleren Krümmungsfeldes von S wähle man das C∞ Einheits-
normalenfeld

N ◦ F (s, t) :=
∂F
∂s

(s, t) × ∂F
∂t

(s, t)

‖∂F
∂s

(s, t) × ∂F
∂t

(s, t)‖

=




sin(t)
− cos(t)

s




‖




sin(t)
− cos(t)

s


 ‖

=
1√
s2 + 1




sin(t)

− cos(t)
s



 .

Für die Berechnung der Matrix der Weingarten-Abbildung braucht man die der ersten
Fundamentalform und die der zweiten Fundamentalform bzgl. N . Die Matrix der ersten

Fundamentalform von S bzgl. (R2, F ) ist gegeben durch

(
1 0
0 s2 + 1

)
, somit ist deren In-

verses durch

(
1 0
0 1

s2+1

)
gegeben. Wegen ∂2F

∂s2
(s, t) =




0
0
0



, ∂2F
∂s∂t

(s, t) =




− sin(t)
cos(t)

0





und ∂2F
∂t2

(s, t) =




−s cos(t)
−s sin(t)

0


 gilt für die Matrix der zweiten Fundamentalform von S

bzgl. (R2, F ) und N : (hij(s, t))i,j = 1√
s2+1

(
0 −1
−1 0

)
. Daraus folgt für die Matrix der
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Weingarten-Abbildung von S bzgl. (R2, F ) und N :

Mat(WF (s,t)) = (gij(s, t))
−1
i,j · (hij(s, t))i,j

=
1√
s2 + 1

(
0 −1

− 1
s2+1

0

)
.

Die Spur dieser Matrix verschwindet für alle (s, t) ∈ R2, somit verschwindet die mittlere
Krümmung von S bzgl. N , d.h., S ist Minimalfläche.
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Aufgabe 5 (10 Punkte)
Die Inzidenz- und Anordnungsaxiome seien für P, G, I und A erfüllt. Sei L eine feste
gegebene Gerade. Für zwei Punkte p, q nicht auf L definiere man

p ∼ q : ⇐⇒ L ∩ pq = ∅.

1. Zeigen sie, dass ∼ eine Äquivalenzrelation auf der Menge der Punkte definiert, die
nicht auf L liegen.

2. Zeigen Sie, dass es bezüglich dieser Äquivalenzrelation genau zwei Äquivalenzklassen
gibt.

Außer den Inzidenz- und Anordnungsaxiomen darf man nur folgendes Ergebnis aus der
Vorlesung verwenden: gegeben ein Punkt s auf einer Geraden L′, dann definiert die Re-
lation “s1ℜs2 : ⇐⇒ s /∈ s1s2” eine Äquivalenzrelation auf der Menge der Punkte, die
auf L′ liegen aber ungleich s sind, und es gibt genau zwei Äquivalenzklassen (“Seiten”)
bezüglich ℜ.)

1. Seien p, q, r ∈ P. Wegen pp = ∅ (nach A1) gilt L ∩ pp = ∅ und somit p ∼ p:
die Relation ist reflexiv. Gilt L ∩ pq = ∅, so gilt wegen qp = pq (nach A2) auch
L ∩ qp = ∅: die Relation ist symmetrisch. Gelten L ∩ pq = ∅ sowie L ∩ qr = ∅, so
müssen zwei Fälle unterschieden werden:

a. Die Punkte p, q, r sind auf einer Geraden L′: schneidet L′ die Gerade L nicht,
so gilt offenbar L∩pr = ∅. Schneidet L′ die Gerade L, so ist es in genau einem
Punkt (nach I2), den wir mit s bezeichnen. Die Voraussetzungen L ∩ pq = ∅
und L ∩ qr = ∅ sind dann dazu äquivalent, dass p und q auf derselben Seite
von s auf der Geraden L′ liegen bzw., dass q und r auf derselben Seite von s
auf der Geraden L′ liegen. Da diese Relation (die im Hinweis mit ℜ bezeichnet
ist) eine Äquivalenzrelation ist (Vorlesung), müssen dann p und r auf derselben
Seite von s auf L′ liegen; insbesondere gilt s /∈ pr, d.h., auch L′ ∩ pr gilt.

b. Die Punkte p, q, r sind nicht auf einer Geraden: Da L keinen der drei Punkte
p, q, r enthält, kann sie die Strecke pr nicht schneiden, sonst würde sie nach A5

entweder pq oder qr schneiden, Widerspruch. Damit gilt auch L ∩ pr = ∅.

In beiden Fällen gilt p ∼ r: die Relation ist transitiv. Insgesamt definiert sie eine
Äquivalenzrelation.

2. Sei p ∈ P nicht auf L (nach I4 existiert ein solcher Punkt). Sei s ein Punkt auf L
(nach I3 existiert ein solcher Punkt). Sei q ∈ P so, dass s ∈ pq (ein solcher Punkt
existiert nach A3). Nach Konstruktion gilt L ∩ pq = {s}, insbesondere definieren
p und q verschiedene Äquivalenzklassen bzgl. ∼. Wir zeigen nun, dass es nur diese
beiden gibt. Sei r ∈ P mit p ≁ r. Wir unterscheiden nochmal in zwei Fälle:

a. Die Punkte p, r, q sind auf einer Geraden L′: Dann gilt s ∈ pr, d.h., r liegt nicht
auf derselben Seite von s wie p auf L′. Da q nicht auf derselben Seite von s wie
p auf L′ liegt, muss dann r auf derselben Seite von s wie q auf L′ liegen (es
gibt nach der Vorlesung nur zwei Seiten von einem Punkt auf einer Geraden).
Insbesondere gilt L ∩ qr = ∅, d.h., q ∼ r.



180 KAPITEL 3. KLAUSURAUFGABEN

b. Die Punkte p, r, q sind nicht auf einer Geraden: die Gerade L, die keinen der
Punkte p, q, r enthält, schneidet pq und pr, somit kann sie nach A5 die Strecke
qr nicht schneiden, Insbesondere gilt q ∼ r.

In beiden Fällen gilt q ∼ r, d.h., q und r liegen in derselben Äquivalenzklasse. QED.
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Aufgabe 6 (10 Punkte)

Gegeben sind die Punkte P1 :=




0
0
1



 und P2 :=





√
2

2√
2

2

0



 der Sphäre S2. Der Punkt P3

sei der Bildpunkt von P2 bei einer Drehung um die x3-Achse mit dem Winkel ϕ ∈ [0, 2π[.

1. Für welche Werte von ϕ bilden die Punkte P1, P2, P3 ein sphärisches Dreieck in
S2?

2. Bestimmen Sie für ϕ = π
3

die Seitenlängen und die Innenwinkelgrößen des sphärischen
Dreiecks P1P2P3.

3. Zeigen Sie, dass falls die Punkte P1, P2, P3 ein gleichseitiges sphärisches Dreieck
bilden, so bilden sie auch ein gleichseitiges euklidisches Dreieck im R3.

1. Der Punkt P3 kann explizit berechnet werden: es gilt nach Definition

P3 =




cos(ϕ) − sin(ϕ) 0
sin(ϕ) cos(ϕ) 0

0 0 1


 ·




√
2

2√
2

2

0




=
1√
2




cos(ϕ) − sin(ϕ)
cos(ϕ) + sin(ϕ)

0



 .

Die Punkte P1, P2, P3 bilden genau dann ein sphärisches Dreieck, wenn det(P1, P2, P3) 6=
0 gilt, d.h., wenn sin(ϕ) 6= 0. Dies ist aber äquivalent zu ϕ ∈ [0, 2π[\πZ =]0, π[∪]π, 2π[.

2. Es gilt dS(P1, P2) = arccos(〈P1, P2〉) = arccos(0) = π
2
. Da Drehungen sphärische

Isometrien sind und P1 in der Fixpunktmenge der betrachteten Drehung ist, gilt
dS(P1, P3) = dS(P1, P2) = π

2
(dies gilt für alle ϕ ∈]0, π[∪]π, 2π[). Per Konstruktion

gilt 〈P2, P3〉 = cos(ϕ), somit gilt für ϕ = π
3
: dS(P2, P3) = π

3
. Die Innenwinkelgrößen

von P1P2P3 können direkt, mit dem sphärischen Seitenkosinussatz oder aus einem
Bild (!) ausgerechnet werden: ∡(P1, P2, P3) = ∡(P2, P3, P1) = π

2
, ∡(P3, P1, P2) = π

3
.

3. Es ist hauptsächlich zu bemerken, dass dS(P,Q) = dS(P1, Q1) genau gilt, wenn
〈P,Q〉 = 〈P1, Q1〉 gilt. Wegen dS(P1, P2) = dS(P1, P3) gilt dann 〈P1, P2〉 = 〈P1, P3〉.
Gilt zusätzlich dS(P1, P2) = dS(P2, P3), so gilt 〈P1, P2〉 = 〈P2, P3〉. Daraus folgt für
die Seitenlängen des euklidischen Dreiecks P1P2P3:

‖P1 − P2‖2 = ‖P1‖2 + ‖P2‖2 − 2〈P1, P2〉
= 2 − 2〈P1, P2〉
= 2 − 2〈P2, P3〉
= ‖P2‖2 + ‖P3‖2 − 2〈P2, P3〉
= ‖P2 − P3‖2,

d.h., ‖P1 − P2‖ = ‖P2 − P3‖. Analog gilt ‖P1 − P2‖ = ‖P1 − P3‖, somit ist P1P2P3

gleichseitiges euklidisches Dreieck.
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Aufgabe 1 (10 Punkte)
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind (keine Begründung er-
forderlich):

Ist c eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve im
Rn, so gibt es keine weitere Umparametrisierung nach
Bogenlänge von c.

FALSCH

Gegeben sei L > 0. Dann sind die Kreisscheiben von
Radius L

2π
die kleinstmöglichen Gebiete, die von einer

einfach geschlossenen ebenen Kurve der Länge L beran-
det sind.

FALSCH

Es existiert eine ebene geschlossene Kurve, deren Total-
krümmung 3π gleicht.

FALSCH

Sei eine C∞ Funktion f : I −→ R gegeben mit f > 0 auf
I (wobei I ⊂ R Intervall ist). Dann existiert eine regulär
parametrisierte Raumkurve c : I −→ R3 mit Krümmung
und Windung gleich f .

WAHR

Sei f : R3 −→ R eine C∞ Abbildung und d ∈ f(R3). Ist
f−1({d}) keine reguläre Fläche, so ist d kritischer Wert
von f .

WAHR

Hat eine reguläre Fläche negative Gauss-Krümmung, so
ist sie nicht kompakt.

WAHR

Es existiert eine Drehfläche positiver Gauss-Krümmung. WAHR

Sei p ein Punkt aus einer regulären Fläche S. Dann ver-
schwindet das mittlere Krümmungsfeld von S in p genau
dann, wenn die beiden Hauptkrümmungen von S in p
entgegengesetzte Vorzeichen haben.

FALSCH

Das Parallelenaxiom ist nur im kartesischen Modell
erfüllt.

FALSCH

Es existiert ein sphärisches Dreieck mit Seitenlängen π
2
,

π und π
2
.

FALSCH
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Aufgabe 2 (10 Punkte)

Für ein festes a > 1 sei c : R −→ R2 durch c(t) :=

(
a cos(t) + sin(t)
a(cos(t) + sin(t))

)
gegeben.

1. Zeigen Sie, dass c eine periodische regulär parametrisierte ebene Kurve definiert und
dass [c] einfach geschlossen ist.
(Hinweis: schreibe c in der Form c(t) = cos(t)v1 + sin(t)v2 mit geeigneten Vektoren
v1, v2 ∈ R2.)

2. Zeigen Sie, dass für die Länge von [c] gilt: L[c]2 ≥ 4π2a(a− 1).

3. Bestimmen Sie die Umlaufzahl von [c].

1. Die Abbildung c ist offenbar C∞, mit Werten im R2, und es gilt für alle t ∈ R: c(t) =

cos(t)

(
a
a

)
+sin(t)

(
1
a

)
und somit c′(t) = − sin(t)

(
a
a

)
+cos(t)

(
1
a

)
. Wegen

a > 1 sind die Vektoren

(
a
a

)
und

(
1
a

)
linear unabhängig, somit gilt c′(t) = 0

g.d.w. cos(t) = sin(t) = 0, was natürlich nie passiert. Daraus folgt c′(t) 6= 0 für alle
t ∈ R, d.h., c ist regulär parametrisiert. Desweiteren ist c genau 2π-periodisch: gilt
c(t) = c(t′) für t, t′ ∈ [0, 2π[, so gilt wegen der linearen Unabhängigkeit der Vektoren(
a
a

)
und

(
1
a

)
cos(t) = cos(t′) und sin(t) = sin(t′), woraus t = t′ folgt. Damit

hat man auch bewiesen, dass [c] einfach geschlossen ist.

2. Da c einfach geschlossen ist, kann die isoperimetrische Ungleichung angewendet
werden: sei Ω das von c umschlossene Gebiet im R2, dann gilt L[c]2 ≥ 4πA[Ω],
wobei A[Ω] der Flächeninhalt von Ω ist. Dieser Flächeninhalt lässt sich aber hier
explizit ausrechnen: es gilt

A[Ω] =
1

2
|
∫ 2π

0

det(c(t), c′(t))dt|

=
1

2
|
∫ 2π

0

(cos(t)2 + sin(t)2) det

(
a 1
a a

)
dt|

= πa(a− 1).

Daraus folgt die Behauptung.

3. Da [c] einfach geschlossen ist, muss nach dem Umlaufsatz entweder n[c] = 1 oder
n[c] = −1 gelten. Das Vorzeichen von n[c] kann durch das der Krümmung mit der

Formel 2πn[c] =
∫ 2π

0
κ(t)dt bestimmt werden. Wegen det(c′(t), c′′(t)) = a(a− 1) > 0

gilt κ > 0 auf R, somit gilt auch n[c] > 0. Damit folgt n[c] = 1.
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Aufgabe 3 (10 Punkte)
Für eine orientierte reguläre Fläche S und einen Punkt p auf S sei c : I −→ R3 eine nach
Bogenlänge parametrisierte Kurve mit c(0) = p und c(t) ∈ S für alle t ∈ I, wobei I ⊂ R
ein offenes Intervall ist. Man nehme an, dass S positive Gauss-Krümmung habe.

1. Zeigen Sie mit Hilfe der Produktregel, dass folgende Identität für alle t ∈ I gilt:
〈N ◦ c(t), c′′(t)〉 = 〈Wc(t)(c

′(t)), c′(t)〉, wobei N das stetige Einheitsnormalenfeld ist,
welches die Orientierung von S liefert und W die Weingarten-Abbildung von S
bezüglich N ist.
(Hinweis: leiten Sie die Funktion t 7→ 〈(N ◦ c)(t), c′(t)〉 ab.)

2. Zeigen Sie, dass für alle X ∈ TpS gilt

|〈Wp(X), X〉| ≥ min(|κ1|, |κ2|) · ‖X‖2,

wobei κ1 und κ2 die Hauptkrümmungen von S in p und bezüglich N sind.

3. Leiten Sie mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung her, dass für die Krümmung
κ von c gilt κ(0) ≥ min(|κ1|, |κ2|).

1. Für alle t ∈ I gilt 〈N ◦ c(t), c′(t)〉 = 0 (denn c′(t) ∈ Tc(t)S und N ◦ c(t) ⊥ Tc(t)S).
Das Ableiten dieser Identität nach t liefert nach der Produktregel:

0 = (〈N ◦ c, c′〉)′(t)
= 〈(N ◦ c)′(t), c′(t)〉 + 〈N ◦ c(t), c′′(t)〉.

Nach Definition der Tangentialabbildung gilt (N ◦ c)′(t) = Tc(t)N(c′(t)) und nach
Definition der Weingarten-Abbildung gilt Tc(t)N(c′(t)) = −Wc(t)(c

′(t)), was zu be-
weisen war.

2. Sei {X1, X2} eine Orthonormalbasis von TpS, in der Wp diagonal ist, d.h., Wp(Xi) =
κiXi für alle i = 1, 2 (die Eigenwerte κi sind dann die Hauptkrümmungen von S
in p und bzgl. N). Sei X ∈ TpS. Zerlege X in der Basis {X1, X2}: es existieren
eindeutige a1, a2 ∈ R mit X = a1X1 + a2X2. Dann gilt

|〈Wp(X), X〉| = |〈a1Wp(X1) + a2Wp(X2), a1X1 + a2X2〉|
= |〈a1κ1X1 + a2κ2X2, a1X1 + a2X2〉|
= |κ1a

2
1 + κ2a

2
2|.

Wegen der Voraussetzung K > 0 auf S müssen die Hauptkrümmungen beide po-
sitiv oder beide negativ sein. O.B.d.A. seien κ1, κ2 > 0, dann gilt offenbar κia

2
i ≥

min(κ1, κ2)a
2
i für alle i = 1, 2. Damit folgt

|κ1a
2
1 + κ2a

2
2| ≥ min(κ1, κ2)|a2

1 + a2
2|

= min(|κ1|, |κ2|)‖X‖2

und die Behauptung.
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3. Nach 1. und 2. gilt |〈N ◦c(0), c′′(0)〉| ≥ min(|κ1|, |κ2|)‖c′(0)‖2. Da c nach Bogenlänge
parametrisiert ist, muss ‖c′(0)‖ = 1 gelten. Außerdem gilt nach der Definition der
Krümmung für nach Bogenlänge parametrisierte Raumkurven c′′(t) = κ(t)n(t) für
alle t ∈ I. Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und wegen κ ≥ 0 gilt

|〈N ◦ c(0), c′′(0)〉| ≤ ‖N ◦ c(0)‖ · ‖c′′(0)‖
= |κ(0)|
= κ(0),

was unmittelbar zum Ergebnis führt.
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Aufgabe 4 (10 Punkte)

Sei die lokale Parametrisierung (U, F ) von S := S2 gegeben durch F (y) :=




√
1 − ‖y‖2

y1

y2




für alle y ∈ U , wobei U := {y ∈ R2 | ‖y‖ < 1}.

1. Zeigen Sie, dass die erste Fundamentalform von S bezüglich (U, F ) gegeben ist durch

(gij)i,j =
1

1 − ‖y‖2

(
1 − y2

2 y1y2

y1y2 1 − y2
1

)
.

2. Zeigen Sie, dass für die zweite Fundamentalform von S bezüglich (U, F ) und eines
der beiden stetigen Einheitsnormalenfelder N gilt:

(hij)i,j = − 1

1 − ‖y‖2

(
1 − y2

2 y1y2

y1y2 1 − y2
1

)
.

Leiten Sie daraus her, dass die Weingarten-Abbildung von S bezüglich (U, F ) und
desselben N gegeben ist durch

Mat(WF (y)) = −
(

1 0
0 1

)
.

3. Bestimmen Sie das mittlere Krümmungsfeld von S.

1. Es gilt ∂F
∂y1

(y) =




− y1√
1−‖y‖2

1
0


 und ∂F

∂y2
(y) =




− y2√
1−‖y‖2

0
1


, somit ist die Matrix

der ersten Fundamentalform von S bzgl. (U, F ) gegeben durch

(gij)i,j =

(
1 +

y21
1−‖y‖2

y1y2
1−‖y‖2

y1y2
1−‖y‖2 1 +

y22
1−‖y‖2

)
=

1

1 − ‖y‖2

(
1 − y2

2 y1y2

y1y2 1 − y2
1

)
.

2. Als C∞ Einheitsnormalenfeld auf F (U) wähle man N ◦ F (y) =
∂F
∂y1

(y)× ∂F
∂y2

(y)

‖ ∂F
∂y1

(y)× ∂F
∂y2

(y)‖ =




√
1 − ‖y‖2

y1

y2


. Wegen ∂2F

∂y21
(y) =




− 1−y22
(1−‖y‖2)

3
2

0
0


, ∂2F

∂y1∂y2
(y) =




− y1y2

(1−‖y‖2)
3
2

0
0




und ∂2F
∂y22

(y) =




− 1−y21
(1−‖y‖2)

3
2

0
0


 gilt für die Matrix der zweiten Fundamentalform

von S bzgl. (U, F ) und N :

(hij)i,j =

(
− 1−y22

1−‖y‖2 − y1y2
1−‖y‖2

− y1y2
1−‖y‖2 − 1−y21

1−‖y‖2

)
= − 1

1 − ‖y‖2

(
1 − y2

2 y1y2

y1y2 1 − y2
1

)
.
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Da das Inverse zu (gij)i,j gegeben ist durch

(
1 − y2

1 −y1y2

−y1y2 1 − y2
2

)
, ist die Matrix der

Weingarten-Abbildung von S bzgl. (U, F ) und N gegeben durch

Mat(WF (y)) = (gij)
−1
i,j · (hij)i,j

= − 1

1 − ‖y‖2

(
1 − y2

1 −y1y2

−y1y2 1 − y2
2

)
·
(

1 − y2
2 y1y2

y1y2 1 − y2
1

)

= − 1

1 − ‖y‖2

(
1 − ‖y‖2 0

0 1 − ‖y‖2

)

= −
(

1 0
0 1

)
.

3. Die mittlere Krümmung von S bzgl. N ist in der lokalen Parametrisierung (U, F )
gegeben durch H ◦ F (y) = −1 und somit ist das mittlere Krümmungsfeld von S
bzgl. (U, F ) gegeben durch

~H ◦ F (y) = (H ◦ F (y)) ·N ◦ F (y) = −





√
1 − ‖y‖2

y1

y2



 .
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Aufgabe 5 (10 Punkte)
Die Inzidenz-, Anordnungs- und Kongruenzaxiome seien für P, G, I, A, SK und WK
erfüllt. Seien p, q, r Punkte auf einer Geraden L mit p 6= q und p 6= r. Man nehme an,
dass q und r auf derselben Seite von p auf L liegen mit pq ≡ pr.

1. Nach I4 gibt es einen Punkt s nicht auf L. Zeigen Sie mit Hilfe von K6, dass
∠(p, s, q) ≡ ∠(p, s, r) gilt.

2. Zeigen Sie mit Hilfe von K5, dass ∠(p, s, q) = ∠(p, s, r) und leiten Sie daraus her,
dass q = r gilt.

1. Da die Kongruenzrelation auf Strecken eine Äquivalenzrelation ist (Folgerung aus
K1 und K2, siehe Satz in der Vorlesung), gilt ps ≡ ps. Da p, r auf L und auf derselben
Seite von p liegen, muss weiter ∠(s, p, q) = ∠(s, p, r) und somit ∠(s, p, q) ≡ ∠(s, p, r)
(nach K4) gelten. Da nach Voraussetzung zusätzlich pq ≡ pr erfüllt ist, folgt aus K6,
dass ∠(p, s, q) ≡ ∠(p, s, r) gilt.

2. Nach der Eindeutigkeit in der Winkelabtragung (Axiom K5) und weil q, r auf der-
selben Seite von L(p, s) liegen (denn p /∈ qr) muss wegen ∠(p, s, q) ≡ ∠(p, s, r)
auch ∠(p, s, q) = ∠(p, s, r) gelten. Daraus folgt, dass s, q, r auf einer Geraden liegen.
Wären q 6= r, so würde s auf L(q, r) = L liegen, Widerspruch zur Konstruktion von
s. Somit gilt q = r.
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Aufgabe 6 (10 Punkte)
Im kartesischen Modell der ebenen euklidischen Geometrie sei die Abbildung Ma,b : R2 −→
R2 durch

Ma,b(x) :=

(
0 a
−1 b

)
·
(
x1

x2

)
+

(
p1

p2

)
(3.1)

gegeben, für alle x =

(
x1

x2

)
∈ R2, wobei p1, p2 ∈ R Konstanten sind.

1. Bestimmen Sie alle Paare reeller Zahlen (a, b), für die Ma,b eine euklidische Bewe-
gung ist.

2. Geben Sie für eines der von Ihnen in 1. angegebenen Paare (a, b) eine Darstellung
der Form (3.1) für Ma,b ◦Ma,b an.

3. Geben Sie für eines der von Ihnen in 1. angegebenen Paare (a, b) eine Darstellung
der Form (3.1) für M−1

a,b an.

1. Es sollen tA·A = I2 gelten mit A =

(
0 a
−1 b

)
, d.h.,

(
1 −b
−b a2 + b2

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Dies ist zu b = 0 und a2 = 1 äquivalent, d.h., a = −1 oder a = 1. Die einzigen reellen
Paare (a, b), für die Ma,b eine euklidische Bewegung ist, sind also (−1, 0) und (1, 0).

2. Es gilt für alle x ∈ R2:

M1,0 ◦M1,0(x) = A2 · x+ A · p+ p

=

(
−1 0
0 −1

)
· x+

(
p1 + p2

p2 − p1

)
.

3. Es gilt für alle x ∈ R2:

M−1
1,0 (x) = A−1 · x−A−1 · p

=

(
0 −1
1 0

)
· x+

(
p2

−p1

)
.



Axiome der ebenen euklidischen Geometrie

Inzidenzaxiome:

I1 Durch je zwei Punkte geht eine Gerade.

I2 Durch je zwei verschiedene Punkte geht höchstens eine Gerade.

I3 Jede Gerade enthält mindestens zwei Punkte.

I4 Es gibt drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen.

Anordnungsaxiome:

A1 Liegt ein Punkt q zwischen zwei Punkten p und r, so sind p, q, r paarweise verschie-
dene Punkte auf einer Geraden.

A2 Liegt ein Punkt q zwischen zwei Punkten p und r, so liegt q zwischen r und p.

A3 Zu je zwei verschiedenen Punkten p und q gibt es einen Punkt r so, dass q zwischen
p und r liegt.

A4 Unter je drei Punkten liegt höchstens einer zwischen den beiden anderen.

A5 Seien p, q, r Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen. Sei L eine Gerade, die keinen
dieser drei Punkte enthält. Schneidet L die Strecke pq, so schneidet L genau eine
der beiden anderen Strecken qr oder pr.

Kongruenzaxiome:

K1 Seien p 6= q, p1 6= r1 vier Punkte. Dann existiert ein Punkt q1 auf L(p1, r1), auf
derselben Seite von p1 wie r1 so, dass pq ≡ p1q1.

K2 Seien p 6= q, p1 6= q1 und p2 6= q2 sechs Punkte. Gelten p1q1 ≡ pq und p2q2 ≡ pq, so
gilt p1q1 ≡ p2q2.

K3 Seien (p, q, r) und (p1, q1, s1) zwei Tripel von Punkten, die jeweils paarweise ver-
schiedene Punkte auf einer Geraden sind mit pq ∩ qr = ∅ und p1q1 ∩ q1r1 = ∅.
Gelten pq ≡ p1q1 und qr ≡ q1r1, so gilt pr ≡ p1r1.

K4 Die Kongruenzrelation zwischen Winkeln bildet eine Äquivalenzrelation auf der
Menge der Winkel.

K5 Seien (p, q, r) und (p1, q1, s1) zwei Tripel von Punkten, die jeweils nicht auf einer
Geraden liegen. Dann gibt es einen Punkt r1, auf derselben Seite von L(q1, p1) wie
s1 so, dass ∠(p, q, r) ≡ ∠(p1, q1, r1). Ist ferner r2 ein Punkt auf derselben Seite von
L(q1, p1) wie s1 mit ∠(p, q, r) ≡ ∠(p1, q1, r2), so gilt ∠(p1, q1, r1) = ∠(p1, q1, r2).



K6 Seien (p, q, r) und (p1, q1, r1) zwei Tripel von Punkten, die jeweils nicht auf einer
Geraden liegen. Gelten qp ≡ q1p1, qr ≡ q1r1 und ∠(p, q, r) ≡ ∠(p1, q1, r1), so gilt
∠(q, p, r) ≡ ∠(q1, p1, r1).

Parallelenaxiom:

P Sei L eine Gerade und p ein Punkt nicht auf L. Dann gibt es höchstens eine Parallele
zu L durch p.

Vollständigkeitsaxiome:

V1 Seien pq und rs zwei Strecken. Dann existiert eine natürliche Zahl n so, dass die
Strecke r1sn, die durch n-maliges Abtragen der Strecke rs auf der Geraden L(p, q)
entsteht, ausgehend von p in Richtung q, die Strecke pq enthält.

V2 Das vorläufige Modell der ebenen euklidischen Geometrie sei maximal.
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Hauptkrümmungsrichtung, 127
Hauptsatz

der Theorie der ebenen Kurven, 25
der Theorie der Raumkurven, 50

Helikoid, 135
hyperbolisch, 131
Hyperboloid

einschaliges, 138

Immersion, 91
implizite Funktionen

Satz über, 85
Isoperimetrische Ungleichung, 39

Karte (lokale), 94
Katenoid, 134, 140
Kegel(Doppel-), 101
Kegel, verallgemeinerter, 138
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hyperbolisches, 138
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